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作为 计算 流体 力学 的 教科 书 ， 约 翰 D. 安德森 〈John D. Anderson) 教授 的 这 本 《计算 流 
体力 学 基础 及 其 应 用 》 在 世界 范围 内 得 到 了 广泛 的 认可 。 计 算 流体 力学 自 20 世纪 60 年 代 以 
来 发 展 迅速 ， 目 前 已 广泛 应 用 于 航空 航天 、 能 源 和 动力 工程 、 力 学 、 物 理 和 化 学 、 建 筑 、 水 
利 、 海 洋 、 大 气 、 环 境 、 灾 和 害 预防 、 冶 金 等 领域 。 越 来 越 多 的 科研 和 工程 技术 人 员 希 望 能 够 
了 解 和 掌握 计算 流体 力学 知识 。 因 此 我 们 相信 ， 本 书 中 文 版 的 问世 ， 将 会 对 读者 正确 理解 和 
掌握 计算 流体 力学 的 知识 有 所 帮助 ， 同 时 也 将 对 国内 计算 流体 力学 的 教学 和 科研 工作 起 到 推 
动作 用 。 

《计算 流体 力学 基础 及 其 应 用 》 一 书 亦 是 为 不 同 领域 中 那些 以 前 从 来 没有 接触 过 计算 流 
体力 学 ， 或 者 从 来 没 在 计算 流体 力学 领域 工作 过 的 科研 、 工 程 技术 人 员 和 各 类 初学 者 编写 的 
一 本 参考 书 。 读 者 在 阅读 计算 流体 力学 的 其 他 教科 书 和 现 有 文献 之 前 ， 本 书 应 该 成 为 首先 学 
习 和 掌握 的 第 一 本 书 。 

本 书 作者 约翰 D. 安德森 (John D. Anderson) 教授 是 一 位 特别 注重 解决 工程 实际 问题 的 
计算 流体 力学 专家 ， 具 有 多 年 讲授 计算 流体 力学 课程 和 各 种 短期 培训 课程 的 经 验 。 本 书 的 特 
点 是 简单 实用 ， 只 需要 读者 具有 相当 于 工程 类 或 理科 大 学 本 科 高 年 级 学 生 水 平 的 数学 和 流体 
力学 知识 。 本 书 通 篇 贯穿 了 理论 联系 实际 、 注 重工 程 应 用 的 思想 。 作 者 试图 用 通俗 易 懂 的 语 
言 、 生 动 形 象 的 图 表 等 方式 引导 读者 从 基本 的 术语 和 概念 出 发 ， 逐 步 了 解 和 掌握 计算 流体 力 
学 的 基本 原理 、 基 本 方法 和 应 用 技巧。 

本 书 分 为 4 部 分 ， 共 12 章 ， 几乎 涉及 了 计算 流体 力学 的 所 有 方面 ， 内 容 非常 广泛 。 第 
1 部 分 (1 ~3 章 ) 介绍 与 计算 流体 力学 相关 的 基本 思路 和 体系 ， 同 时 对 流体 力学 的 控制 方 
程 进行 了 广泛 的 探讨 。 第 2 部 分 (4~6 章 ) 主要 介绍 控制 方程 数值 离散 的 基本 内 容 和 求解 
流动 问题 常用 的 数值 方法 。 第 3 部 分 (7 ~10 章 ) 介绍 计算 流体 力学 的 具体 应 用 。 第 4 部 分 
(11 ~12 章 ) 着 重 介 绍 了 现代 计算 流体 力学 的 前 治 课题 和 未 来 的 发 展 趋势 。 读 者 可 以 从 本 书 
中 系统 地 学 到 计算 流体 力学 各 个 方面 的 基本 知识 ,为 今后 进一步 学 习 和 研究 计算 流体 力学 打 
下 由 好 的 理论 基础 。 

本 书 的 编排 围绕 基本 知识 、 主 要 方法 和 应 用 技巧 这 一 主线 展开 ， 包 括 基本 原理 和 方程 、 
数值 分 析 基 础 、 应 用 实例 和 现代 计算 流体 力学 概述 ， 根 据 内 容 本 身 的 内 在 联系 划分 章节 ， 由 
浅 入 深 ， 逻辑 性 强 ， 推 理 续 密 。 作 为 大 学 教材 ， 本 书 的 内 容 编排 非常 符合 循序 渐进 的 学 习 规 
律 ， 适 用 于 力学 专业 高 年 级 本 科 生 和 非 力学 专业 研究 生 的 计算 流体 力学 课程 。 同 时 ， 对 那些 
期 望 在 短期 内 了 解 和 掌握 计算 流体 力学 基础 知识 的 初学 者 来 说 ， 本 书 也 是 一 本 非常 好 的 入 门 
参考 书 。 

鉴于 阅读 此 书 中 文 版 的 读者 ， 特 别 是 初学 者 ， 要 查找 、 引 用 原 书 的 参考 文献 并 非 易 事 。 
为 此 ， 我 们 在 翻译 本 书 时 ， 删 除了 原 书 的 参考 文献 及 文中 提 及 参考 文献 的 相关 内 容 。 

本 书 的 第 1 ~4 章 、 第 8~12 章 由 北京 航空 航天 大 学 吴 颂 平 教授 翻译 ,第 5 ~7 章 由 北京 
工业 大 学 刘 赵 柯 教 授 翻 译 。 他 (她) 们 的 研究 生 王 浩 、 刘 勇 、 谢 锦 害 、 李 斌 、 永 洪 、 刘 华 
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敏 、 相 倩 、 和 孙 潜 等 参加 了 部 分 翻译 工作 ， 在 此 向 这 些 研究 生 表示 感谢 。 全 书 由 吴 颁 平 教授 整 
理 、 统 稿 。 
由 于 时 间 仓 促 和 译 者 水 平 所 限 ， 书 中 难免 有 不 妥 和 错误 之 处 ， 敬 请 批评 指正 。 
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这 是 一 本 为 初学 者 写 的 计算 流体 力学 〈Computational Fluid Dynamics，CFD) 书籍 。 如 
果 你 以 前 从 来 没有 学 过 CFD ， 如 果 你 从 未 在 这 一 领域 工作 过 ， 如 果 你 对 这 一 学 科 的 整体 情 
况 还 没有 真正 的 了 解 ， 那 么 这 本 书 就 是 为 你 所 写 。 本 书 假设 你 在 读 此 书 之 前 对 于 CFD 没有 
任何 了 解 。 

作者 写 这 本 书 的 惟一 目的 就 是 为 第 一 次 学 习 CFD 的 读者 提供 一 种 简单 、 实 用 而 且 有 趣 
的 方法 。 目 前 在 工业 界 ，CFD 还 是 一 门 深奥 的 学 科 。 在 大 学 里 ， 也 普遍 认为 CFD 是 一 门 研 
究 生 的 课程 ， 现 有 的 教材 和 大 多 数 专 门 开设 的 短期 课程 都 是 针对 研究 生 的 。 而 本 书 是 要 成 为 
这 些 教 学 活动 的 先 修 教材 ， 希 望 本 书 能 够 为 读者 克服 最 初 的 困难 。 在 你 继续 学 习 其 他 的 教科 
书 、 参 加 这 一 学 科 的 各 种 短期 课程 、 阅 读 有 关 的 文献 之 前 ， 首 先 学 习 和 掌握 这 本 书 ， 是 本 书 
立意 的 独特 之 处 。 这 是 一 本 简单 而 有 趣 的 书 ， 它 为 你 学 习 其 他 更 复杂 的 内 容 做 好 了 准备 ， 让 
你 对 CFD 的 基本 原理 和 思路 有 全 面 的 了 解 ， 使 你 以 后 能 更 清楚 地 理解 那些 复杂 的 内 容 。 阅 
读本 书 所 要 求 的 数学 知识 和 流体 力学 背景 都 是 大 学 本 科 工 程 和 物理 专业 离 年 级 学 生 应 该 掌握 
的 。 实 际 上 ， 这 本 书 起 初 就 是 打算 用 于 大 学 本 科 高 年 级 的 CFD 课程 ， 学 时 为 一 个 学 期 ， 也 
可 以 用 于 研究 生 一 年 级 的 基础 课程 。 

目前 还 没有 针对 本 科 生 的 CFD 教材 。 如 果 你 间 人 家 应 该 采用 什么 样 的 教材 ， 那 么 十 个 
人 会 有 十 种 不 同 的 答案 ， 而 本 书 就 是 作者 的 答案 。 尽 管 本 书 还 不 够 完美 ， 但 是 其 中 包含 了 作 
者 多 年 的 教学 经 验 和 思想 。 为 了 使 本 书 达 到 上 面 所 说 的 目标 ， 作 者 对 有 关内 容 进行 了 艰难 的 
挑选 和 组 织 。 当 然 ， 本 书 不 想 介 绍 当前 CFD 中 前 治 性 的 那些 复杂 方法 ， 这 种 选材 方式 会 使 
初学 者 一 头 雾 水 。 作 者 多 次 看 到 CFD 的 初学 者 由 于 对 其 中 复杂 的 处 理 感到 厌烦 ， 从 而 失去 
了 继续 深入 学 习 的 兴趣 。 实 际 上 ， 本 书 的 最 终 目 的 就 是 使 读者 以 后 能 从 这 些 复杂 的 处 理 中 受 
益 。 本 书 给 出 了 对 CFD 整体 的 介绍 ， 希 望 能 将 读者 变 为 一 个 了 解 CFD 的 专业 人 士 ， 而 不 是 
让 人 对 CFD 歼 而 远 之 。 因 此 ， 本 书 中 大 量 使 用 了 直观 并 且 有 物理 背景 的 方式 来 介绍 CFD。 
专家 在 评价 这 本 书 时 ， 第 一 印象 可 能 是 觉得 它 有 些 过 时 ， 因 为 其 中 的 一 些 内 容 代表 了 80 年 
代 的 研究 水 平 。 但 恰恰 是 这 些 看 起 来 过 时 了 的 、 但 已 经 被 实践 反复 证 实 了 的 思路 ， 成 为 初学 
者 最 直观 、 最 容易 理解 的 学 习 体 验 。 利 用 本 书 提供 的 背景 ， 读 者 可 以 在 研究 生 阶 段 或 者 工作 
中 进一步 学 习 CFD 中 更 为 复杂 的 内 容 。 但 是 ， 为 了 使 读者 能 够 学 到 更 多 的 东西 ， 本 书 第 11 
章 讨论 了 较为 前 沿 性 的 CFD 技术， 第 12 章 介绍 了 一 些 最 新 的 、 有 价值 的 CFD 算 例 。 按 照 这 
样 的 安排 ， 当 你 读 完 本 书 的 最 后 一 页 ， 你 已 经 为 学 习 这 门 学 科 中 更 为 复杂 的 内 容 做 好 了 准 
备 。 

本 书 的 部 分 内 容 来 源 于 作者 的 教学 实践 。 作 为 为 期 一 周 的 短期 课程 ， 作 者 十 年 前 曾 在 比 
利 时 的 冯 。 卡门 流体 力学 研究 所 (VKI) 讲授 过 《计算 流体 力学 引 论 》， 最 近 几 年 在 英国 的 
罗 尔 斯 一 罗 伊 斯 公司 也 讲 过 。 通 过 这 些 教学 ， 作 者 发 现 了 许多 东西 ， 它 们 能 够 使 初学 者 更 容 
易 接 受 CFD 的 基本 概念 ， 觉 得 CFD 是 容易 接受 的 、 有 用 的 ， 并 对 其 产生 兴趣 。 本 书 直 接 反 
应 了 作者 在 这 方面 的 经 验 。 在 此 特别 感谢 VKI 的 所 长 John F. Wendt 博士 ， 是 他 首先 认识 到 
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需要 这 样 一 门 介绍 CFD 的 课程 ， 并 且 在 十 年 前 就 鼓励 作者 在 VKI 开设 这 门 课程 。 在 接 下 来 
的 几 年 中 ， 人 们 对 《计算 流体 力学 引 论 》 这 门 课 的 需求 超 乎 想象 。 最 近 ， 由 John F. Wendt 
编著 的 《计算 流体 力学 引 论 》 已 经 由 Springer-Verlag 出 版 社 出 版 ， 其 中 就 包含 了 VKI 课程 的 
一 些 内 容 。 本 书 就 是 对 VKI《 计 算 流 体力 学 引 论 》 一 书 的 扩展 和 深入 ,希望 将 其 扩充 为 一 
学 期 的 课堂 教学 的 教材 ， 但 是 仍然 保持 其 简单 而 有 趣 的 基本 精神 。 

本 书 由 4 部 分 组 成 。 第 1 部 分 介绍 了 CFD 的 基本 思想 和 基本 原理 ， 同 时 详细 讨论 了 流 
体力 学 的 基本 方程 。 一 个 学 习 CFD 的 学 生 ， 对 这 些 基 本 物理 方程 的 充分 理解 和 接受 是 十 分 
重要 的 ， 它 们 是 CFD 的 基础 。 作 者 对 充分 理解 和 重视 这 些 方程 的 重要 性 感触 颇 深 ， 因 此 在 
第 2 章 中 详尽 地 推导 和 讨论 了 这 些 方程 。 在 某 种 意义 上 ， 第 2 章 可 以 独立 地 作为 介绍 流体 力 
学 控制 方程 的 微型 教材 。 实 际 情况 表明 ， 学 习 CFD 的 学 生 具 有 不 同 的 背景 ， 因 而 他 们 对 流 
体力 学 控制 方程 的 理解 程度 也 有 很 大 差别 ， 有 些 人 理解 得 比较 充分 ， 有 些 人 却 一 无 所 知 。 所 
有 这 些 学 生 一 直 都 感谢 作者 在 第 2 章 中 所 讲 的 内 容 。 那 些 一 无 所 知 的 学 生 很 高 兴 有 机 会 充分 
掌握 这 些 方程 ， 而 对 于 已 经 有 了 充分 了 解 的 学 生 ， 也 很 愿意 对 那些 方程 有 一 个 综合 而 全 面 的 
问 顾 ， 揭 示 出 各 种 不 同形 式 控制 方程 中 的 奥妙 。 第 2 章 强 调 了 这 样 一 个 观点 : 一 个 出 色 的 计 
算 流 体力 学 工作 者 首先 必须 是 一 个 优秀 的 流体 力学 工作 者 。 

第 2 部 分 介绍 了 基本 的 数学 离散 方法 ， 详 细 讨 论 了 偏 微分 方程 的 离散 方法 〈《 有 限 差分 
法 ) ， 包 括 有 关 的 基本 概念 和 求解 流动 问题 的 一 些 常 用 数值 方法 。 对 于 积分 形式 控制 方程 的 
有 限 体 积 离散 方法 ， 则 是 通过 几 个 课外 作业 的 方式 作 了 介绍 。 

第 3 部 分 讨论 了 CFD 在 四 个 流体 力学 问题 中 的 应 用 。 这 些 问题 有 众所周知 的 解析 解 ， 
可 以 作为 与 CFD 数值 解 进行 对 比 的 基础 。 显 然 ， 在 CFD 的 实际 应 用 中 过 到 的 问题 通常 是 没 
有 解析 解 的 。 实 际 上 ， 对 于 那些 用 其 他 方法 无 法 解决 的 流动 问题 ，CFD 正 是 求解 它们 的 方 
法 。 但 是 ， 本 书 的 原意 是 介绍 CFD 的 基本 概念 ， 如 果 选 择 那些 难以 验证 结果 的 算 例 ， 我 们 
将 得 不 到 任何 东西 。 反 之 ， 如 果 选 择 那些 带 有 解析 解 的 简单 问题 ， 读 者 就 能 够 在 解析 解 的 基 
础 上 了 解数 值 方法 的 优 缺 点 。 本 书 对 这 部 分 中 的 每 一 个 算 人 鲍 都 进行 了 非常 详细 的 介绍 ， 读 者 
可 以 从 中 看 到 本 书 第 1 和 第 2 部 分 中 CFD 基础 知识 的 许多 直接 的 应 用 。 本 书 也 鼓励 读者 自 
己 编程 去 解决 这 些 问 题 ， 以 验证 第 7 章 至 第 10 章 中 的 结果 。 实 际 上 ， 虽 然 这 是 一 本 针对 计 
算 流 体力 学 的 书 ， 但 它 也 是 使 读者 更 彻底 地 了 解 流体 力学 的 一 个 工具 。 作 者 着 重 强调 了 各 种 
流动 问题 的 物理 背景 ， 以 加 强 读者 对 这 些 问题 的 全 面 理解 。 学 生 通 常 是 在 学 习 下 一 个 课程 时 
才 真 正 领会 了 刚刚 学 完 的 那 门 课程 。 从 某 种 意义 上 讲 ， 本 书 就 是 一 个 例子 。 对 于 流体 力学 的 
基本 问题 ， 本 书 就 是 下 一 个 课程 。 

第 4 部 分 介绍 的 内 容 要 比 前 面 几 部 分 更 深 一 些 ， 这 些 内 容 构 成 了 现代 CFD 前 沿 性 的 方 
法 和 应 用 。 关 于 这 些 高 级 专题 的 详细 讨论 已 经 完全 超出 了 本 书 的 范围 ， 读 者 可 以 在 以 后 的 进 
一 步 学 习 中 学 到 它们 。 在 第 11 章 中 ,对 这 些 问题 只 是 进行 了 简单 的 讨论 ， 以 便 使 读者 对 今 
后 更 具 吸 引力 的 学 习 有 一 个 预先 的 认识 。 第 11 章 的 目的 仅仅 是 让 你 熟悉 当今 正在 发 展 的 
CFD 技术 中 的 思路 和 用 语 。 同 样 ， 第 12 章 讨论 了 CFD 的 未 来 ， 给 出 了 一 些 前 沿 性 的 最 新 算 
例 。 在 这 一 章 里 ， 通 过 进一步 讨论 本 书 第 1 章 中 介绍 过 的 某 些 思想 ， 使 本 书 构成 了 一 个 整 
体 。 

作者 还 面临 另外 一 个 困难 的 选择 ， 就 是 关于 计算 机 编程 的 问题 。 本 书 是 否 应 该 详细 列 出 
有 关 的 计算 机 程序 ， 来 帮助 读者 编写 计算 程序 并 使 其 认识 到 编程 对 于 CFD 的 重要 性 呢 ? 最 
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后 的 决定 是 否定 的 。 本 书 中 仅 在 附录 中 列 出 了 求解 库 埃 特 〈Couette) 流动 的 托马斯 (Thom- 
as) 算法 〈 也 称 作 追赶 法 一 一 译 者 注 ) 。 编 程 技术 有 好 有 坏 ， 读 者 应 该 熟悉 如 何 编写 有 效 的 
程序 ， 但 这 不 是 本 书 的 职责 。 相 反 ， 我 们 鼓励 读者 自己 编写 程序 求解 第 3 部 分 的 算 例 ， 而 不 
是 仅仅 采用 作者 的 程序 ， 因 为 这 也 是 读者 学 习 此 书 的 过 程 之 一 。 作 者 希望 读者 通过 编写 程序 
来 亲手 实践 CFD， 这 是 你 现 阶段 学 习 CFD 过 程 的 重要 组 成 部 分 。 第 3 部 分 中 各 个 算 例 的 详 
细 程 序 全 都 列 在 本 书 的 习 症 解答 手册 中 ， 这 本 手册 是 给 辅导 教师 用 的 。 当 然 ， 教 师 可 以 根据 
情况 将 这 些 程序 部 分 或 全 部 地 发 给 学 生 。 

有 关 计 算 机 绘图 的 问题 也 需要 谈 一 谈 。 有 一 位 评阅 人 建议 在 书 中 加 入 一 些 有 关 计 算 机 绘 
图 的 内 容 ， 这 个 建议 很 好 。 因 此 ， 第 6 章 专门 用 了 一 个 小 节 来 解释 和 说 明 CFD 中 常用 的 计 
算 机 绘图 技术 。 书 中 给 出 的 许多 计算 结果 ， 都 采用 了 标准 的 计算 机 图 形 格式 。 这 些 结果 分 布 
在 书 中 的 各 个 章节 。 

对 于 介绍 性 的 CFD 课程 和 高 级 CFD 课程 ， 都 有 必要 谈 到 课外 作业 的 重要 性 ， 本 书 也 不 
例外 。 这 是 一 个 严肃 的 问题 ， 作 者 深思 琢 虑 了 很 长 时 间 。 即 使 是 本 书 中 最 简单 的 算 例 ， 读 者 
要 想 用 CFD 的 方法 得 到 合理 的 结果 也 需要 一 个 深入 学 习 的 过 程 。 因 此 ， 在 本 书 的 前 凡 章 中 
并 没有 太 多 的 课外 作业 供 读者 练习 。 对 于 大 多 数 工 科 课程 ， 都 是 通过 要 求学 生 完 成 指定 的 课 
外 作业 来 进行 教学 的 ， 本 书 则 与 之 不 同 。 本 书 的 读者 在 开始 的 时 候 学 的 是 CFD 的 用 语 、 定 
律 、 思 想 和 概念 ， 在 第 3 部 分 中 才 会 有 实际 的 应 用 。 实 际 上 ， 我 们 鼓励 读者 自己 去 计算 这 些 
算 例 ， 并 从 中 积累 应 用 CFD 的 经 验 。 这 些 算 例 与 课外 作业 相 比 ， 更 像 是 一 些小 型 的 计算 项 
目 。 本 书 的 评阅 人 对 书 中 是 否 应 该 包含 课 后 练习 特 不 同意 见 。 一 部 分 评阅 人 认为 应 该 有 课外 
作业 ， 另 一 部 分 人 则 认为 这 是 不 必要 的 。 作 者 采取 了 折衷 的 方式 ， 蔬 中 包含 了 一 些 课 后 练 
习 ， 但 并 不 多 ， 主 要 是 为 了 帮助 读者 思考 书 中 一 些 概念 的 细节 。 目 前 关于 如 何 进行 本 科 阶 段 
的 CFD 教学 还 没有 定论 ， 所 以 作者 更 愿意 将 课外 作业 的 问题 留 给 聪明 的 读者 和 辅导 教师 ， 
使 他 们 可 以 发 挥 自己 的 创造 性 。 

本 书 保持 了 作者 以 前 著作 中 一 贯 的 风格 ， 尽 可 能 用 简单 易 懂 的 语言 去 讨论 书 中 的 内 容 。 
书 中 采用 了 对 话 的 方式 以 使 读者 更 容易 理解 那些 难 懂 的 内 容 。 

正如 前 面 所 讲 的 ， 本 书 的 惟一 用 途 是 用 于 工程 和 物理 专业 的 本 科 课 程 。 从 17 世纪 开始 ， 
工程 和 科学 就 沿 着 两 条 平行 的 轨道 发 展 : 一 个 是 进行 试验 研究 ， 另 一 个 是 进行 理论 分 析 。 实 
际 上 ， 当 今 工科 和 理科 的 本 科 生 课程 也 反映 了 这 种 传统 。 这 种 做 法 为 学 生 打 下 了 坚实 的 试验 
基础 和 理论 基础 。 但 是 ， 计 算 力 学 在 今天 已 经 成 为 与 试验 研究 和 理论 研究 并 存 的 第 三 种 研究 
方法 。 每 一 个 研究 生 将 来 都 会 以 这 样 或 那样 的 方式 接触 到 计算 力学 。 因 此 ， 在 流体 力学 专业 
的 本 科 生 课程 中 有 必要 加 入 一 些 CFD 的 内 容 ， 使 他 们 对 当今 的 这 三 种 研究 方法 都 能 有 所 了 
解 。 本 书 就 是 尝试 在 本 科 生 中 开展 这 样 的 CFD 教学 ， 并 希望 这 种 教学 能 使 教师 和 学 生 都 感 
到 快乐 。 

谈 一 下 本 书 的 风格 吧 。 作 者 是 一 位 空气 动力 学 专家 ， 自 然 会 讨论 一 些 与 航空 有 关 的 问 
题 。 然 而 ，CFD 是 跨 学 科 的 ， 它 深入 到 了 航天 工程 、 力 学 、 土 木工 程 、 化 工 ， 甚 至 电子 工 
程 ， 也 包括 物理 和 化 学 。 在 写 这 本 书 的 时 候 ， 作 者 要 为 来 自 上 述 所 有 领域 的 读者 着 想 。 实 际 
上 上， 在 作者 讲述 CFD 短期 课程 时 ， 学 生 就 来 自 上 面 提 到 的 各 个 专业 ， 他 们 都 对 CFD 有 闪 
趣 。 因 此 ， 书 中 有 一 些 涉及 其 他 学 科 的 内 容 ， 其 深度 甚至 超过 航空 航天 工程 的 内 容 。 实 际 
上 ， 力 学 和 土木 工程 师 会 在 第 寺 章 里 发 现 许 多 熟悉 的 应 用 ， 还 会 对 第 6 章 中 的 ADI 方法 和 压 
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力 修 正法 感 兴趣 。 第 9 章 中 压力 修正 法 在 烙 性 不 可 压缩 流 中 的 应 用 ， 就 是 同时 针对 力学 工程 
师 和 土木 工程 师 的 。 不 论 你 将 CFD 应 用 到 何 处 ， 请 记 住 本 书 的 内 容 是 通用 的 ， 来 自 各 行 各 
业 的 读者 都 是 受 欢 迎 的 。 

本 书 的 内 容 是 如 何 编排 的 呢 ? 在 一 个 学 期 的 课程 内 ， 时 间 不 够 的 读者 能 否 跳 过 或 者 略 去 
部 分 内 容 呢 ? 答案 当然 是 表 定 的 。 虽 然 作 者 对 内 容 进行 了 精心 的 编排 ， 按 照 顺序 阅读 能 够 使 
初学 者 最 大 限度 地 了 解 CFD， 但 是 作者 也 知道 许多 读者 和 教师 没有 充足 的 时 间 来 这 样 做 。 
因此 ， 在 本 书 的 重要 位 置 上 都 醒目 地 列 出 了 阅读 指南 ， 提 示 读 者 如 何 按照 自己 的 要 求 剪裁 书 
中 的 内 容 。 

作者 特别 感谢 美国 空军 学 院 航 空 专业 的 Col. Wayne Halgren 教授 ， 他 研读 了 本 书 的 原稿 ， 
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第 1 部 分 作为 本 书 其 余部 分 的 基础 ， 将 介绍 计算 流体 力学 中 一 些 基本 的 原理 和 概念 ， 还 
将 推导 和 讨论 流体 力学 的 基本 控制 方程 组 。 这 些 方程 是 计算 流体 力学 的 物理 基础 。 在 理解 并 
应 用 计算 流体 力学 的 所 有 知识 之 前 ， 我 们 必须 充分 理解 这 些 控制 方程 ， 包 括 它 们 的 数学 形式 
和 它们 所 描述 的 物理 现象 。 这 些 就 是 第 1 部 分 的 精髓 。 


第 7 章 


计算 流体 力学 的 基本 原理 


所 有 的 数学 科学 都 基于 物理 定律 和 算术 定律 之 间 的 关系 。 所 以 ， 精 确 科 学 的 目标 就 是 通 
过 数字 运算 简化 自然 界 的 问题 ， 以 确定 物理 上 的 量 。 
james Clerk Maxwell, 1856 
20 世纪 70 年 代 后 期 ， 使 用 超级 计算 机 求解 空气 动力 问题 的 方法 开始 得 到 应 用 。 一 个 早 
期 的 成 功 例子 就 是 NASA 设计 的 一 种 实验 飞行 器 ， 叫 做 HiMAT (高 机 动 性 飞行 器 技术 ) ， 用 
于 验证 下 一 代 战 斗 机 中 高 机 动 性 的 概念 。 初 步 设计 时 的 风 洞 实验 表明 ， 飞 行 器 在 速度 接近 声 
速 时 将 产生 令 人 无 法 接受 的 空气 阻力 。 如 果 按 照 这 一 设计 进行 制造 ， 飞 机 将 不 能 提供 任何 有 
用 的 东西 。 若 通过 进一步 的 风 洞 实验 重新 设计 HiMAT， 将 耗费 150000 美元 左右 ， 并 且 会 大 
大 拖延 工期 。 与 之 相 比 ， 使 用 计算 机 重新 设计 机 辟 ， 仅 花费 6000 美元 。 
Paul E. Ceruzzi, Curator, 
National Air and Space Museum, in Beyond the Limits, 
The MIT Press, 1989 


1.1 为 什么 要 学 习 计 算 流 体力 学 


时 间 : 21 世纪 初 。 

地 点 : 世界 某 地 的 一 个 大 型 机 场 。 

事件 : 一 架 光 滑 、 漂 亮 的 飞行 器 沿 着 跑道 滑行 、 起 飞 并 迅速 候 升 ， 从 人 们 视线 中 消失 
了 。 飞 机 在 几 分 钟 内 便 加 速 到 高 超声 速 。 在 强 有 力 的 超声 速 燃 烧 冲 压 式 喷气 发 动机 的 持续 推 
动 下 ， 这 架 飞 行 嚣 达到 大 约 8000m/s 的 速度 (也 就 是 轨道 速度 ) ， 轻 松 地 进入 低地 球 轨道 。 
(超声 速 燃烧 冲压 式 喷气 发 动机 ， 缩 写 为 SCRAMJET， 是 一 种 吸 气 式 冲 压 喷气 发 动机 。 发 动 
机 内 的 流动 始终 保持 超声 速 ， 包 括 在 燃烧 室内 。 在 燃烧 室 里 ， 燃 料 被 注射 到 超声 速 气流 中 ， 
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并 在 超声 速 流动 中 发 生 燃 烧 。 与 之 相反 ， 传 统 的 冲压 式 喷气 发 动机 和 燃气 涡轮 发 动机 ， 燃 烧 
室内 的 流动 是 亚 声速 的 。 原作 者 注 ) 

上 面 描述 的 这 一 幕 难道 只 是 不 切实 际 的 梦想 吗 ? 不 是 的 。 实 际 上 ， 这 是 一 种 跨 大 气 层 飞 
行 器 的 概念 。 在 20 世纪 80 年 代 和 90 年 代 ， 很 多 国家 都 致力 于 这 方面 的 研究 。NASP 计划 就 
是 其 中 之 _， 它 是 美国 80 年 代 中 期 开始 的 一 项 重点 研究 工程 的 内 容 。 图 1-1 是 NASP 的 示意 
图 。 


图 1-1 空 天 飞机 示意 图 (美国 NASP) 


追溯 航空 发 展 的 历史 ， 其 发 展 的 主要 动力 就 是 如 何 能 飞 得 更 高 、 更 快 。 任 何 了 解 这 一 点 
的 人 都 相信 ， 这 种 跨 跃 大 气 层 的 飞行 器 终 将 在 某 一 天 成 为 现实 。 但 是 ， 只 有 当 计算 流体 力学 
发 展 到 能 快速 计算 飞行 器 周围 和 发 动机 内 部 完整 的 三 维 流 场 ， 并 具有 一 定 的 精度 和 可 年 性 ， 
这 种 楚 想 才能 变 为 现实 。 不 幸 的 是 ， 在 地 面 实验 设备 中 进行 的 实验 并 不 能 履 盖 这 种 超声 速 习 
行 的 所 有 飞行 段 。 跨 大 气 层 飞行 器 将 面临 高 马赫 数 和 很 高 的 气流 温度 ， 但 目前 还 没有 风 洞 能 
同时 模拟 这 两 方面 。 即 便 在 21 世纪， 建造 这 种 风 洞 的 前 景 也 不 乐观 。 因 此 ， 设 计 这 种 飞行 
器 的 主要 手段 便 是 计算 流体 力学 。 正 是 这 个 原因 ， 同 时 还 有 其 他 很 多 原因 ， 说 明了 为 什么 本 
书 的 主题 一 一 计算 流体 力学 ， 在 现代 的 流体 力学 应 用 中 是 那么 的 重要 。 

在 整个 流体 力学 学 科 的 发 展 和 流体 力学 的 原理 性 研究 中 ， 计 算 流 体力 学 建立 了 一 种 新 的 
研究 方法 。17 世纪 ， 在 法 国 和 英国 奠定 了 实验 流体 力学 的 基础 。18 和 19 世纪 ， 还 是 在 欧 
洲 ， 理 论 流体 力学 也 逐渐 发 展 起 来 。 结 果 ， 在 20 世纪 的 大 部 分 时 间 里 ,流体 力学 (甚至 所 
有 的 物理 科学 和 工程 ) 的 研究 和 实践 都 使 用 这 两 种 方法 ， 即 要 么 使 用 理论 分 析 ， 要 人 么 开展 
试验 研究 。 若 在 早 些 年 〈 比 如 说 ，1960 年 ) 学 习 流 体力 学 ， 就 只 能 工作 在 理论 和 试验 这 两 
种 研究 方法 的 世界 里 。 然 而 ， 高 速 数 字 计算 机 的 出 现 ， 再 加 上 为 使 用 这 些 计算 机 解决 物理 问 
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题 而 发 展 起 来 的 精确 数值 算法 ， 使 得 我 们 今天 研究 流体 力学 的 方法 发 生 了 革命 性 的 变化 。 计 
算 机 将 一 种 非常 重要 的 、 新 的 研究 方法 一 计算 流体 力学 方法 引入 到 流体 力学 ， 成 为 流体 力 
学 研究 的 第 三 种 方法 ， 如 图 1-2 所 示 。 目 前 在 分 析 和 解决 流体 力学 问题 时 ， 计 算 流体 力学 已 
成 为 与 理论 和 试验 平等 的 角色 。 勿 庸 置疑 ， 只 要 先进 的 
人 类 文明 存在 ， 计 算 流 体力 学 就 会 一 直 扮演 这 样 的 角 
色 。 所 以 ， 现 在 研究 计算 流体 力学 ， 就 使 你 加 入 了 一 场 
历史 性 的 变革 ， 这 充分 说 明了 本 书 主题 的 重要 性 。 

另 一 方面 我们 也 应 该 正确 地 看 待 事物 。 虽 然 计 算 
流体 力学 提供 了 一 种 新 的 第 三 种 方法 ， 但 仅 此 而 已 。 虽 
然 它 对 理论 和 试验 这 两 种 方法 作 了 有 效 的 补充 ， 但 永远 
也 不 能 〈 像 某 些 人 建议 的 那样 ) 取代 这 两 种 方法 。 理 论 图 12 流体 力学 的 
和 试验 一 直 都 是 不 可 缺少 的 。 流 体力 学 未 来 的 发 展 建立 三 种 研究 方法 
在 这 三 种 方法 之 间 恰当 的 平衡 之 上 。 计 算 流体 力学 有 助 
于 解释 和 说 明理 论 和 试验 的 结果 ， 反 之 亦 然 。 

最 后 指出 ， 由 于 计算 流体 力学 如 今 已 经 相当 普及 ， 用 缩写 CFD 代替 “计算 流体 力学 ” 
也 已 被 普遍 接受 。 在 本 书 余下 的 部 分 也 将 使 用 这 一 缩写 。 


1.2 作为 研究 工具 的 计算 流体 力学 


计算 流体 力学 的 结果 与 在 实验 室 里 得 到 风 洞 试验 结果 的 方式 非常 相似 ， 都 是 在 不 同 的 马 
赫 数 、 雷 诺 数 等 参数 下 ， 得 到 给 定 流动 结构 的 一 组 数据 。 但 是 风 洞 设备 都 很 笨重 且 操 纵 不 
便 ， 而 你 却 可 以 拿 着 计算 机 程序 〈 比 如 把 它 存储 在 软盘 中 ) 去 任何 地 方 。 更 方便 的 是 ， 即 
使 距 计算 机 几 千 英里 ， 仍 可 以 通过 终端 设备 远程 读 取 计 算 机 内 的 源 程序 。 因 此 ， 计 算 机 程序 
是 一 种 方便 的 、 可 移动 的 工具 ， 是 一 种 “移动 式 的 风 洞 ”。 

为 进一步 说 明 这 种 相似 性 ， 我 
们 说 计算 机 程序 是 一 种 能 进行 数值 
试验 的 工具 。 例 如 ， 计 算 绕 辟 型 的 
粘性 亚 声 速 可 压缩 流 (图 1-3) 的 
程序 ， 这 种 程序 是 由 Kothari 和 An- a) 层 流 


derson 开发 的 ， 通过 有 限 差分 方法 A 
求解 二 维 粘性 流动 的 纳 维 -斯 托 克 斯 大 2B23 SEE 
方程 组 。 纳 维 -斯 托 克 斯 方程 组 以 及 


其 他 描述 流体 流动 的 控制 方程 将 在 E = 持 
第 2 章 推 导 。Kothari 和 Anderson 所 

使 用 的 算法 是 标准 的 方法 ， 也 会 在 中) 放流 

本 书 以 后 的 章节 中 讲解 。 因 此 ， 当 图 1-3 ”CFD 数值 试验 的 例子 


读 完 这 本 书 时 ， 作 为 多 个 实例 中 的 
一 个 ， 你 将 拥有 求解 绕 费 型 可 压缩 流动 纳 维 -斯 托 克 斯 方程 所 需 的 所 有 知识 。 现 在 ， 假 
设 你 已 经 有 了 这 样 的 一 个 程序 ， 就 能 进行 一 些 有 趣 的 试验 了 。 这 里 ,试验 这 个 词 的 意 
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思 与 在 风 洞 中 进行 试验 在 原理 上 是 完全 类 似 的 ， 只 是 计算 机 程序 执行 的 是 数值 试验 。 
为 了 更 具体 地 理解 这 一 思路 ， 我 们 来 看 一 个 数值 试验 。 

这 个 数值 试验 ， 也 用 来 阐明 流动 的 物理 性 质 ， 而 其 方式 则 是 真实 的 实验 室 试验 所 不 
能 实现 的 。 例 如 ， 考 虑 图 1-3 所 示 的 绕 Wortmann 可 型 的 亚 声速 可 压缩 流动 。 现 在 的 问 
题 是 : 当 Re = 100000 时 ， 绕 辟 型 的 层 流 流动 和 汕 流 流动 有 什么 不 同 ? 对 计算 机 程序 来 
说 ， 这 是 一 个 很 简单 的 问题 。 只 需 关 掉 程 序 中 的 湾流 模型 将 程序 运行 一 次 (得 到 层 流 
流动 的 结果 ) ， 打 开 油 流 模 型 再 运行 一 次 (得 到 满 流 流 动 的 结果 ) ， 然 后 对 比 这 两 个 结 
果 。 使 用 这 种 方法 ， 你 只 需 在 计算 机 程序 中 做 一 下 切换 就 改变 了 大 自然 ， 而 在 风 洞 中 
你 不 可 能 这 么 轻易 地 就 做 到 这 一 点 ， 甚 至 根本 就 做 不 到 。 图 1-3a 是 完全 的 层 流 流 动 。 
注意 ， 即 使 攻 角 为 零 ， 计 算出 的 流动 在 翼 型 的 上 下 表面 也 要 发 生 分 离 。 这 种 分 离 是 低 
雷诺 数 流 动 (Re =100000) 的 特性 。CFD 计算 还 表明 ， 这 种 层 流 的 分 离 流动 是 非 定 常 
的 。 用 来 计算 这 种 流动 的 数值 方法 是 一 种 时 间 推 进 方 法 ， 用 于 非 定常 Navier-Stokes 方程 
的 时 间 精 确 有 限 差分 求解 (与 时 间 推 进 解 法 有 关 的 原理 和 数值 方法 的 细节 将 在 后 面 的 
章节 中 讨论 ) 。 图 1-3a 中 的 流 线 只 是 这 种 非 定常 流动 在 某 一 给 定时 刻 瞬时 的 “快照 ”。 
图 1-3b 是 在 计算 机 程序 中 加 入 江 流 模型 后 计算 出 的 流 线 。 注 意 ， 计 算出 的 演 流 流动 是 
附着 流 ， 而 且 流 动 是 定常 的 。 对 比 图 1-3a 和 b， 我 们 看 到 ， 层 流 和 满 流 是 有 很 大 不 同 
的 。 此 外 ， 这 种 CFD 数值 试验 ， 使 我 们 能 够 在 保持 所 有 参数 都 相同 的 条 件 下 ， 和 仔细 研 
究 层 流 和 满 流 之 间 物 理 上 的 差别 。 这 在 真实 的 实验 室 试验 中 是 不 可 能 做 到 的 。 

图 1-3a 所 示 为 绕 Wortmann 翼 型 (FX63-137) 层 流 的 瞬 态 流 线 ，Re = 100000，Ma。 = 
0. 5， 零 攻 角 ， 层 流 是 非 定常 的 ， 此 图 只 对 应 某 一 时 刻 ， 图 1-3b 所 示 为 相同 条 件 下 同一 翼 型 
湾流 绕 流 的 流 线 。 

与 在 实验 室 进 行 的 物理 试验 平行 开展 的 数值 试验 ， 有 时 可 以 用 来 帮助 解释 这 些 物理 试 
验 ， 甚 至 确认 试验 数据 中 不 能 明确 揭示 的 基本 现象 。 图 1-3 中 层 流 与 满 流 的 对 比 就 是 一 个 例 
子 。 这 种 对 比 还 有 更 多 的 含意 ， 如 下 所 述 。 图 14 是 对 上 述 绕 Wortimann 器 型 进行 风 洞 试 验 
所 得 到 的 升力 系数 ci 与 攻 角 a 之 间 的 函数 关系 图 。 这 些 试 验 数 据 (空心 符号 ) 是 Notre 
Dame 大 学 的 Thomas Mueller 博士 和 他 的 同事 得 到 的 。 图 14 中 实心 符号 是 攻 角 为 零 时 CFD 
的 结果 。 注 意 ， 图 中 给 出 了 两 种 不 同 的 CFD 结果 。 实 心 圆 代表 层 流 结果 ， 两 边 的 界限 代表 
ct 非 定常 波动 的 幅度 ， 是 前 面 图 1-3a 中 所 示 的 非 定常 分 离 流动 造成 的 。 还 要 注意 ， 层 流 的 oa 
值 在 a = 0 时 与 试验 结果 并 不 易 合 。 实 心 方块 则 给 出 了 满 流 结果 ， 对 应 于 前 面 图 1-3b 所 示 的 
定常 流动 。 济 流 的 cl 值 与 试验 数据 非常 一 致 。 图 1-5 是 翼 型 阻力 系数 cs 与 攻 角 的 函数 图 ， 
其 结果 进一步 支持 了 上 面 的 对 比 。 空 心 符号 还 是 Mueller 的 试验 数据 ，a =0 处 的 实心 符号 是 
CFD 结果 。 实 心 圆 和 振幅 标志 表示 层 流 计算 给 出 的 波动 的 cs 值 ， 与 试验 结果 根本 不 吻合 。 
实心 方块 表示 定常 潮流 的 结果 ， 与 试验 结果 非常 一 致 。 这 些 结果 的 重要 性 绝 不 仅仅 是 对 比 了 
试验 与 计算 。 在 风 洞 试验 的 过 程 中 ， 由 于 试验 观测 本 身 的 原因 ， 关 于 流动 是 层 流 还 是 汕 流 存 
在 着 不 确定 性 。 然 而 ， 通 过 图 14 和 图 1-5 中 与 CFD 数据 的 对 比 ， 我 们 可 以 断定 ， 风 洞 中 绕 
到 型 的 流动 确实 是 满 流 ， 因 为 灌流 的 CFD 结果 与 试验 保持 一 致 ， 而 层 流 的 CFD 结果 却 相差 
较 大 。 这 是 一 个 很 好 的 例子 ， 说 明了 CFD 与 试验 是 怎样 协调 工作 的 。 它 不 仅 提 供 了 定量 的 
对 比 ， 也 提供 了 一 种 解释 试验 中 基本 现象 的 手段 。 这 个 例子 体现 了 用 CFD 方法 进行 数值 试 
验 的 价值 。 
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图 14 CFD 数值 试验 的 例子 图 1-5 CFD 数值 试验 的 例子 
Wortmann 嗣 型 升力 系数 对 攻 角 的 关系 Wortmann 翼 型 阻力 系数 对 攻 角 的 关系 
(Re =100000, Ma, =0.5) (Re =100000, Ma, =0. 5) 

OO 实验 结果 OO 实验 结果 
一 ”计算 结果 一 ”计算 结果 

图 水流 肠 演 流 
FF 人 1 层 流 HOT 层 流 


1.3 ”作为 设计 工具 的 计算 流体 力学 


在 1950 年 ， 还 没有 今天 所 谓 的 CFD。 到 1970 年 ， 有 了 CFD, 但 那 时 计算 机 和 算法 的 发 
展 水 平 将 所 有 的 求解 限制 在 了 二 维 流 动 的 范围 。 而 流体 动力 机 械 (压缩 机 、 涡 轮 、 流 管 、 
飞机 等 ) 所 处 的 真实 世界 都 是 三 维 的 。 在 1970 年 ， 数 字 计 算 机 的 存储 量 和 速度 还 不 足以 让 
CFD 在 这 个 三 维 世 界 中 以 任何 现实 的 方式 工作 起 来 。 到 了 1990 年 ， 这 种 情况 有 了 实质 性 的 
改变 。 今 天 的 CFD ， 已 经 得 到 了 大 量 的 三 维 流 场 结 果 。 虽 然 要 得 到 绕 全 机 外 形 的 三 维 流 场 
还 需要 大 量 的 人 力 和 计算 机 资源 ， 但 是 这 种 方法 在 工业 和 政府 部 门 内 已 经 变 得 越 来 越 普 遍 。 
事实 上 ， 一 些 计算 三 维 流动 的 计算 机 程序 已 经 成 为 了 工业 标准 ， 成 为 设计 过 程 中 的 一 种 工 
具 。 为 了 强调 这 一 点 ， 这 一 节 我 们 就 来 看 一 个 这 样 的 例子 。 

现代 的 高 速 飞 行 器 都 具有 复杂 的 跨 声 速 空气 动力 学 流 型 ， 如 图 16 所 示 的 Northrop F- 
20。CFD 作为 设计 工具 在 这 里 大 有 用 处 。 图 16 描述 了 在 接近 声速 的 来 流 马赫 数 (Ma 为 
0.95) 、 攻 角 a 为 8" 时 ，F-20 表面 压力 系数 详细 的 变化 情况 。 这 些 是 Bush、Jager 和 Bergman 
使 用 Jameson 等 人 开发 的 有 限 体积 显 式 格式 得 到 的 结果 。 图 1-6a 显示 了 F-20 上 表面 压力 系 
数 的 等 值 线 分 布 。 一 条 等 值 线 上 的 压力 值 都 是 相等 的 。 因 此 ， 等 值 线 密集 的 区 域 存在 着 大 的 
压力 梯度 。 特 别 是 在 机 权 后 缘 和 后 缘 下 游 的 机 身 周围 ， 出 现 了 非常 密集 的 等 值 线 带 ， 意 味 着 
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那里 存在 着 路 声速 激 波 。 其 他 包含 激 波 和 称 朴 波 的 区 域 ， 在 图 16 中 也 能 清楚 地 看 到 。 鸭 
外 ， 图 1.6b -f 分 别 显示 了 机 可 展 向 五 个 不 同位 置 处 压力 系数 沿 机 翼 截 面 上 下 表面 的 变化 。 
图 中 ， 实 线 是 求解 Euler 方程 ( 见 第 2 章 ) 的 CFD 计算 结果 ， 实 心 的 方块 和 圆 代表 供 对 比 的 
试验 数据 。 注 意 到 计算 和 试验 之 间 的 吻合 程度 是 合理 的 。 利 用 图 1.6 的 结果 ， 我 们 想 要 说 胃 
的 重点 是 ，CFD 提供 了 一 种 详细 计算 全 机 外 形 周围 流 场 的 方法 ， 包 括 三 维 表面 的 压力 分 布 。 
这 种 压力 分 布 的 信息 是 结构 工程 师 所 必需 的 。 为 了 合理 设计 机 体 的 结构 ， 他 们 需要 详细 地 名 
省 飞行 器 上 面 气动 载荷 的 分 布 。 这 种 信息 对 于 空气 动力 学 工作 者 也 是 必要 的 ， 他 们 通过 对 表 
面 压 力 分 布 的 积分 得 到 升力 和 压 差 阻力 。 

品 外 ， 在 机 楼 前 缘 和 机 身 导 流 片 结合 处 会 形成 旋涡 ， 如 图 1-7 所 示 ，CFD 结果 还 能 提供 
广 此 旋涡 的 信息 。 这 里 ，Ma 和 a 的 值 分 别 为 0.26 和 25°。 知 道 这 些 旋涡 流向 何 处 以 及 它们 
与 飞机 的 其 他 部 分 怎样 相互 作用 ， 对 于 飞机 总 体 的 气动 设计 是 必要 的 。 


a) 上 表面 压力 系数 的 等 值 线 分 布 


图 1.6 ”Northrop F-20 全 机 外 形 流 场 气动 计算 的 例子 
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图 16 ”Northrop F-20 全 机 外 形 流 场 气动 计算 的 例子 ( 续 ) 
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on b) 侧 视 图 


0) 等 视图 


图 17 CFD 计算 给 出 的 F-20 上 的 机 器 涡 


总 之 ，CFD 作为 设计 工具 正 发 挥 着 巨大 的 作用 。 再 加 上 1.2 节 所 描述 的 作为 研究 工具 的 
作用 ，CFD 对 流体 力学 和 空气 动力 学 工作 者 的 工作 方式 已 经 产生 了 巨大 影响 。 当 然 ， 本 书 
的 目的 就 是 引导 读者 发 展 和 利用 这 种 能 力 。 


1.4 计算 流体 力学 的 应 用 实例 


在 历史 上 ，20 世纪 60 和 70 年 代 CFD 早期 的 发 展 源 于 航空 航天 领域 的 需求 。 前 面 1.1 
_1.3 节 给 出 的 CFD 应 用 的 例子 实际 上 都 来 自 这 一 领域 。 然 而 ， 现 代 CFD 已 经 进入 到 流体 
流动 有 重要 作用 的 所 有 领域 。 这 一 节 的 目的 就 是 特别 给 出 CFD 的 其 他 一 些 应 用 。 


1.4.1 汽车 和 发 动机 

为 了 改进 现代 汽车 的 性 能 (节省 燃料 ， 改 善 环境 质量 ,等 等 ) ， 汽车 工业 在 采用 高 技术 
的 研究 手段 和 设计 工具 方面 加 快 了 速度 ， 其 中 之 一 就 是 CFD。 无 论 是 研究 绕 过 车 体 的 外 部 
流动 ， 还 是 研究 流 经 发 动机 的 内 部 流动 ，CFD 都 能 够 帮助 汽车 工程 师 更 好 地 理解 流动 的 物 


图 1.8 通过 显示 空气 质点 的 轨迹 ， 给 出 了 绕 过 轿车 外 部 流动 的 计算 结 打 。 汽车 左 半边 的 
轮廓 上 显示 了 分 布 在 车 身 表面 的 网 格 ， 而 白色 的 条 纹 是 不 同 空气 质点 从 左 到 右 流 过 轿车 时 的 
轨迹 。 这 些 轨迹 是 在 轿车 周围 空间 分 布 的 三 维 离散 网 格 上 利用 有 限 体积 CFD 算法 计算 的 。 
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图 1-9 是 轿车 中 间 对 称 面 内 的 网 格 。 注 意 到 网 格 中 有 一 条 坐标 线 是 贴 着 车 体 表面 的 ， 这 就 是 
所 谓 的 贴 体 坐标 系 〈 这 种 坐标 系 将 在 5.7 节 讨 论 ) 。 图 1-8 和 图 1-9 引 自 Jaguar 汽车 有 限 公 
司 C.T. Shaw 的 研究 。 计 算 轿 车 外 部 绕 流 的 另 一 个 例子 来 自 Matsunaga 等 人 的 工作 ， 图 1-10 
给 出 了 他 们 通过 有 限 差分 计算 (关于 有 限 差分 的 讨论 从 第 4 章 开 始 ， 贯 穿 全 书 ) 得 到 的 绕 
过 汽车 的 流 场 中 的 等 涡 量 线 。 在 流体 力学 中 将 涡 量 定义 为 向 量 Yx Y， 等 于 流体 微 团 瞬时 有 角 
速度 的 两 倍 。 涡 量 沿 * 方向 〈 流 动 方向 ) 分 量 的 等 值 线 如 图 1-10 所 示 。 计 算是 在 三 维 直 角 
网 格 上 进行 的 ， 部 分 这 样 的 网 格 如 图 1-11 所 示 。 基 本 的 网 格 生成 方法 将 在 第 5 章 进行 讨论 ， 
其 中 5. 10 节 还 特别 提 到 了 包 在 复杂 三 维 物体 周围 的 笛 卡 儿 直 角 网 格 。 


图 1-8 绕 过 汽车 的 气流 中 质点 的 轨迹 
(CFD 计算 ， 0 


下 hh Wh, 
| 
| 由: 下 


图 1-9 “对称 平 面 内 的 计算 网 格 


图 1-10 绕 过 汽车 的 气流 中 涡 量 x 方向 分 量 的 等 值 线 
(流动 从 左 到 右 ， 这 里 是 离 中 心 线 40% 车 宽 的 垂直 平面 内 的 结果 ) 
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图 1-11 包 在 轿车 外 面 的 部 分 笛 卡 儿 直 角 网 格 


还 有 一 个 例子 是 Griffin 等 人 的 工作 ， 车 用 内 燃 机 内 部 流动 的 计算 。 这 里 利用 时 间 推 进 
有 限 差 分 方法 〈 本 书 的 多 个 章节 都 讨论 了 时 间 推 进 法 ) 对 四 冲程 奥 托 循环 发 动机 气缸 内 的 
非 定常 流 场 进行 了 计算 。 气 饶 内 的 有 限 差分 网 格 如 图 1-12 所 示 。 在 进 气 、 压 缩 、 发 动 、 排 
气 的 过 程 中 ,活塞 (图 中 阴影 部 分 ) 在 气缸 内 上 下 运动 ; 进 气 阀 则 适时 地 开 闭 ， 在 气缸 内 
建立 了 循环 往复 的 非 定常 流 场 。 当 活塞 在 其 底部 〈 静 点 ) 附近 时 ， 计 算得 到 的 阀门 平面 内 
速度 分 布 如 图 1-13 所 示 。 这 些 早期 的 计算 是 CFD 在 内 燃 机 内 部 流 场 研究 方面 最 初 的 应 用 。 
今天 ,现代 CFD 巨大 的 能 力 被 汽车 工程 师 用 来 研究 内 燃 机 流 场 的 各 方面 细节 ， 包 括 燃烧 、 
消 流 、 此 管 与 排 气管 的 耦合 等 。 

作为 现代 CFD 应 用 于 燃气 轮机 最 为 复杂 的 例子 ， 图 1-14 展示 了 同时 覆盖 发 动机 周围 的 
外 部 区 域 和 发 动机 内 部 通道 〈 压 缩 机 、 燃 烧 室 、 透 平 机 等 ) 的 有 限 体积 网 格 (网 格 将 在 
5. 10 节 讨 论 ) 。 这 些 复杂 的 网 格 是 密西西比 州立 大 学 流动 数值 模拟 中 心 的 研究 人 员 生 成 的 。 
这 是 与 燃气 轮机 相关 的 整个 流动 过 程 内 外 流 耦 合 CFD 计算 的 开创 性 工作 。 作 者 认为 ， 这 也 
是 到 目前 为 止 最 为 复杂 、 最 有 意义 的 CFD 网 格 生成 工作 ， 明 确 地 突显 出 CFD 对 汽车 和 发 动 
机 工业 的 重要 性 。 
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图 1-12 ”活塞 一 气缸 布局 中 柱 坐标 系 图 1-13 内燃机 的 活塞 一 气缸 布局 中 进 气 
下 阀 平面 内 的 部 分 网 格 (为 清楚 起 见 ， 冲程 底部 静 点 附近 阀 平 面 内 的 速度 分 布 


只 画 出 了 约 半数 的 网 格 点 ) 


图 1-14 ”同时 覆盖 喷气 发 动机 周围 的 外 部 区 域 和 发 动机 内 部 通道 的 分 区 网 格 


1.4.2 工业 制造 
这 里 只 给 出 制造 业 众 多 CFD 应 用 中 的 两 个 例子 。 
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图 1-15 显示 了 正在 注入 液态 球墨 铸铁 的 模型 。 铁 液 的 流动 作为 时 间 的 函数 ， 用 CFD 进行 
计算 。 铁 液 从 右边 的 两 个 浇 口 (一 个 在 模子 的 中 间 ， 一 个 在 模子 的 底部 ). 进入 空 腔 。 图 1-15 
给 出 的 CFD 结果 是 用 有 限 体积 法 计算 的 速度 场 ， 图 中 显示 了 注入 过 程 的 三 个 时 刻 。 这 些 计算 
是 比利时 WTCM 铸造 研究 中 心 的 Mampaey 和 Xu 完成 的 。 这 种 CFD 计算 使 人 们 对 模型 注入 过 
程 中 液态 金属 的 真实 流动 特性 有 了 更 详细 的 了 解 ， 并 应 用 于 铸造 技术 的 改进 中 。 


a) 两 个 浇 道 刚 打开 b) 两 股 液 流 涌 入 空 腔 


c) 两 股 液 流 相互 撞击 


图 1-15 ” 铁 液 从 模型 右 侧 的 两 个 浇 道 流 入 模型 产生 的 流 场 
(三 个 不 同时 刻 的 计算 结果 ) 


制造 加 工 中 另 一 个 CFD 应 用 的 例子 是 制造 陶瓷 复合 材料 。 有 一 种 生产 方法 涉及 化 学 蒸 
气 渗入 过 滤 技 术 。 气 态 的 材料 流 过 一 个 可 渗透 的 基底 ， 将 材料 沉淀 在 基底 的 纤维 上 ， 最 终 形 
成 连续 的 复合 物 基体 。 人 们 对 复合 物 碳化 硅 (SiC) 在 纤维 附近 沉淀 的 速度 和 方式 具有 特殊 
的 兴趣 。 最 近 ，Steijsiger 等 人 用 CFD 模拟 了 SiC 在 化 学 蒸 数 反 应 器 的 沉淀 。 图 1-16 是 反应 
器 内 的 计算 网 格 分 布 。 图 1-17 是 计算 得 到 的 反应 器 内 的 流 线 分 布 。CHsSiCls 和 下 的 气态 混 
合 物 从 底部 的 一 根 管子 流入 反应 器 。 接 下 来 的 化 学 反应 生成 了 SiC， 然后 沉淀 在 反应 器 的 壁 
上 。 图 117 中 的 计算 是 用 有 限 体积 法 求解 流动 控制 方程 得 到 的 ， 代 表 了 CFD 作为 研究 工具 
的 一 个 应 用 。CFD 计算 为 工业 制造 提供 了 直接 可 用 的 信息 。 
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图 1-16 用 于 化 学 蒸 甫 反应 器 内 流动 图 1-17 化 学 蒸 数 反应 器 内 CHsSiCl 和 H， 
计算 的 有 限 体积 网 格 流动 和 计算 的 流 线 分 布 
1.4.3 土木 工程 


涉及 河流 、 湖 泊 、 港 湾 等 的 液 流 学 问题 也 是 应 用 CFD 进行 研究 的 内 容 。 图 1-18 是 从 水 


分 区 1 
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图 1-18 泥浆 收集 模型 中 的 泥浆 层 和 水 层 
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下 泥浆 收集 池 中 抽取 泥浆 的 例子 。 在 这 个 例子 中 ， 一 层 泥 浆 上 面 有 一 层 水 ， 一 部 分 泥浆 被 围 
了 起 来 并 将 从 底部 的 左边 被 吸出 来 。 图 中 只 有 半 个 构 型 ， 另 一 半 是 对 称 的 ， 形 成 一 个 完整 的 
对 称 形 泥浆 池 。 图 1-18 中 左边 的 垂直 线 是 对 称 线 。 当 泥浆 被 从 底部 的 左边 吸出 来 时 ， 形 成 
了 一 个 火山 口 形 的 含水 泥浆 层 。 水 只 有 在 注入 火山 口 时 才 有 流动 。 图 1-19 给 出 了 计算 得 到 
的 某 一 时 刻 水 和 泥浆 的 速度 场 。 这 些 结果 来 自 Toorman 和 Berlamont 的 计算 。20 世纪 90 年 代 
初期 ， 在 马里 兰州 大 洋 城 实施 的 大 范围 近海 疏 滩 和 海滩 开垦 工程 中 ， 这 些 结果 被 应 用 于 水 下 
下 滩 作业 的 设计 。 
1.4.4 环境 工程 

在 供暖 、 空 气 调节 和 建筑 物 内 通常 的 空气 流通 等 问题 的 研究 领域 ， 也 都 对 CFD 着 了 迷 。 
例如 ， 考 虑 图 1-20 所 示 的 丙烷 加 热 炉 。 图 SN 
1.21 给 出 了 计算 的 炉 内 速度 场 。 图 中 显示 了 i 
炉 内 纵向 垂直 平面 内 的 网 格 点 上 的 速度 。 这 4 
些 结果 来 源 于 Bai 和 Fuchs 的 有 限 差分 计算 。 
这 种 CFD 应 用 为 锅炉 设计 中 提高 热效率 、 
减少 污染 排放 提供 了 信息 。 

图 1-22 和 图 1-23 显示 了 从 空调 中 出 来 
的 空气 在 房间 内 的 流动 。 图 1-22 给 出 了 房 图 1-19 泥浆 层 和 水 层 两 层 模型 计算 的 
间 模 型 的 示意 图 。 空 气 从 天 花 板 中 间 的 供 气 人 
枢 注 入 房间 ， 然 后 回 到 天 花 板 两 端的 排 气管 道里 。 图 1-23 给 出 了 有 限 体 积 CFD 计算 得 到 的 
速度 场 ， 显 示 了 房间 内 空气 流通 的 模式 。 这 些 计算 是 McGuirk 和 Whittle 做 的 。 
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图 1-20 高效 丙烷 锅炉 模型 图 1-21 丙烷 炉 内 流动 
计算 的 速度 场 
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Alamdari 等 人 对 建筑 物 内 的 空气 流动 进行 了 很 有 意思 的 CFD 计算 。 图 1-24 画 出 了 一 个 
办 公 楼 的 横 截面 ， 对 称 的 两 半 用 一 个 走廊 相连 。 每 一 半 有 一 个 大 的 玻璃 门廊 ,符合 建筑 设计 
的 流行 趋势 。 这 些 门廊 ， 通 过 合理 安排 空气 的 入口 和 出 口 ， 形 成 了 在 成 本 上 和 能 量 上 都 很 有 
效 的 自然 通风 系统 。 通 过 有 限 体积 CFD 计算 ， 图 1-25 给 出 了 冬季 门厅 截面 内 气流 速度 场 典 


型 的 模拟 。 
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图 1-25 冬季 门厅 内 气流 速度 向 量 场 
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三 个 基本 定律 来 控制 的 : 

1) 质量 守恒 定律 。 

2) 牛顿 第 二 定律 ( 力 = 质量 x 加 速度 ) 。 

3) 能 量 守 恒定 律 。 

这 些 基 本 的 物理 定律 可 以 用 一 些 基 本 的 数学 关系 式 来 描述 ， 其 形式 一 般 是 积分 方程 或 者 
微分 方程 。 这 些 方程 及 其 推导 是 第 2 章 的 内 容 。 计 算 流 体力 学 将 用 离散 的 代数 形式 替换 这 些 
方程 中 的 积分 或 者 导数 并 求解 ， 从 而 得 到 流 场 参数 在 (时 间 和 空间 ) 离散 点 处 的 数值 。 不 
错 ，CFD 的 最 终结 果 只 是 一 堆 数 ， 而 不 是 封闭 形式 的 解析 表达 式 。 然 而 ， 大 多 数 工程 分 析 
最 终 的 目的 是 获得 对 问题 的 定量 描述 (无 论 封闭 形式 还 是 其 他 形式 ) ， 也 就 是 数 。 (此 时 最 
好 回顾 一 下 本 章 开 头 部 分 引用 的 
Maxwell 的 话 。) 

当然 ， 是 高 速 数字 计算 机 使 CFD 
得 到 了 有 实用 意义 的 发 展 。 用 CFD 求 
解 ， 需 要 对 上 千 个 、 甚 至 上 百 万 个 数 进 
行 反复 的 运算 。 没 有 计算 机 的 帮助 ， 人 
是 无 法 完成 这 项 工作 的 。 因 而 ，CFD 
的 发 展 以 及 它 在 越 来 越 复杂 、 越 来 越 尖 
端的 问题 上 的 应 用 ， 与 计算 机 硬件 的 发 


相对 计算 成 本 
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展 ， 尤 其 是 与 计算 机 的 内 存 容量 和 运算 En 
速度 密切 相关 。 正 是 这 个 原因 ， 推 动 新 
a 自 图 1-28 一 个 给 定 计算 任务 的 相对 成 本 随 


大 型 主机 得 到 了 显著 的 发 展 。 图 1-28 
所 示 的 相对 计算 成 本 (对 一 个 给 定 的 
计算 任务 ) 随 年 份 的 变化 曲线 很 好 地 
说 明了 这 一 点 。 该 图 来 自 Chapman 的 
权威 调查 。 图 上 的 数据 点 和 特定 的 计算 
机 相对 应 ， 从 古老 的 IJBM650 (1953 
年 ) 开始 ， 一 直 持 续 到 先进 的 超级 计 
算 机 CRAY I (1976 年 ) ， 然 后 外 推 到 
国家 空气 动力 学 模拟 器 ， 这 是 20 世纪 
80 年 代 后 期 安装 在 NASA Ames 研究 实 
验 室 的 计算 设备 。 ( Chapman 的 调查 是 
在 这 个 设备 建成 之 前 完成 的 ， 所 以 对 这 
个 设备 的 能 力 ， 是 根据 外 推 估计 出 来 
的 。 一 一 译 者 注 ) 今天 ， 在 超级 计算 
机 的 体系 结构 方面 又 取得 了 更 为 辉煌 的 
进展 。CRAY Y-MP 就 是 超级 计算 机 的 图 1-29 现代 超级 计算 机 CRAY Y-MP 
典型 ， 如 图 1229 所 示 。 与 20 世纪 70 (CRAY 研究 公司 ) 
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年 代 百 万 次 浮 点 运算 的 计算 机 相 比 ， 这 台 机 器 拥有 32MB 的 可 寻 址 中 央 存 储 器 ， 另 外 在 附加 
的 固态 设备 上 还 有 512MB 的 存储 器 。 运 算 速 度 接近 于 兆 次 〈 每 秒 进行 10" 次 浮 点 运算 ) 。 

此 外 ， 在 计算 机 体系 结构 上 也 有 新 的 概念 出 现 。 早 期 的 高 速 数字 计算 机 是 串 行 的 ， 同 一 
时 刻 只 能 处 理 一 个 计算 机 指令 。 所 有 的 运算 都 必须 “排队 ”等 候 处 理 。 电 子 有 限 的 速度 
(接近 于 光 的 速度 ) ， 成 为 这 种 串 行 计算 机 终极 运算 速度 无 法 逾越 的 极限 。 为 了 突破 这 一 限 
制 ， 现在 使 用 了 两 种 计算 机 体系 结构 : 

(1) 向 量 处 理 器 ”该 结构 允许 同时 对 一 组 数据 进行 相同 的 操作 ， 因 而 节省 时 间 和 内 存 。 

(2) 并 行 处 理 器 ”该 结构 实际 带 有 两 个 或 多 个 具有 完整 功能 的 中 央 处 理 器 (CPU) ,每 
个 处 理 器 都 能 处 理 不 同 的 指令 和 数据 流 ， 各 自 独立 (或 者 与 同一 计算 机 内 的 其 他 CPU 协同 ) 
工作 ， 因 而 能 同时 执行 同一 程序 的 不 同 部 分 。 

向 量 处 理 器 在 今天 已 经 得 到 了 广泛 的 运用 ， 并 行 处 理 器 也 迅速 地 出 现 了 。 比 如 ， 现 在 许 
多 部 门 都 在 使 用 新 型 的 互 连 计 算 机 (一 种 大 规模 并 行 处 理 器 ) 。 将 来 如 果 你 在 解决 问题 (这 
些 问 题 具 有 不 同 的 难度 和 复杂 性 ) 时 选择 使 用 CFD ， 你 将 很 有 可 能 使 用 向 量 计算 机 或 者 并 
行 处 理 器 。 

CFD 为 什么 对 当代 流体 力学 问题 的 研究 和 解决 如 此 重要 ?是 什么 促使 我 们 要 学 习 CFD 
方面 的 知识 ? 其实，1.1 ~1.4 节 对 这 些 问 题 已 经 作 了 某 种 解答 ， 但 是 我 们 在 这 里 还 是 要 明 
确 地 提出 这 个 问题 ， 并 为 此 给 出 另外 一 个 例子 ， 一 个 展现 CFD 给 现代 流体 力学 带 来 革命 性 
变化 的 例子 。 这 个 例子 在 接 下 来 的 几 章 里 将 作为 我 们 讨论 的 焦点 。 

考虑 以 超声 速 或 者 高 超声 速 运 
动 的 钝 头 体 周围 的 流 场 ， 如 图 1-30 
所 示 。 和 人 尖 头 物体 相 比 ， 钝 头 体 的 
气动 加 热 明显 降低 。 这 一 事实 使 得 
人 们 对 钝 头 体 发 生 了 兴趣 。 所 以 
“水 星 ”号 飞船 和 阿波 罗 太 空 舱 才 
是 钝 头 的， 航天 飞机 也 具有 钝 的 头 “ 2c>1 
部 以 及 钝 的 机 辟 前 缘 。 从 图 1-30 
可 以 看 到 ， 在 钝 头 体 的 前 面 有 一 个 
弯曲 的 弓形 强 激 波 ， 激 波 和 头 部 的 
距离 6 称 为 激 波 脱 体 距离 。 这 一 流 
场 的 计算 ， 包 括 激 波形 状 和 位 置 的 双 曲 型 敬 
计算 , 是 20 世纪 50 年 代 和 60 年 图 130 “超声 速 钝 头 体 绕 流 流 场 示意图 
代 最 让 人 困惑 的 空气 动力 学 问题 之 
一 。 几 百 万 美元 的 研究 费用 花 在 了 解决 超声 速 印 头 体 绕 流 问题 上 ， 却 没有 取得 任何 成 效 。 

是 什么 造成 了 这 样 的 困难 ? 为 什么 计算 超声 速 或 者 高 超声 速 钝 头 体 周围 的 流 场 如 此 困 
难 ? 问题 的 答案 基本 上 可 以 在 图 1-30 中 找到 。 在 中 心 线 附 近 ， 激 波 几 乎 垂直 ， 后 面 的 流动 
是 亚 声 速 的 。 然 而 在 更 下 游 的 地 方 ， 号 形 激 波 更 为 倾斜 ， 也 更 绊 。 在 这 部 分 激 波 后 面 ， 流 动 
是 超声 速 的 。 超 声速 流 场 和 亚 声速 流 场 的 分 界线 被 称 为 声速 线 ， 如 图 1-30 所 示 。 如 果 假 设 
流动 是 无 粘 的 ， 即 忽略 粘性 和 热传导 的 耗 散 运 输 过 程 ， 流 动 的 控制 方程 组 就 是 欧 拉 方 程 组 
(在 第 2 章 介 绍 ) 。 无 论 当地 的 流动 是 超声 速 的 还 是 亚 声速 的 ， 控 制 方程 组 都 是 一 样 的 。 但 
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是 方程 的 数学 性 质 在 这 两 个 区 域 里 是 不 同 的 。 在 定常 亚 声 速 区 域 ， 欧 拉 方 程 组 显示 出 椭圆 型 
偏 微分 方程 的 性 质 ; 然而 ， 在 定常 超声 速 区 域 ， 欧 拉 方 程 组 的 数学 性 质 完全 不 同 ， 具 有 双 曲 
型 偏 微分 方程 的 性 质 。 这 些 数学 性 质 ， 椭 圆 型 和 双 曲 型 方程 的 定义 以 及 与 流 场 分 析 有 关 的 结 
论 将 会 在 第 3 章 进行 讨论 。 控 制 方程 的 数学 性 质 从 亚 声速 的 椭圆 型 变 成 超声 速 的 双 曲 型 ， 使 
得 对 两 个 区 域 进行 一 致 的 数学 分 析 实 际 上 是 不 可 能 的 。 在 亚 声速 区 域 有 效 的 数值 方法 不 适用 
于 超声 速 区 域 ， 而 用 于 超声 速 区 域 的 数值 方法 在 亚 声速 区 域 里 也 失效 了 。 于 是 ， 人 们 发 展 了 
专门 用 于 亚 声 速 区域 的 方法 ， 对 于 超声 速 区 域 则 发 展 了 其 他 的 方法 〈 比 如 标准 的 特征 值 方 
法 ) 。 不 幸 的 是 ， 将 这 些 方法 组 合 起 来 ， 去 解决 声速 线 两 侧 跨 声速 区 域 的 问题 ， 却 是 极其 困 
难 的 。 因 而 ， 在 20 世纪 60 年 代 中 期 之 前 ， 没 有 一 致 有 效 的 空气 动力 学 方法 能 处 理 高 超声 速 
钝 头 体 绕 流 的 整个 流 场 。 

然而 在 1966 年 ， 钝 头 体 绕 流 问题 有 了 罕 破 。 布 鲁 克 林 工 学 院 (现在 是 布鲁克 林 工 业 大 
学 ) 的 Moretti 和 Abbett 利用 当时 CFD 已 经 发 展 的 能 力 ， 并 使 用 定常 流 的 时 间 相 关 算 法 的 概 
念 ， 获 得 了 超声 速 钝 头 体 绕 流 问题 的 有 限 差 分 数值 解 。 这 是 这 个 问题 第 一 个 实用 的 、 直 接 的 
工程 解法 。 在 这 之 后 ， 钝 头 体 绕 流 问题 就 不 再 是 一 个 问题 了 。 工 业 部 门 和 政府 的 实验 室 迅速 
采用 了 这 -一 计算 技术 进行 自己 的 钝 头 体 分 析 。 也 许 最 让 人 吃惊 的 变化 就 是 : 高 超声 速 钝 头 体 
绕 流 问题 作为 20 世纪 50 年代 和 60 年 代 初 最 严重 、 最 困难 、 最 难 研究 的 理论 空气 动力 学 问 
题 ， 今 天 只 是 马里 兰 大 学 研究 生 CFD 课程 的 一 道家 庭 作业 而 已 。 

上 面 的 例子 展示 了 CFD 在 与 正确 考虑 了 流动 控制 方程 数学 性 质 的 算法 相 结合 之 后 所 有 具 
有 的 能 力 。 对 于 CFD 为 什么 对 当代 流体 力学 问题 的 研究 和 解决 如 此 重要 ? 是 什么 促使 我 们 
学 习 CFD 方面 的 知识 ”上 面 的 例子 就 是 一 个 答案 。 我 们 仅仅 考察 了 一 个 例子 ，CFD 和 正确 
的 算法 使 得 一 个 特定 流动 问题 的 求解 发 生 了 革命 性 的 变化 ， 从 一 个 实际 上 不 能 解决 的 问题 变 
成 一 个 标准 的 、 像 普通 的 家 庭 作 业 一 样 可 以 进行 日 常 分 析 的 问题 。 它 就 是 CFD 的 魔力 ， 使 
得 你 不 得 不 去 学 习 它 。 


1.6 学 习 本 书 的 目的 


前 面 的 讨论 是 想 让 读者 对 CFD 的 本 质 有 一 个 全 面 正确 的 认识 ， 的 人 
面 的 章节 。 当 你 继续 读 下 去 ， 就 会 发 现 本 书 是 对 CFD 基本 的 、 初 步 的 、 指 导 性 的 介绍 ，3 
调 了 基本 原理 ， 介 绍 了 许多 解决 问题 的 方法 ， 二 理 了 从 低速 不 可 导 纵 流 避 高速 二 压缩 流 图 
内 的 各 种 应 用 问题。 该 书 的 确 是 CFD 的 入 门 教材 ,适用 于 在 CFD 方面 完全 没有 入 门 、 对 
CFD 没有 什么 经 验 或 者 根本 没有 任何 经 验 的 初学 者 。 目 前 有 几 本 比较 好 的 、 适 合 于 研究 生 
使 用 的 CFD 教材 ， 例 如 Anderson ，Tannehill 和 Pletcher 所 写 的 标准 教材 ， 较 新 的 有 Fletcher 
和 Hirsch 写 的 教材 。 还 有 ，Hoffman 写 的 简明 教程 也 值得 一 读 。 本 书面 向 的 读者 在 水 平 上 要 
比 上 述 书籍 的 读者 低 。 这 里 我 们 假定 读者 对 流体 力学 的 物理 本 质 有 一 定 的 理解 ， 相 当 于 力学 
及 航空 工程 专业 低 年 级 学 生 的 水 平 。 在 数学 上 ， 读 者 应 对 初等 微 积 分 和 偏 微分 方程 有 一 定 的 
了 解 。 本 书 会 成 为 你 整个 CFD 学 习 过 程 中 的 第 一 本 教材 。 本 书 的 目的 是 为 读者 提供 : 

1) 对 CFD 原理 和 能 力 的 了 解 。 

2) 对 流体 力学 控制 方程 的 理解 ， 尤其 是 形式 适合 于 CFD 的 控制 方程 。 

3) 熟悉 某 些 解决 问题 的 方法 。 
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4) 掌握 本 学 科 的 术语 。 

当 你 读 完 该 书 时 ， 作 者 希望 你 已 经 具有 学 习 更 深层 次 的 CFD 内 容 、 阅 读 CFD 文献 的 能 
力 ， 以 跟踪 更 为 高 级 的 、 反 映 当 前 水 平 的 研究 ， 并 且 开始 将 CFD 直接 应 用 于 自己 所 关注 的 
领域 。 假 如 上 述 这 些 中 有 一 个 或 者 几 个 是 你 想 要 得 到 的 ， 那 么 你 将 和 作者 具有 同样 的 想法 。 
请 从 第 2 章 开始 ， 一 直 读 下 去 。 

图 1-31 给 出 了 本 书 所 涉及 内 容 的 路 线 图 。 路 线 图 有 助 于 描述 作者 的 思路 ， 让 读者 明白 
这 些 内 容 如 何以 合乎 逻辑 的 形式 贯穿 本 书 。 作 者 能 够 体会 学 生 在 学 习 新 的 科目 时 有 容易 迷失 
于 细节 而 忽略 全 貌 的 倾向 。 图 1.31 4 着 订 启 训 
就 是 我 们 所 讨论 的 CFD 内 容 的 全 
貌 。 在 后 面 的 章节 里 ， 为 了 提醒 读 B. 流体 流动 方程 组 
者 各 章节 内 容 在 CFD 总 体 方案 中 的 


| 基本 原理 | 
位 置 ， 我 们 会 经 常 参考 这 张 路 线 图 。 c 
如 果 你 在 学 习 的 某 个 阶段 感到 迷惑 | 


了 ,不 知道 我 们 在 做 什么 ， 请 参考 
图 1-31 这 张 主 路 线 图 。 另 外 ， 在 大 六 方程 的 基本 离散 方法 
多 数 章节 都 有 本 章 的 路 线 图 ， 为 每 


个 章节 的 学 习 提 供 向 导 ， 其 目的 和 
图 1-31 为 全 书 提供 向 导 是 一 样 的 。 
到 C, 它们 代表 了 一 些 基本 的 思想 


和 方程 组 ， 是 所 有 CFD 问题 共有 
的 。 事 实 上 , 方 框 4 就 是 本 章 的 内 G. 变换 和 网 格 生成 
容 。 理 解 和 掌握 了 这 些 基 本 内 容 


( 方 框 4 到 C) 之 后 ， 我 们 将 讨论 离 , 
散 基本 方程 组 的 标准 方法 ， 使 这 些 


方程 组 能 够 数值 求解 ( 方 框 D ~ 
)。 还 有 网 格 变换 的 主要 内 容 ( 方 
框 C) 。 在 介绍 了 对 方程 组 进行 数值 
求解 的 一 些 通用 方法 〈 方 框 妃 ) 之 
后 , 我 们 将 仔细 讨论 许多 具体 的 应 
用 (上方 杠 1~M)， 目 的 是 更 清楚 地 
说 明 这 些 方法 。 最 后 ， 我 们 将 讨论 


CFD 的 现状 和 未 来 ( 方 框 WN)。 现 
在 就 让 我 们 沿 着 路 线 图 进行 工作 ， 粘性 流 一 库 埃 特 流 
前 进 到 方 框 8， 就 是 下 一 章 将 要 讨 
论 的 主题 。 
在 图 1-32 包含 从 a 到 f 几 个 框 N. CFD 的 未 来 


图 ,说 明了 本 书 第 1 部 分 和 第 2 部 
分 中 的 各 种 概念 与 第 3 部 分 所 讨论 图 131 本 书 的 路 线 图 
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的 应 用 之 间 的 关系 。 在 现 阶 段 ， 只 需 注意 到 这 些 图 的 存在 就 行 了 ， 我 们 在 讨论 的 过 程 中 会 适 
时 地 参考 这 些 框 图 。 将 它们 放 在 这 里 ， 仅 仅 为 了 方便 ， 并 且 让 读者 了 解 ， 从 第 1 部 分 和 第 2 
部 分 中 的 基本 概念 到 第 3 部 分 的 应 用 ， 有 一 个 合乎 逻辑 的 流程 。 


理解 CFD 的 思路 


应 用 : 收缩 - 扩 
张 喷 管 流动 


等 粹 亚 声 速 流 
等 炉 超 声速 流动 
喷 管 内 的 激 波 


一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 -一 


应 用 : 不 可 压 
库 埃 特 
流动 


应 用 : 绕 圆柱 
的 不 可 压 流 


a) 不 可 压 库 埃 特 流 ( 隐 式 解 ) 


守恒 型 方程 
非 守恒 型 方程 


应 用 : 不 可 压 


库 埃 特 < 
流动 的 不 可 压 流 


压力 修正 的 概念 b) 喷 管 流动 (等 精 流 ) 


图 1-32 
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理解 CFD 的 思路 


双 曲 型 
一 一 了 1 
| 
! 应 用 : 收缩 - 扩 应 用 : 兽 朗 特 - 
-一 一 7 张 喷 管 流动 迈 耶 稀疏 波 
上 
-一 一 = 
1 等 炉 亚 声速 流 
1 等 粹 超声 回流 动 
一 一 喷 管内 的 激 波 


一 一 一 | 忆 ;个 
应 用 : 不 可 压 应 用 : 绕 圆柱 


库 埃 特 < 
流动 的 不 可 压 流 


c) 喷 管 流动 ( 带 激 波 ) 


应 用 : 普 朗 特 - 
迈 耶 稀 醇 波 


等 箭 亚 声速 流 
等 炉 超 声速 流动 
喷 管 内 的 激 波 


用 : 不 可 压 
站 应 用 : 绕 加 村 
和 的 不 可 压 流 


一 -gq) 库 埃 特 流 (压力 修正 法 ) 
图 1-32 ( 续 一 ) 
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守恒 型 方程 


型 ， 应 用 : 收缩 - 扩 
非 守恒 型 方程 


张 喷 管 流动 


| 等 焙 亚 声速 流 
一 一- 等 炳 超声 速 流动 
LL 
| 
| 应 用 ; 不 可 压 
应 用 : 线 圆柱 
库 埃 特 的 不 可 压 流 


流动 


e) 普 朗 特 一 迈 耶 稀 朴 波 


应 用 : 普 朗 特 - 
迈 耶 稀疏 波 


守恒 型 方程 
非 守恒 型 方程 


应 用 : 收缩 - 扩 
张 喷 管 流动 


变换 和 网 赂 生成 


稳定 性 (CFL) 准则 
激 波 捕 提 方法 


时 间 推 进 


等 粹 亚 声 速 流 
等 粹 超声 速 流动 
喷 管内 的 激 波 


应 用 : 不 可 压 


应 用 : 绕 圆柱 


库 埃 特 的 不 可 压 流 


流动 


松弛 的 概念 
压力 修正 的 概念 


一 一 一 一 抛物 型 椭圆 型 


0 不 可 压 无 粘性 圆柱 绕 流 (松弛 解法 ) 


图 1-32 ( 续 二 ) 


第 2 章 
流体 力学 的 控制 方程 组 


2.1 引言 


CFD 无 论 具 有 什么 形式 ， 都 是 建立 在 流体 力学 基本 控制 方程 一 一 连续 性 方程 、 动 量 方 
程 、 能 量 方程 的 基础 之 上 。 这 些 方程 是 任何 流动 都 必须 遵守 的 三 个 基本 的 物理 学 原理 ， 它 们 
是 这 些 原理 的 数学 描述 : 

1) 质量 守恒 定律 。 

2) 牛顿 第 二 定律 ( 力 = 质量 x 加 速度 )。 

3) 能 量 守恒 定律 。 

这 一 章 的 目的 就 是 推导 和 讨论 这 些 方程 。 

本 书 不 惜 篇幅 和 时 间 推 导 流 体力 学 控制 方程 组 ， 有 三 个 原因 : 

1) 全 部 CFD 都 是 基于 这 些 方程 的 。 每 一 个 学 生 在 开展 进一步 的 学 习 之 前 ， 都 要 熟悉 这 
些 方程 。 在 将 CFD 应 用 于 任何 问题 之 前 ， 这 一 点 非常 重要 。 

2) 作者 认为 本 书 的 读者 会 具有 各 种 不 同 的 背景 和 经 历 。 有 些 读 者 完全 不 熟悉 这 些 方 
程 ， 而 另外 一 些 读者 可 能 每 天 都 在 使 用 这 些 方程 。 我 们 希望 这 一 章 能 够 成 为 前 者 的 启蒙 ， 而 
对 后 者 而 言 则 是 一 种 有 意义 的 复习 。 

3) 这 些 方程 可 以 具有 各 种 不 同 的 形式 。 对 大 多 数 空气 动力 学 理论 而 言 ， 这 些 方 程 的 不 
同形 式 不 会 造成 什么 差别 。 但 是 在 CFD 中 ， 对 于 给 定 的 一 种 算法 ， 使 用 这 种 形式 的 方程 就 
能 成 功 ， 而 使 用 另 一 种 形式 的 方程 却 可 能 导致 数值 解 产生 振荡 ， 得 到 不 正确 的 解 ， 其 至 产生 
不 稳定 性 。 因 而 在 CFD 领域 ,方程 的 形式 是 至 关 重 要 的 。 所 以 ， 推 导 这 些 不 同形 式 的 方程 ， 
指出 它们 之 间 的 相似 之 处 和 不 同 之 处 ， 并 在 将 它们 应 用 于 CFD 的 时 候 考 虑 其 中 可 能 隐 含 着 
的 意味 ， 也 是 很 重要 的 。 

事先 要 告诉 读者 ， 这 一 章 看 起 来 好 像 是 方程 的 “ 迷 魂 阵 ”。 但 是 请 不 要 产生 误解 。 这 一 
章 是 本 书 中 最 重要 的 一 章 。 我 们 必须 考虑 这 样 的 问题 : 如果 不 能 从 物理 上 理解 每 一 个 方程 
《甚至 方程 中 每 一 项 ) 的 意义 ， 我 们 又 怎么 能 够 指望 对 数值 求解 这 些 方程 所 得 到 的 CFD 结果 
作出 正确 的 解读 呢 ? 本 章 的 目的 就 是 要 强调 这 些 方程 。 我 们 将 对 这 些 方程 展开 讨论 ， 详 细 论 
述 其 中 的 意义 ， 使 读者 开始 熟悉 流动 控制 方程 的 各 种 形式 。 经 验 表明 ， 初 学 者 往往 会 觉得 这 
些 方程 很 复杂 很 神秘 。 本 章 将 为 读者 打破 这 种 神秘 感 ， 代 之 以 对 这 些 方程 扎实 的 理解 。 

图 2-1 给 出 了 本 章 的 路 线 图 。 请 注意 图 中 描述 的 思路 。 一 切 流 体 流动 都 是 基于 图 中 左上 
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角 给 出 的 三 个 基本 的 物理 学 原理 。 将 这 些 物 理学 原理 用 于 构建 流动 模型 ， 将 导出 一 组 方程 ， 
它们 是 这 些 物 理学 原理 的 数学 描述 ， 即 连续 性 方程 、 动 量 方程 和 能 量 方程 。 每 个 不 同 的 流动 
模型 (在 图 2-1 的 左下 方 ) 直接 导致 了 控制 方程 不 同 的 数学 形式 ， 有 些 是 守恒 型 的 ， 有 些 则 
是 非 守 恒 型 的 (我 们 将 在 本 章 的 末尾 淤 清 控 制 方程 这 两 种 不 同形 式 之 间 的 区 别 )。 在 导出 连 
续 性 方程 、 动 量 方程 和 能 量 方程 (图 2-1 右 下 方 的 大 方 框 ) 之 后 ， 将 介绍 适合 用 于 构造 CFD 
算法 的 方程 形式 (图 2-l 右 下 方 的 小 方 框 ) 。 最 后 给 出 物理 上 的 边界 条 件 及 相应 的 数学 描述 。 
求解 控制 方程 时 必须 满足 这 些 边 界 条 件 。 从 物理 本 质 上 讲 ， 这 些 边 界 条 件 与 控制 方程 的 形式 
无 关 ， 因 而 图 2-1 中 代表 边界 条 件 的 方 框 单独 放 在 图 的 下 边 ， 与 图 中 任何 一 个 方 框 都 不 相连 
(但 是 ， 物 理 边界 条 件 的 数值 实现 是 否 合适 ， 取 决 于 控制 方程 特定 的 数学 形式 ， 以 及 用 来 求 
解 这 些 方程 的 数值 方法 ) 。 这 个 问题 在 书 中 涉及 到 时 就 会 讨论 。 图 2-1 给 出 的 路 线 图 对 引导 
本 章 的 思路 很 有 帮助 。 此 外 ， 如 果 能 在 学 完 这 一 章 之 后 再 回 到 图 2-1 来 巩固 一 下 你 的 思路 ， 
然后 再 进入 下 一 章 ， 也 是 很 有 好 处 的 。 


基本 的 物理 学 原理 


re 
| 牛顿 第 二 定律 | 
能 量 守恒 


G. 


固定 的 无 穷 小 直接 导出 守恒 型 
控制 体 偏 微分 方程 


-CJ 


“| 移动 的 无 穷 小 控制 体 
(移动 的 流动 微 团 ) 


图 2-1 第 2 章 的 路 线 图 
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2.2 流动 模型 


为 了 能 得 到 流体 流动 的 基本 方程 ， 总 是 要 遵循 下 面 的 过 程 : 

1) 从 物理 定律 出 发 选择 合适 的 物理 学 基本 原理 : 

a. 质量 守恒 。 

b. 力 = 质量 x 加 速度 (牛顿 第 二 定律 )。 

c. 能 量 守恒 。 

2) 将 这 些 物 理学 原理 应 用 于 适当 的 流动 模型 。 

3) 从 这 种 应 用 中 导出 体现 这 些 物 理学 原理 的 数学 方程 式 。 

这 一 节 论 述 上 面 的 第 二 条 ， 就 是 定义 合适 的 流动 模型 。 这 并 非 易 事 。 固 体 看 得 见 摸 得 
着 ， 而 流体 却 是 一 种 “ 粘 糊 糊 ” 的 物质 ， 很 难 将 它 抓 在 手 里 。 固 体 在 作 平 动 的 时 候 ， 其 每 
一 部 分 的 速度 都 是 相同 的 。 而 流体 在 运动 时 ， 其 内 部 不 同位 置 处 的 速度 却 可 以 不 同 。 我 们 应 
该 如 何 看 待 运动 的 流体 ， 才 能 将 物理 学 的 基本 原理 运用 到 它 的 身上 呢 ? 

对 于 有 连续 性 的 流体 ， 答 案 是 构造 下 面 四 种 流动 模型 。 


2.2.1 有 限 控制 体 


考虑 图 2-2a 中 的 流 线 ， 它 表示 了 流动 的 流 场 。 假 设 在 流动 区 域内 划 出 了 一 个 有 限 的 封 
闭 的 控制 体 ， 称 为 控制 体 多 围 成 控制 体 的 闭 曲面 $ 称 为 控制 面 。 控 制 体 的 位 置 可 以 是 固定 
的 ， 此 时 会 有 流体 流 过 控制 体 。 控 制 体 也 可 以 随 流体 运动 ， 使 得 位 于 这 个 控制 体内 的 流体 质 
点 始终 是 同一 批 。 无 论 哪 一 种 情形 ， 控 制 体 都 是 流动 中 大 小 适当 的 有 限 区 域 。 物 理学 的 基本 
原理 将 被 运用 到 控制 体内 的 流体 上 。 在 前 一 种 情形 ， 还 将 运用 于 流 过 控制 面 的 流体 。 所 以 ， 
我 们 不 是 同时 在 观察 整个 流 场 ， 而 是 借助 控制 体 ， 将 我 们 的 注意 力 集中 在 控制 体 本 身 这 一 有 
限 区 域内 的 流体 。 直 接 将 物理 学 基本 原理 运用 于 有 限 控制 体 ， 得 到 的 流体 流动 方程 将 是 积分 
形式 的 。 对 这 些 积分 形式 的 控制 方程 进行 处 理 ， 可 〈 间 接地 ) 导出 偏 微分 方程 组 。 对 于 空 
间 位 置 固定 的 有 限 控 制 体 〈 图 2-2a 中 的 左 半 边 ) ， 这 样 得 到 的 方程 组 ， 无 论 是 积分 形式 的 还 
是 偏 微分 形式 的 ， 都 称 为 守恒 型 控制 方程 。 而 对 于 随 流体 运动 的 有 限 控制 体 〈 图 2-2a 中 的 
右 半边 ) ， 这 样 得 到 的 积分 或 偏 微分 形式 的 方程 组 ， 称 为 非 守恒 型 控制 方程 。 


2.2.2 无 穷 小 流体 微 团 


再 考虑 图 2-2b 中 流 线 所 表示 的 流动 。 设 想 流 动 中 的 一 个 无 穷 小 流体 微 团 ， 其 体积 微 元 
是 d 多 流体 微 团 无 限 小 的 含义 与 微 积分 中 无 限 小 的 含义 相同 。 但 是 它 又 必须 足够 大 ， 大 到 
包含 了 大 量 的 流体 分 子 ， 使 它 能 够 被 看 成 是 连续 介质 。 流 体 微 团 的 位 置 也 可 以 是 固定 的 ， 此 
时 会 有 流体 流 过 微 团 ， 如 图 2-2b 中 的 左 半 边 所 示 。 流 体 微 团 还 可 以 沿 流 线 运动 ， 其 速度 V 
等 于 流 线 上 每 一 点 的 当地 流速 。 和 前 面 一 样 ， 我 们 不 是 同时 观察 整个 流 场 ， 物 理学 基本 原理 
仅仅 运用 于 流体 微 团 本 身 。 此 时 的 这 种 处 理 直 接 导出 的 是 偏 微 分 方程 形式 的 基本 方程 组 。 对 
于 空间 位 置 固定 的 流体 微 园 (图 2-2b 中 的 左 半边 ) ， 得 到 的 偏 微 分 方程 组 仍旧 称 为 守恒 型 方 
程 。 而 对 于 运动 的 流体 微 团 (图 2-2b 中 的 右 半 边 ) ， 得 到 的 偏 微分 方程 组 也 还 是 称 为 非 守恒 
型 方程 。 
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一 
三 一 一 s 
控制 体 z 
一 一 -一 人 ”人 一 
空间 位 置 固定 的 有 限 随 流体 运动 的 有 限 控制 体 ， 同 一 
控制 体 ， 流 体 流 过 控制 体 批 流体 质点 始终 位 于 同一 控制 体内 
a) 有 限 控制 体 模型 


2 TC 
空间 位 、 沿 流 线 运动 的 无 穷 小 微 团 ， 其 加 
流体 法 这 入 所 全 等 流 线 上 每 ”从 的 当 和 这 度 


b) 无 穷 小 流体 微 团 模型 


图 2-2 流动 模型 


2.2.3 注释 


经 过 上 面 的 讨论 ， 我 们 知道 了 控制 方程 可 以 表示 成 两 种 形式 : 守恒 形式 和 非 守恒 形式 ， 
虽然 我 们 还 没有 说 明 它 们 的 真实 含义 。 但 是 不 要 着 急 ， 因 为 就 我 们 目前 掌握 的 知识 ， 还 无 法 
理解 这 两 个 术语 意味 着 什么 。 当 我 们 实际 推导 这 些 方程 组 的 时 候 ， 再 给 出 这 两 个 术语 的 定 
义 ， 读 者 就 能 够 理解 其 中 的 含义 了 。 所 以 ， 先 暂时 放 一 放 。 现 阶段 读者 只 需 知道 控制 方程 存 
在 两 种 形式 就 够 了 。 

在 一 般 的 空气 动力 学 理论 中 ， 使 用 守恒 形式 还 是 非 守恒 形式 的 方程 组 都 是 一 样 的 。 实 际 
上 ， 经 过 简单 的 推导 ， 可 以 从 一 种 形式 导出 另 一 种 形式 。 但 是 在 CFD 中 ,使 用 哪 种 形式 的 
方程 组 却 是 非常 重要 的 。 其 实 ， 区 分 这 两 种 形式 的 术语 〈 和 守 便 形式 和 非 守 恒 形 式 ) 最 初 就 
是 从 CFD 的 文献 中 来 的 。 

在 我 们 实际 推导 出 了 控制 方程 之 后 ， 这 一 小 节 论述 的 意义 就 更 清楚 了 。 因 此 ， 当 读者 读 
完 本 章 之 后 ， 应 该 再 重新 读 一 遍 这 一 小 节 。 

最 后 指出 ， 流 体 的 运动 实际 上 是 其 分 子 和 原子 平均 运动 的 结果 。 所 以 还 可 以 有 第 三 种 流 
动 模型 ， 就 是 微观 的 处 理 方 法 。 这 种 处 理 方法 将 自然 界 的 基本 定律 直接 运用 于 流体 的 分 子 和 
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原子 ， 再 利用 适当 的 统计 平均 定义 导出 的 流体 性 质 。 这 种 方式 属于 分 子 运动 论 的 研究 领域 。 
这 是 一 种 漂亮 的 处 理 方法 ， 从 结果 来 看 具有 很 多 优点 ， 但 是 已 经 超出 了 本 书 的 范围 。 


2.3 ”物质 导数 (运动 流体 微 团 的 时 间 变 化 率 ) 


在 推导 控制 方程 之 前 ， 我 们 有 必要 建立 一 个 空气 动力 学 中 常见 的 概念 一 一 物质 导数 。 物 
质 导数 具有 重要 的 物理 意义 ， 这 一 点 有 时 并 不 能 被 空气 动力 学 专业 的 学 生 所 理解 。 所 以 这 一 
节 的 主要 目的 就 是 强调 这 一 物理 意义 。 

我 们 采用 随 流体 运动 的 流体 微 团 ， 就 是 图 2-2b 中 右 半 边 所 表示 的 模型 ， 作 为 流动 
模型 。 图 2-3 更 详细 地 描绘 了 这 个 流体 微 团 的 运动 。 图 中 ， 流 体 微 团 在 笛 卡 儿 坐 标 系 下 
运动 。 设 x*，y, z 轴 的 单位 向 量 分 别 用 j, 天 表示 ， 则 在 笛 卡 儿 坐 标 系 下 ， 速 度 向 量 
场 可 以 表示 为 


V=uity +wk 
这 里 速度 的 x，y，z 方向 分 量 分 别 由 下 式 给 出 
w=u(x, y, z, t) 


v=v(x, y, 2, 1) 


w=w(x, y, 2, t) 


我 们 通常 考虑 非 定常 流动 ， 所 以 uw，v，w 既是 位 置 的 横 数 ， 又 是 时 间 的 函数 。 此 外 ， 标 量 密 
度 场 表示 为 


p=p(x, y，2z) t) 
在 所 时刻， 流体 微 团 位 于 图 2-3 中 的 1 点 ， 在 这 一 点 和 这 一 时 刻 ， 流 体 微 团 的 密度 是 


Pi =p(xi, JI1，Z1， £1) 


/=A 时刻 的 一 、 
个 流体 微 轩 


Xx 
2 
{Hs 
汪 时 刻 同 一 


z 个 流体 微 团 


图 2-3 流体 微 团 在 流 场 中 的 运动 一 一 物质 导数 的 示意 图 
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在 这 之 后 的 时刻， 流体 微 团 运 动 到 图 2-3 中 的 2 点 ， 因 此 在 时刻, 该 流体 微 团 的 
密度 是 


p2 =P(x2 ， 》y2，22， t,) 
既然 密度 也 是 位 置 和 时 间 的 函数 ， 我 们 可 以 在 1 点 做 如 下 的 泰勒 级 数 展开 


p=p+ (TE) -+ (2)， (x2 - a) + (2 0 7 ) 十 
(里) (= -aa) + (高 阶 项 ) 
9z /1 


除 以 ty 一 与， 并 忽略 高 阶 项 ， 可 得 


Pp2 = ) 


ee 和， (二 


(2-1) 
Ox /1 t,t 07 /1 已- 二 Bz /1 -Hh 


式 (2-1) 的 左边 ,实际 上 是 流体 微 团 在 从 1 点 运动 到 2 点 的 过 程 中 ， 密 度 的 平均 时 间 
变化 率 。 当 刀 趋 近 于 二 时 ， 这 一 项 变 为 


lim® ?=P 

mut -tt Di 
这 里 Dp/Di 代表 流体 微 团 通过 1 点 时 ,流体 微 团 密度 变化 的 瞬时 时 间 变 化 率 。 我 们 把 符号 
Dp/Dt 定义 为 密度 的 物质 导数 。 注 意 Dp/Di 是 给 定 的 流体 微 团 在 空间 运动 时 ， 其 密度 的 时 间 
变化 率 。 这 里 ， 我 们 必须 跟踪 运动 的 流体 微 团 ， 注 意 它 通过 点 1 时 密度 的 变化 。 物 质 导 数 与 
偏 导 数 3p/3 1 不 同 ， 后 者 实际 上 是 在 固定 点 1 时 密度 变化 的 时 间 变 化 率 。 对 于 3p/9t， 我 们 
需要 将 观察 点 固定 于 点 1， 考 察 由 流 场 瞬 间 的 起 伏 导致 的 密度 变化 。 因 此 Dp/Di 与 3p/91 在 
物理 上 和 数值 上 都 是 完全 不 同 的 量 。 

回 到 式 (2-1) ， 注 意 到 


27t, -i 
因此 ， 当 tt 时 对 式 (2-1) 取 极 限 ， 得 


Dp a 0 ae 
= Prot 
Di 8 Ox 90y oz 


仔细 看 看 式 (2-2) ， 从 中 我 们 可 以 得 到 笛 卡 儿 坐 标 系 下 物质 导数 的 表达 式 


《2-2) 
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圭一 +U 一 ++ 一 十 wv (2-3) 


Vi 7 了 + (2-4) 
dx 9y 9z 
式 (2-3) 可 写 为 
D 9 
De a V: V) (2-5) 


式 (2-5) 以 向 量 形式 表示 了 物质 导数 ， 因 此 它 对 任意 坐标 系 都 成 立 。 

请 注意 式 (2-5)。 我 们 再 一 次 强调 ，D/Di 是 物质 导数 ， 它 在 物理 上 是 跟踪 一 个 运动 的 
流体 微 团 的 时 间 变 化 率 ; 9 /3t 叫 作 当地 导数 ， 它 在 物理 上 是 固定 点 处 的 时 间 变 化 率 ; YY 
叫 作 迁 移 导数 ， 它 在 物理 上 表示 由 于 流体 微 园 从 流 场 中 的 一 点 运动 到 另 一 点 ， 流 场 的 空间 不 
均匀 性 而 引起 的 时 间 变 化 率 。 物 质 导 数 可 用 于 任何 流 场 变量 ， 比 如 ，Dp/Dt、DT/D:、Du/Dt 
等 ， 这 里 的 p 和 了 分 别 是 静 压 和 温度 。 例 如 


D7 了 7 全 了 67 
Di + (VDT ru to + (2-6) 
Dt ot ot Ox 0y Oz 

当地 导数 ”迁移 导数 


式 (2-6) 从 物理 上 描述 了 流体 微 团 经 过 流 场 中 某 一 点 时 ， 微 团 温度 的 变化 。 一 部 分 是 由 于 
该 点 处 流 场 温度 本 身 随时 间 的 涨 落 ( 当地 导数 ) ， 另 一 部 分 则 是 由 于 流体 微 团 正在 流向 流 场 
中 温度 不 同 的 另 一 点 (迁移 导数 ) 。 

举 一 个 例子 ， 它 将 有 助 于 我 们 加 深 对 物质 导数 物理 意义 的 理解 。 设 想 你 在 山里 徒步 旅 
行 ， 正 要 进入 一 个 山洞 。 如 果 洞 内 比 洞 外 凉 夷 ， 当 你 经 过 洞口 时 ， 你 会 感到 温度 降低 。 这 就 
好 比 式 〈2-6) 中 的 迁移 导数 。 此 外 ， 再 假设 这 时 一 个 朋友 抛 过 来 一 个 雪 球 ， 恰 好 在 你 通过 
洞口 的 瞬间 击 中 了 你 。 当 雪 球 击 中 你 时 ， 你 会 感觉 到 一 个 额外 的 、 瞬 时 的 温度 下 降 ， 这 就 好 
比 式 (2-6) 中 的 当地 导数 。( 无论 你 是 否 移动 ， 向 哪儿 移动 ， 是 否 进 入 洞 肉 ， 被 雪 球 击 中 
的 感觉 都 是 一 样 的 。 一 一 译 者 注 ) 因此 ， 当 你 通过 洞口 时 你 感觉 到 的 总 温 降 由 两 部 分 组 成 
一 部 分 是 由 于 你 进入 洞 内 引起 的 ， 因 为 那里 更 凉 一 些 ; 另 一 部 分 是 由 于 你 恰好 又 被 雪 球 击 
了 。 这 种 总 的 温 降 就 好 比 式 (2-6) 中 的 物质 导数 。 

举 这 个 例子 的 目的 是 想 为 读者 给 出 物质 导数 的 物理 概念 。 物 质 导数 在 本 质 上 与 微 积分 中 
的 全 导数 相同 ， 这 一 事实 可 以 使 我 们 上 面 的 大 部 分 讨论 变 得 更 简单 。 事 实 上， 如果 

p=p(x, y, 2, £) 
那么 ， 由 全 微分 给 出 


9 0 oA 0 
dp = dx + Edy + Ldz+ dt (277) 
Ox 9 9z ot 


从 式 (2-7) 我 们 有 


ep pdx apdy pd 
dp_P Pu py op 


= (2-8) 
dt Gt dx dt dy di dz dt 
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由 dx/di =w，dy/dit =v，dz/dt =w， 式 (2-8) 变 为 
dp_p,, P,P YP (2-9) 
dt dt ox 9 gz 
对 比 式 (22) 与 式 (29) ， 我 们 发 现 dp/di 与 Dp/Dt 是 完全 相同 的 。 因 此 ， 物 质 导数 不 过 
就 是 对 时 间 的 全 导数 。( 因为 x，y,，z 也 应 看 成 是 随时 间 变 化 的 。 i 
(2-2) 的 推导 更 凸现 了 物质 导数 的 物理 意义 ,而 式 (2-9) 在 数学 上 更 正式 一 些 。 ( 密 西 西 
比 州立 大 学 的 Joe Thompson 博士 经 过 论证 指出 ， 物 质 导 数 和 全 导数 这 两 个 术语 毫 无 必要 地 被 
混淆 了 ， 虽 然 这些 术语 在 流体 力学 中 非常 流行 。 我 们 这 里 采用 了 标准 的 术语 。 根 据 本 节 物 理 
上 的 讨论 ，Thompson 建议 用 (8/92) ym 代替 DAD:， 这 就 更 明确 地 强调 了 跟随 流体 微 团 运 
动 时 某 个 量 的 时 间 变 化 率 。 一 一 作者 注 ) 


2.4 速度 散 度 及 其 物理 意义 


在 2.3 节 ， 我们 考察 了 物质 导数 的 定义 和 物理 意义 ， 这 是 因为 流动 控制 方程 经 常用 物质 
导数 来 表达 ， 对 这 个 术语 物理 含义 的 理解 非常 重要 。 同 样 ， 作 为 推导 控制 方程 之 前 介绍 的 最 
后 一 个 术语 ， 我 们 考虑 速度 散 度 V. Y。 这 一 表达 式 也 经 常 出 现在 流体 动力 学 方程 中 ， 应 很 
好 地 考虑 其 物理 意义 。 

考虑 图 2-2a 右 半 边 所 示 的 随 流体 运动 的 控制 体 。 这 个 控制 体 在 运动 中 ， 总 是 由 相同 的 
流体 粒子 组 成 ， 因 此 它 的 质量 是 固定 的 ， 不 随时 间 变化 。 但 是 ， 当 它 运动 到 流体 不 同 的 区 
域 ， 由 于 密度 p 不 同 ， 它 的 体积 多 和 控制 面 8 会 随 着 时 间 改 变 。 也 就 是 说 ， 随 着 流 场 特性 
的 变化 ， 这 个 质量 固定 的 、 运 动 着 的 控制 体 ， 体 
积 不 断 地 增 大 或 减 小 ， 形 状 也 在 不 断 地 改变 着 。 
这 一 控制 体 在 某 一 瞬时 的 情形 如 图 24 所 示 。 在 
图 2-4 中 ,考虑 控制 体 表面 上 以 当地 速度 了 运动 
的 一 个 无 穷 小 面 元 48。 从 图 24 中 可 以 看 出 ， 由 
于 dS 在 时 间 增 基 At 内 的 运动 所 导致 的 控制 体 体 辐 2.4 运动 的 控制 休 
积 的 改变 AV, 等 于 一 个 以 ds 为 底 , 以 (VAt) .nn 0 
为 高 的 细 长 柱 体 的 体积 ,这 里 # 是 垂直 于 面 元 45 用 于 速度 散 度 的 物理 解释 
的 单位 向 量 , 即 


AZ =[(VAt) +n] «dS=(VAt) .dS (2-10) 
这 里 向 量 4$ 就 定义 为 dS =md$。 经 过 时 间 增 量 At， 整 个 控制 体 总 的 体积 变化 等 于 在 控制 体 
的 整个 表面 上 对 式 (2-10) 求 和 。 取 极限 dS 下 0， 这 个 和 变 为 面积 分 


人 (VAt) .dS 
将 这 个 积分 用 A: 除 ， 结 果 就 是 控制 体 体积 变化 的 时 间 变 化 率 ， 记 为 DZ /Dt:， 即 
D2 -_ 4 At) .dS - 外 dS (2-11) 
Di 


请 注意 ， 我 们 把 式 (2-11) 的 左边 写 为 多 的 物质 导数 ， 因 为 我 们 处 理 的 是 随 流体 运动 的 控 
制 体 的 时 间 变 化 率 (图 2-2a 的 右 半边 ) ， 这 正好 是 物质 导数 含义 。 对 式 (2-11) 的 右边 应 用 
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向 量 分 析 中 的 散 度 定理 ， 得 
D9 
= fh V. Vd (2-12) 


现在 ,我 们 假设 图 24 中 运动 的 控制 体 ， 收 缩 到 一 个 非常 小 的 体积 5 多 实质 上 变 为 图 2- 
2a 右 半边 中 的 无 穷 小 运动 流体 微 团 ， 那 么 式 (2-12) 可 写 为 
D(D 二 . ~ 
= fr V )d9gx (2-13) 
假设 52 是 够 小 ， 以 至 于 V .VV 在 整个 8 上 都 相等 。 那 么 ， 当 8 多 收缩 到 零 时 ， 式 (2-13) 
的 积分 可 表示 为 《VY. V) 6 多 从 式 《2-13), 我 们 有 
D7) (yy) 
Dz: 
或 


y. yo D(8Z) 
6 Dt 


再 仔细 考察 一 下 式 (2-14) 。 其 左边 为 速度 散 度 ， 右 边 就 是 速度 散 度 的 物理 意义 ， 即 
V.V 是 每 单位 体积 运动 着 的 流体 微 团 ， 体 积 相对 变化 的 时 间 变 化 率 。 

在 处 理 流动 控制 方程 时 ， 记 住 速度 散 度 的 物理 意义 是 非常 有 用 的 。 事 实 上 ， 下 面 这 个 例 
子 代表 了 作者 极力 向 读者 推荐 的 最 基本 的 观点 。 假 设 我 们 处 理 笛 卡 儿 坐 标 系 (*，y，z) 下 
的 速度 向 量 Y。 当 一 个 数学 家 看 到 符号 Y. V， 他 最 有 可 能 想到 的 是 V .了 =auaxt+aw 
9y+9w/9z。 而 当 一 个 流体 力学 专家 看 到 符号 V. V， 他 的 脑子 里 最 先 呈 现 的 是 物理 概念 。 
他 会 首先 把 Y. Y 看 作 “ 是 每 单位 体积 运动 着 的 流体 微 团 ， 体 积 变化 的 时 间 变 化 率 。” 实际 
上 ， 这 种 观点 可 以 推广 到 解决 物理 问题 所 用 到 的 所 有 数学 方程 和 运算 。 也 就 是 说 ， 要 时 刻 牢 
记 你 所 处 理 的 方程 中 各 项 的 物理 意义 。 按 照 这 种 观点 ,“ 计 算 流体 力学 ”中 “计算 ”只 是 修 
饰 “ 流 体力 学 ”的 一 个 形容 词 。 处 理 CFD 问题 时 最 重要 的 ， 是 首先 要 在 脑海 里 对 流体 力学 
有 物理 上 的 理解 。 在 某 种 程度 上 ， 这 也 是 本 章 的 目的 。 


2.5 连续 性 方程 


我 们 现在 来 运用 2. 2 节 讨论 的 基本 方法 。 即 : 

1) 写 出 一 个 基本 的 物理 学 原理 。 

2) 将 它 应 用 于 一 个 合适 的 流动 模型 。 

3) 得 到 表现 这 一 物理 学 原理 的 一 个 方程 。 

在 这 一 节 ， 我 们 将 论述 的 物理 学 原理 是 : 质量 守恒 。 

将 这 一 物理 学 原理 应 用 于 图 2-2a 和 b 四 个 流动 模型 中 的 任何 一 个 ， 导 出 的 流动 控制 方 
程 称 为 连续 性 方程 。 在 这 一 节 中 ， 我 们 将 详细 地 完成 上 述 物理 学 原理 应 用 于 图 2-2a 和 中 
所 有 四 个 流动 模型 的 过 程 ， 希 望 能 用 这 种 方法 来 消除 莹 在 控制 方程 推导 上 的 神秘 感 。 也 就 是 
说 ,我 们 将 按 四 个 不 同 的 途径 推导 连续 性 方程 ， 直 接 得 到 连续 性 方程 的 四 种 不 同形 式 。 然 后 
通过 对 这 四 种 形式 的 间接 演算 ， 证 明 它们 本 质 上 是 同一 个 方程 。 另外， 我 们 还 将 引出 守恒 形 


(2-14) 
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式 与 非 字 恒 形 式 的 概念 ， 并 帮助 读者 理解 这 些 术语 。 
2.5.1 空间 位 置 固 定 的 有 限 控 制 体 模型 


考虑 图 2-2a 左 半边 所 示 的 流动 模型 ， 即 : 一 个 形状 任意 、 大 小 有 限 的 控制 体 。 该 控制 
体 的 空间 位 置 固定 ， 其 边界 为 控制 面 ， 如 图 2-2a 中 标 出 的 那样 。 流 体 穿 过 控制 面 ， 流 过 固 
定 的 控制 体 。 图 2-5 对 这 个 流动 模型 作 了 更 详细 的 描述 。 在 图 2-5 所 示 的 控制 面 上 ， 设 一 点 
的 流动 速度 为 Y， 表 面 微 元 的 面积 向 量 ( 按 2.4 节 的 定义 ) 为 4$。 仍 用 d 儿 表示 有 限 控 制 体 
内 的 一 个 体积 微 元 。 将 质量 守恒 的 物理 学 原理 应 用 于 这 个 控制 体 ， 意 味 着 

通过 控制 面 3 流出 控制 体 的 净 质 量 流量 = 控制 体内 质量 减少 的 时 间 变 化 率 (2-15a) 
或 者 as 

B=C (2-15b) 

式 (2-15b) 中 的 BB 和 C 只 是 为 了 方 
便 临 时 采用 的 记号 ， 分别 代表 式 (2- 
15a) 的 左右 两 边 。 首 先 ， 我 们 要 得 
到 一 个 用 图 2-5 中 所 标 出 的 量 表示 的 
8B 的 表达 式 。 运 动 的 流体 穿 过 任意 固 
定 表面 的 质量 流量 等 于 (密度 ) x 
(表面 面积 ) x (垂直 于 表面 的 速度 
分 量 ) 。 因 此 通过 面积 dS 的 质量 流量 图 2-5 空间 位 置 固定 的 有 限 控制 体 模型 
微 元 为 


pV.dS=pV :ds (2-16) 
为 了 方便 ,观察 图 2-5 时 dS 的 方向 总 是 指向 控制 体外 。 因 此 ， 当 VV 像 图 2-5 中 那样 也 指向 
控制 体外 的 时 候 ， 乘积 pV， dS 为 正 。 而 V 指向 控制 体外 ， 表 示 质 量 流量 在 物理 上 是 离开 控 
制 体 的 ， 也 就 是 流出 。 因 此 ， 正 的 pV dS 代表 流出 。 相 反 ， 当 VV 指向 控制 体内 时 , pV。 
dS 为 负 。 了 指向 控制 体内 ， 质 量 流量 在 物理 上 是 进入 控制 体 的 ， 是 流入 。 因 此 ， 负 的 pY ， 
dS 代表 流 人 。 通 过 控制 面 $ 流出 整个 控制 体 的 质量 净 流 量 等 于 在 S 上 对 式 (2-16) 表示 的 
所 有 质量 流量 微 元 求 和 。 取 极限 ， 这 个 求 和 运算 成 为 一 个 面积 分 ， 在 物理 上 代表 了 式 (2- 
15a) 或 式 (2-15b) 的 左边 ， 即 


B= fov “ds (2-17) 


现在 考虑 式 (2-15a) 或 式 (2-15b) 的 右边 。 包 含 于 体积 微 元 dy 中 的 质量 为 pd 炙 因 
此 控制 体内 的 总 质量 是 
有 az 


那么 体积 多 内 质量 的 增加 率 则 为 


9 
> 


相反 的 ， 体 积 内 质量 的 减少 率 是 上 式 的 负数 ， 即 
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-二 有 ay-= c (2-18) 
aty 
因而 ,将 式 (2-17) 和 式 (2-18) 带 入 式 (2-15b)， 我们 有 


jpr ds = - ze” 


0 
—ilipd 久 9 V.dS=0 
x + he | (2-19) 


方程 (2-19) 是 连续 性 方程 的 积分 形式 。 它 是 基于 空间 位 置 固定 的 有 限 控 制 体 推导 出 来 
的 。 控 制 体 有 限 的 体积 就 是 方程 具有 积分 形式 的 原因 。 而 控制 体 空 间 位 置 圈定 则 决定 了 方程 
具有 式 〈2-19) 给 出 的 积分 形式 ， 这 种 形式 称 为 守恒 形式 。 由 空间 位 置 固定 的 流动 模型 直接 
导出 的 控制 方程 就 定义 为 守恒 型 方程 。 

现在 请 看 图 2-6， 它 描述 了 与 图 2-2a 和 b 中 相同 的 四 个 流动 模型 。 但 是 在 图 2-6 中 ， 由 
每 一 个 流动 模型 直接 导出 的 、 特 定形 式 的 连续 性 方程 写 在 了 相应 模型 的 下 面 。 在 这 一 节 ， 我 
们 刚刚 利用 空间 位 置 固定 的 有 限 控制 体 模型 完成 了 方程 (2-19) 的 推导 。 所 以 在 图 2-6 中 ， 
方程 (2-19) 被 列 在 该 流动 模型 示意 图 下 面 的 方 框 (1) 里 。 在 下 面 的 几 个 小 节 里 ， 我 们 将 
推导 图 2-6 中 方 框 (2) ~ (4) 所 示 的 其 余 三 个 方程 。 然 后 通过 演算 ， 我 们 将 证 明 所 有 这 
四 个 方 框 中 的 方程 不 过 是 同一 个 方程 的 不 同形 式 。 也 就 是 说 ,我 们 将 通过 图 2-6 中 所 示 的 途 


空间 位 置 固定 
的 有 限 


控制 体 随 流 体 运 动 


质量 不 变 的 
有 限 控制 体 


92 ,p。 - 
37r +7° CPrV)=0 


守恒 型 微分 形式 非 守恒 型 微分 形式 


图 2-6 连续 性 方程 的 不 同形 式 及 其 与 不 同 流动 模型 之 间 的 关系 
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径 4~D 将 四 个 方 框 联系 起 来 ， 此 图 意 在 强调 控制 方程 的 四 种 形式 本 质 上 是 相同 的 ， 可 以 相 
互 导 出 。 就 像 前 面 所 说 的 ,我们 希望 这 些 推导 ， 以 及 图 2-6 中 所 示 逻 辑 关系 ， 能 够 消除 读者 
对 控制 方程 不 同形 式 的 神秘 感 。 


2.5.2 随 流体 运动 的 有 限 控制 体 模 型 


考虑 图 2-2a 右 半边 所 示 的 流动 模型 ， 即 : 一 个 随 流体 运动 的 有 限 大 小 的 控制 体 。 当 它 
随 流 体 向 下 游 运动 时 ， 该 控制 体 总 是 由 相同 的 、 可 辨认 的 质量 微 团 组 成 。 也 就 是 说 ， 这 种 运 
动 的 控制 体 具 有 固定 不 变 的 质量 。 另 一 方面 ， 当 这 些 固定 不 变 的 质量 流动 时 ， 有 限 控制 体 的 
形状 和 体积 一 般 会 发 生变 化 。 考 察 这 个 有 限 控制 体内 一 无 穷 小 体积 微 元 d2Z。 该 微 元 的 质量 
为 pdY 多 ， 其 中 p 表示 当地 密度 。 那 么 ， 有 限 控制 体 的 总 质量 由 下 式 计 算 


m = 入 ay (2-20) 


在 方程 (2-20) 中 ,体积 积分 的 积分 域 为 整个 控制 体 多 但 是 必须 记 住 ， 在 控制 体 向 下 游 运 
动 的 过 程 中 之 是 变化 的 。 另 一 方面 ， 质 量 守恒 的 物理 学 原理 应 用 于 这 个 流动 模型 时 ， 就 是 表 
示 当 控制 体 随 流体 运动 时 方程 (2-20) 中 的 质量 是 一 个 常数 。 现 在 回忆 2. 3 节 讨 论 的 物质 导 
数 的 意义 ; 它 表 达 了 流体 微 团 随 流体 运动 时 ， 其 任何 属性 对 时 间 的 变化 率 。 既 然 我 们 的 有 限 
控制 体 是 由 无 数 个 无 穷 小 的 流体 微 团 组 成 ， 并 具有 固定 不 变 的 总 质量 ， 那 么 这 些 不 变质 量 总 
的 物质 导数 等 于 零 。 由 方程 (2-20) ， 我 们 可 以 对 整个 控制 体 写 出 


D 
—jlipd 宛 = 0 _ 
mle (2-21) 


方程 (2-21) 也 是 连续 性 方程 的 一 种 积分 形式 ,但 不 同 于 方程 (2-19 ) 中 的 表述 。 它 是 基于 
随 流 体 运动 的 有 限 控 制 体 推 导出 来 的 。 控 制 体 有 限 的 体积 仍 是 方程 具有 积分 形式 的 原因 。 而 
控制 体 随 流体 运动 的 事实 则 决定 了 方程 具有 式 (2-21) 给 出 的 另 一 种 积分 形式 ,这 种 形式 被 称 
为 非 守恒 形式 。 由 随 流 体 运 动 的 流动 模型 直接 导出 的 控制 方程 就 定义 为 非 守 恒 型 方程 。 

图 2-6 中 方 框 (2) 列 出 了 方程 (2-21)。 尽 管 方 框 〈1) 和 方 框 (2) 中 的 积分 方程 形 
式 不 同 ， 但 通过 一 些 演算 (路 径 4)， 可 以 证 明 它 们 是 同一 个 方程 。 这 将 在 2.5.5 小 节 讨 论 。 


2.5.3 空间 位 置 固 定 的 无 穷 小 微 团 模型 


考虑 图 2-2b 左 半 边 所 示 流 动 模型 ， 即 : 流体 流 经 一 个 空间 位 置 固定 的 无 穷 小 微 团 。 这 
个 流动 模型 在 图 2-7 中 有 更 详尽 的 描述 。 为 方便 起 见 ， 在 这 里 我 们 采用 了 笛 卡 儿 坐 标 系 ， 其 
中 速度 和 密度 都 是 空间 坐标 〈*，y，z) 和 时 间 上 的 函数 。 一 个 由 边 长 td ，dy 和 dz 组 成 的 无 
穷 小 微 团 固定 于 空间 中 (*，y，z) 的 位 置 (图 2-7 的 上 半 部 分 )， 而 图 2-7 的 下 半 部 分 给 出 
了 质量 流量 穿 过 该 固定 微 团 的 示意 图 。 

图 2-7 给 出 了 流 过 微 团 各 个 界面 的 质量 流量 ， 用 于 推导 连续 性 方程 。 考 察 该 微 团 垂 下 于 
x 轴 的 左右 边界 面 。 这 些 面 的 面积 为 dydz。 穿 过 左边 界面 的 质量 流量 为 (pu) dydz。 既 然 速 
度 和 密度 是 空间 位 置 的 函数 ， 那 么 穿 过 右边 界面 的 质量 流量 将 不 同 于 穿 过 左边 界面 的 质量 流 
量 ; 实际 上 ， 两 个 边界 面 的 质量 流量 之 间 的 差 可 简单 表述 为 [ 9Cpu)/ax]dx。 因 此 , 穿 过 右边 
界面 的 质量 流量 可 表述 为 1pu + [9(pu)/9x]dx|i dydz。 间 理 , 流 过 垂直 于 y 轴 的 上 下 边界 面 的 


计算 流体 力学 基础 及 其 应 用 


P=P (x p51) 
V=ui+tvj+wk 

u=u (% yz1) 
v=v (X51) 
w=w (x » 2,1) 


+ 9(p%) 
ay 


由 | dzaz a9(pw) 


”+ 2 dz |axay 


3(pu) | 
By dx idydz 


(pw) dxdy (pv)dxdz 


图 2-7 空间 位 置 固定 的 无 穷 小 微 团 模型 
质量 流量 分 别 为 (pv) dxdz、ipv +[a(pz)/ay]dyldxdz; 流 过 垂直 于 z 轴 的 前 后 边界 面 的 质量 流 
量 分 别 为 (pw)dxdy、{pw + [3(pw)/9z]dzi dxdy。 按 照 惯例 ,zw、w 分 别 指向 x、y、z 轴 正 向 时 
是 正 的 。 因 此 ,图 2-7 中 的 稍 头 表示 穿 过 国定 微 团 边界 面 的 流 人 量 和 流出 量 。 如 果 我 们 定义 
净 流 出 量 为 正 ,那么 由 图 2-7 ,我 们 有 


% 方 向 的 净 流出 量 为 
[eer ap 2 ee de]aydz - (pu) dydz = 2 Egyd 

y 方 向 的 净 流 出 量 为 
[ere | - (po Jade ) jdydz 

z 方 向 的 净 流 出 量 为 
[ew + Seas] ardy - (pw) dxdy = 2 ee grdyd: 

从 而 ， 流 出 微 团 的 净 质 量 流量 为 

净 质 量 流量 = [+ + e+ + dxdydz (2-22) 


无 穷 小 微 团 内 流体 的 总 质量 为 。( dxdydz) ， 因 此 微 团 内 质量 增加 的 时 间 变化 率 为 
质量 增加 的 时 间 变 化 率 = dudydr) (2.23) 
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质量 守恒 的 物理 学 原理 应 用 于 图 2-7 中 所 示 的 固定 微 团 时 ， 可 用 下 面 这 句 话 来 表述 ; 流 
出 微 团 的 净 质 量 流 量 必须 等 于 微 团 内 质量 的 减少 。 定 义 质量 的 减少 为 负 ， 上 面 的 表述 可 根据 
方程 (2-22) 和 和 方程 (2-23) 表示 为 

[em ， ap | ady d= _ P(grq dz) 
Ox ay ot 7 
或 
加 Se + | _0 
ot OX 


方程 (2.24) 方 折 里 的 式 于 就 是 7. (pV)。 这 样 ， 方程 《2.24) 认为 


0 
+V (py) =0 (2-25) 


方程 (2-25〉 是 连续 性 方程 的 偏 微 分 方程 形式 。 它 是 基于 空间 位 置 固定 的 无 穷 小 微 团 模 
型 。 微 团 的 无 穷 小 是 方程 具有 偏 微 分 形式 的 原因 。 而 微 团 空间 位 置 固定 的 事实 决定 了 方程 具 
有 式 〈2-25) 给 出 的 微分 形式 ， 这 种 形式 称 为 守恒 形式 。 正 如 前 面 所 述 ， 由 空间 位 置 固定 的 
流动 模型 直接 导出 的 控制 方程 定义 为 守恒 型 方程 。 

方程 (2-25) 被 列 在 图 2-6 的 方 框 (3) 。 它 是 从 空间 位 置 男 定 的 无 穷 小 微 团 模型 导出 的 
最 直接 的 形式 。 另 一 方面 ， 它 也 可 以 通过 对 方 框 (1) 和 方 框 (2) 中 的 方程 进行 间接 演算 
得 到 。 这 也 将 在 第 2. 5. 5 小 节 证 明 。 


2.5.4 ” 随 流体 运动 的 无 穷 小 微 团 模型 


考虑 图 2-2b 右 半 边 所 示 流 动 模型 ， 也 就 是 随 流 体 运 动 的 无 穷 小 流体 微 团 。 这 个 流体 微 
团 有 固定 的 质量 , 但 它 的 形状 和 体积 会 在 它 向 下 游 运 动 时 变化 。 将 这 个 流体 微 团 固 定 的 质量 
和 可 变 的 体积 分 别 用 Sm 和 8 乡 表 示 ， 有 
Sm =p8Z (2-26) 
既然 质量 是 守恒 的 ， 那 么 我 们 可 以 说 ， 当 这 个 流体 微 团 随 流体 运动 时 ， 它 的 质量 变化 对 
时 间 的 变化 率 为 零 。 援 引 2. 3 节 所 讨论 的 物质 导数 的 物理 意义 ， 我 们 有 
D(Sm) 


(2-24 ) 


(2-27) 
综合 方程 (2-26) 和 方程 (2-27 ) ， 我 们 得 到 
Dlps2) -syrDp ;DC82 ) - 
Di Dt Dt 
或 
Dp [1 DG6)] 
Dos pr |= (2728) 


我 们 可 以 发 现 ， 方程 (2-28) 方 括号 里 的 表达 式 就 是 2.4 节 中 讨论 过 的 ， 用 式 (2-14) 
给 出 的 YY 的 物理 表示 。 因 此 ， 将 式 (2-14) 代入 方程 (2-28) 后 得 到 


计算 流体 力学 基础 及 其 应 用 


D 
+pV.V=0 (2-29) 
Dz 


方程 (2-29) 是 连续 性 方程 的 另 一 种 偏 微分 方程 形式 ， 与 方程 (2-25) 中 的 表述 不 同 。 
它 是 基于 随 流体 运动 的 无 穷 小 流体 微 团 推 导出 来 的 。 与 前 面 一 样 ， 微 团 的 无 穷 小 是 方程 具有 
偏 微分 形式 的 原因 。 而 微 团 随 流体 运动 的 事实 则 决定 了 方程 具有 式 《2-29) 给 出 的 微分 形 
式 ， 这 种 形式 仍 被 称 为 非 守恒 形式 。 如 前 所 述 ， 由 随 流体 运动 的 流动 模型 直接 导出 的 控制 方 
程 定义 为 非 守 恒 型 方程 。 

方程 (2-29) 被 列 在 图 2-6 的 方 框 (4)。 它 是 从 随 流体 运动 的 无 穷 小 流体 微 困 导 得 的 最 
直接 的 形式 。 另 一 方面 ， 它 也 可 以 通过 对 图 2-6 中 其 他 方 框 进行 间接 的 演算 得 到 。 现 在 该 是 
研究 这 些 演算 的 时 候 了 。 


2.5.5 方程 不 同形 式 之 间 的 转化 


考察 图 2-6， 我 们 看 到 四 种 不 同形 式 的 连续 性 方程 ， 每 一 个 都 是 使 用 不 同 的 流动 模型 扒 
导出 来 的 产物 。 在 这 些 不 同 的 形式 中 ， 有 两 个 是 积分 方程 ， 另 外 两 个 是 偏 微分 方程 ， 有 两 个 
是 守恒 形式 的 ， 而 另外 两 个 是 非 守恒 形式 的 。 但 是 ， 这 四 个 方程 并 不 是 完全 无 关 的 方程 。 相 
反 ， 它 们 是 同一 个 方程 ( 即 连续 性 方程 ) 的 四 种 不 同形 式 。 四 种 形式 中 的 任何 一 个 都 可 以 
由 其 他 任何 一 种 形式 演算 导出 ， 这 在 图 2-6 中 用 路 径 4 ~D 表示 。 为 了 更 好 地 理解 流动 控制 
方程 的 意义 和 重要 性 ， 我 们 需要 考察 这 些 不 同 路 径 的 细节 。 这 就 是 这 一 小 节 的 目的 。 

首先 ， 让 我 们 考察 如 何 从 积分 方程 形式 得 到 偏 微分 方程 形式 。 也 就 是 图 2-6 中 的 路 径 
C。 重 复 一 下 方程 (2-19) ， 即 


ze Jov as =0 


由 于 推导 方程 (2-19) 所 用 的 控制 体 空间 位 置 是 固定 的 ， 方程 (2-19) 中 积分 的 积分 限 
是 常数 ， 因 此 时 间 导 数 9/91 可 以 置 于 积分 号 内 


2 
| Jr .dg =0 (2-30) 
应 用 向 量 分 析 中 的 散 度 定 理 ， 方 程 (2-30) 中 的 面积 分 可 以 表达 为 体积 为 
和 eg ‘dS = fj V. (pV)d9 (2-31) 


将 方程 (2-31) 代入 方程 (2-30) ， 我 们 得 到 
gp 
和 d+ 和 V. (py)dg= 0 
或 者 
[E+ rv om)]az=o (2-32) 
% ot 


因为 有 限 控制 体 是 在 空间 任意 选取 的 ， 方 程 (2-32) 中 积分 等 于 零 的 惟一 可 能 就 是 被 积 
函数 在 控制 体内 处 处 为 零 。 于 是 ， 从 方程 (2-32) 中 可 以 得 到 
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Py. (pV) =0 | (2-33) 
ot 


方程 (2-33) 正好 就 是 图 2-6 中 方 框 (3) 所 示 的 偏 微分 方程 形式 的 连续 性 方程 。 这 样 ， 
我 们 演示 了 如 何 通过 演算 从 方 框 (1) 中 的 积分 形式 得 到 方 框 (3) 中 的 微分 形式 。 另 外 ， 
注意 方 框 〈1) 和 方 棋 (3) 中 的 方程 都 是 守恒 形式 的 ， 上 面 的 演算 并 没有 改变 这 种 守恒 形 
式 。 

接 下 来 ， 让 我 们 考察 把 守恒 形式 变 为 非 守 恒 形 式 的 演算 。 特 别 地 ， 让 我 们 考虑 方 框 
(3) 中 的 微分 方程 ， 并 把 它 转 换 到 方 框 (4) 中 的 微分 方程 。 对 于 标量 与 向 量 乘积 的 散 度 ， 
有 向 量 恒等式 

V. (pV)=(p VV)+(V. WY) (2-34) 
也 就 是 说 ， 一 个 标量 与 一 个 向 量 乘 积 的 散 度 等 于 标量 与 向 量 散 度 的 乘积 加 上 向 量 与 标量 梯度 
的 点 积 。 这 个 等 式 可 以 在 任何 一 本 向 量 分 析 的 教材 中 找到 。 将 方程 (2-34) 代 人 方程 〈2- 
33) ， 我 们 得 到 


+(V. W) +(p VV.V)=0 (2-35) 
方程 (2-35) 左 端 的 前 两 项 就 是 密度 的 物质 导数 ， 因 此 方程 (2-35) 变 为 
D 
六 +p YY=0 (2-36) 


方程 (2-36) 恰好 就 是 图 2-6 的 方 框 (4) 中 的 方程 。 这 样 ， 通 过 对 图 2-6 中 方 框 (3) 所 示 
的 守恒 形式 的 偏 微分 方程 进行 一 点 点 演算 ， 我 们 就 得 到 了 方 框 (4) 所 示 的 非 守 异形 式 的 仿 
微分 方程 。 

同样 的 变换 能 够 对 积分 方程 进行 吗 ? 也 就 是 说 ， 能 够 通过 对 方 框 (2) 所 示 的 方程 进行 
演算 得 到 方 框 (1) 所 示 的 方程 吗 ?” 答案 是 肯定 的 。 这 个 问题 在 图 2-6 中 用 路 径 4 表示 。 让 
我 们 来 看 看 如 何 具体 操作 。 图 2-6 中 方 框 (2) 所 示 的 方程 (2-21) 


D 
ml 0 


回想 一 下 ,方程 (2-21) 中 的 体积 分 是 对 整个 运动 控制 体 多 进行 的 ， 而 这 个 控制 体 是 随 
流动 变化 的 。 事 实 上 ， 运 动 的 有 限 控制 体 包含 了 无 穷 多 个 具有 固定 的 无 穷 小 质量 的 无 穷 小 控 
制 体 。 每 一 个 控制 体 的 体积 是 dZ 但 这 里 d 多 的 大 小 同样 是 随 控制 体 向 下 游 运动 而 变化 的 。 
因为 物质 导数 表示 运动 随时 间 的 变化 率 ， 而 方程 (2-21) 中 体积 分 的 积分 限 由 同样 的 运动 微 
团 确定 ， 所 以 物质 导数 可 以 写 到 积分 号 之 内 。 这 样 ， 方 程 (2-21) 可 以 写 为 

D D(pd2 

wlles= TD 7? 
再 次 注意 到 d 在 物理 上 代表 一 个 自身 可 变 的 无 穷 小 控制 体 ， 而 在 方程 (2-37) 积分 号 里 面 
是 两 个 变量 P 和 4 多 乘积 的 物质 导数 ， 因 此 该 导数 需要 进行 展开 ， 使 方程 (2-37) 变 为 


D D(d 乡 - 
人 二 dz fe D7 ) -0 
多 Dt 条 Di 


对 第 二 项 除 以 4 多 再 乘 以 d 我 们 得 到 


(2-37) 


ay ls sa 0 (2.38) 


方 括号 里 的 项 ， 物 理 意义 就 是 “单位 体积 的 无 穷 小 流体 微 团体 积 的 时 间 变 化 率 ” 。 回 顾 2.4 
节 和 方程 (2-14) ， 可 以 知道 这 一 项 就 是 速度 的 散 度 。 这 样 ， 方程 (2-38) 成 为 


.Dp 
jj pr?+ le V. yd = 0 (2-39) 
根据 物质 导数 的 定义 式 (2-5)， 式 (2-39) 的 第 一 项 可 以 展开 为 
[> J + Wl (240) 


将 式 《240) 代入 式 (2-39) ， 并 把 所 有 的 项 写成 一 个 体积 分 ， 我 们 得 到 
Perv. wrpv. vy=0 (241) 
多 ot 


由 向 量 恒等式 (2-34), 方程 (241) 中 的 后 两 项 可 以 写 为 
V. Wtp VV=V. (py) 
由 此 , 方程 (2-41) 变 为 


ep 
a V. 一 
fj 3 和 (py)dg= 0 (2-42) 


EM 


最 后 ， 使 用 向 量 分 析 中 联系 面积 分 与 体积 分 的 散 度 定理 
fi V: (pV)dZ= Jor ds 
方程 (242) 最 终 变 为 
ep 
由 az Jov “dS=0 (2-43) 


EM 


方程 (243) 实际 上 就 是 图 2-6 中 方 框 (1) 所 示 的 方程 形式 。 

我 们 可 以 继续 做 下 去 ， 但 我 们 还 是 不 做 了 ， 免 得 读者 对 那些 实际 上 完全 重复 的 演算 感到 
厌倦 。 这 一 小 节 的 目的 已 经 达到 了 。 我 们 已 经 看 到 了 图 2-6 中 方 框 所 示 的 四 个 不 同 的 方程 确 
实 不 是 完全 无 关 的 方程 ， 而 是 同一 个 方程 〈 连 续 性 方程 ) 的 四 种 不 同形 式 。 但 是 ， 图 2-6 所 
示 的 每 一 种 形式 都 直接 来 自 于 一 个 特定 的 、 与 每 一 个 方程 相 联系 的 流动 模型 ， 因 此 每 一 个 方 
程 中 的 各 项 都 有 略微 不 同 的 物理 含意 。 

这 些 不 同形 式 的 基本 原理 ， 以 及 如 何 推导 出 控制 方程 的 这 些 不 同形 式 ， 并 不 仅 限 于 连续 
性 方程 ， 同 样 的 处 理 也 被 用 在 下 面 对 动 量 方程 和 能 量 方程 的 推导 。 


2.5.6 积分 形式 与 微分 形式 的 重要 注释 


现 阶段 考察 的 流动 控制 方程 ， 积 分 形式 与 微分 形式 有 着 实质 性 的 区 别 。 积 分 形式 的 方程 
允许 在 (空间 位 置 ) 固定 的 控制 体内 出 现 间断 。 数 学 上 并 没有 理由 不 允许 被 积 函 数 出 现 间 
断 。 然 而 ， 微 分 形式 的 控制 方程 假定 流动 参数 是 可 微 的 ， 从 而 必须 是 连续 的 。 在 我 们 运用 散 
度 定理 从 积分 形式 推导 微分 形式 的 过 程 中 ， 也 的 确证 实 了 这 一 点 : 散 度 定理 要 求 数学 上 的 连 
续 性 。 这 一 明显 的 区 别 使 我 们 有 理由 认为 积分 形式 的 方程 比 微分 形式 的 方程 更 基础 、 更 重 
要 。 在 流动 包含 真实 的 间断 ( 如 激 波 ) 时 ， 这 一 点 变 得 尤其 重要 。 
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2.6 动量 方程 


在 这 部 分 ， 我们 将 另 一 个 基本 的 物理 学 原理 应 用 于 流动 模型 ， 即 牛顿 第 二 定律 。 
F=ma 

由 此 导出 的 方程 被 称 作 动 量 方程 。 与 2.5 节 中 连续 性 方程 的 推导 不 同 ， 这 里 要 想 说 明 四 种 流 
动 模型 的 使 用 并 得 到 不 同形 式 的 方程 ， 必 须 花 费 很 大 的 精力 。 因 此 在 这 一 部 分 我 们 仅 选用 其 
中 的 一 种 流动 模型 。 确 切 地 说 ,我 们 将 利用 图 2-2b 右 半 边 所 示 的 运动 流体 微 团 模型 ， 因 为 
这 种 模型 对 于 动量 方程 和 能 量 方程 (将 在 2.7 节 考 虑 ) 的 推导 尤其 方便 。 对 这 一 模型 更 详 
细 的 描述 见 图 2-8 。 然 而 请 记 住 ， 从 图 2-2a、b 中 其 他 三 种 流动 模型 出 发 也 是 可 以 推导 出 动 
量 方程 和 能 量 方程 来 的 ， 就 像 2. 5 节 连 续 性 方程 的 推导 和 图 2-6 所 显示 的 那样 ， 每 一 个 不 同 
的 流动 模型 将 直接 导出 不 同形 式 的 动量 方程 和 能 量 方程 。 


“速度 分 量 
于 
w 


a 
(Dx+ 到 dy) dxdz 


(p+ 3 dx)dydz 
于 一 一 一 一 


97 
(Txt+ a dx)dydz 


3 . 
(T+ 2 dz)dxdy 


图 2-8 ”运动 的 无 穷 小 微 团 模型 
(图 中 只 画 出 了 x 方向 的 力 ， 用 于 推导 x 方向 动量 方程 ) 


将 上 面 提 到 的 牛顿 第 二 定律 应 用 在 图 2-8 所 示 的 运动 流体 微 团 ， 就 是 : 作用 于 微 团 上 
力 的 总 和 等 于 微 团 的 质量 乘 以 微 团 运动 时 的 加 速度 。 这 是 一 个 向 量 关 系 式 ， 可 以 沿 *、y、z 
轴 分 解 成 三 个 标量 的 关系 式 。 让 我 们 仅 考 虑 其 中 的 x 方向 分 量 

F, = ma， (2-44) 

这 里 A 和 a, 分 别 是 力 和 加 速度 的 x 方向 分 量 。 

首先 考虑 方程 (2-4) 的 左边 ， 我 们 来 看 看 运动 的 流体 微 团 受 到 的 x 方向 的 力 。 这 个 力 
的 来 源 是 什么 ? 有 以 下 两 个 来 源 ; 

体积 力 ， 直 接 作用 在 流体 微 团 整 个 体积 微 元 上 的 力 ， 而 且 作 用 是 超 距 离 的 ， 比 如 重力 、 
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电场 力 、 磁 场 力 。 

表面 力 ， 直 接 作用 在 流体 微 困 的 表面 。 他 们 只 能 由 两 种 原因 引起 : 中 由 包 在 流体 微 团 周 
围 的 流体 所 施加 的 ， 作 用 于 微 团 表面 的 压力 分 布 ; @@ 由 于 外 部 流体 推拉 微 团 而 产生 的 ， 以 靡 
擦 的 方式 作用 于 表面 的 切 应 力 和 正 应 力 分 布 。 

将 作用 在 单位 质量 流体 微 团 上 的 体积 力 记 做 f， 其 x 方向 分 量 为 f.。 流 体 微 团 的 体积 为 
dxdydz， 所 以 

作用 在 流体 微 轩 上 的 体积 力 的 * 方向 分 量 =pf.( dxdydz) 〈2-45 ) 

流体 微 轩 的 切 应 力 和 正 应 力 与 流体 微 团 变形 的 时 间 变 化 率 相 关联 ， 图 2-9 给 出 了 xy 平 
面 内 的 情形 。 切 应 力 ， 在 图 2-9a 中 用 r, 表 示 ， 与 流体 微 团 剪 切 变 形 的 时 间 变 化 率 有 关 ; 正 
应 力 ， 在 图 2-9b 中 用 r.。 表 示 ， 与 流体 微 团 体积 的 时 间 变 化 率 有 关 。 不 论 是 切 应 力 还 是 正 应 
力 ， 都 依赖 于 流动 的 速度 梯度 ， 后 面 将 对 它们 进行 分 析 。 在 大 多 数 粘性 流动 中 ， 正 应 力 
(例如 rw。) 要 比 切 应 力 小 得 多 ， 很 多 情形 下 可 以 忽略 。 然 而 ， 当 法 向 速度 梯度 很 大 时 〈 例 
如 ， 在 激 波 内 部 ) ， 正 应 力 (x 方向 就 是 7) 就 变 得 重要 了 。 


a) 切 应 力 (与 剪 切 变形 的 时 间 变化 率 有 关 ) b) 正 应 力 ( 与 体积 的 时 间 变 化 率 有 关 ) 


图 2-9 ” 正 应 力 与 切 应 力 的 示意 图 


施加 在 流体 微 团 x 方向 的 全 部 表面 力 如 图 2-8 所 示 ， 我 们 约定 用 7; 表 示 j 方向 的 应 力作 
用 在 垂直 于 i 轴 的 平面 上 。 在 面 abcd 上 ， 仅 存在 由 切 应 力 引起 的 x 方向 分 力 7),dxdz。 面 efeh 
与 面 abcd 的 距离 为 dy， 所 以 efgh 面 上 x 方向 的 切 应 力 为 [7 + (97,sA97)dy] dxdz。 对 于 
面 abed 与 面 所 上 的 切 应 力 ， 要 注意 它们 的 方向 。 在 底面 ，7), 是 向 左 的 (与 x 轴 方 向 相 
反 ) ， 在 顶 面 ， 力 re + (97%/97) dy 是 向 右 的 〈 与 x 轴 方 向 相同 )。 这 与 下 述 约定 是 一 致 
的 ， 即 : 速度 的 三 个 分 量 ww、v、w 的 正 的 增 量 与 坐标 轴 的 正 向 一 致 。 例 如 ， 观 察 图 2-8 中 的 
平面 fgh， 因 为 u 沿 y 轴 正 向 是 增加 的 ， 所 以 在 稍稍 高 于 平面 fgh 的 地 方 ， 速 度 w 要 比 平面 
efgh 上 的 wu 大。 于 是 就 形成 了 “ 拉 ” 的 动作 ,试图 将 流体 微 团 (向 右 ) 拉 向 x 轴 的 正 向 ， 
如 图 2-8 所 示 。 与 此 相反 ， 若 考虑 平面 abcd ， 则 在 稍稍 低 于 平面 abed 的 地 方 ， 速 度 4 要 比 平 
面 abcd 上 的 4 小。 于 是 对 流体 微 团 形成 了 “ 推 ” 或 者 阻 滞 的 动作 ， 作 用 (向 左 ) 在 x 轴 的 
负 向 ， 如 图 2-8 所 示 。 图 2-8 中 其 他 粘性 力 的 方向 ,包括 7,,， 都 可 以 用 相同 的 方式 进行 判 
斯 。 特 别 是 在 面 dcgh 上 ，r- 指 向 x 轴 负 方向 ; 而 在 面 abfe 上，r。+ (9 7s/9 z) dz 指向 x 
轴 正 向 。 在 垂直 于 x 轴 的 面 adhe 上 ，x 方向 的 力 有 压力 pdxdz， 指 向 流体 微 团 的 内 部 ; 还 有 
沿 * 轴 负 向 的 应 力 7,.dydz。 依 据 前 面 提 到 的 速度 增 量 方向 的 约定 ， 我 们 可 以 解释 为 什么 在 
图 2-8 中 ， 面 adhe 上 7;, 的 方向 是 指向 左边 的 。 根 据 规定 ， 速 度 的 正 增 量 与 x 轴 的 正 向 一 
致 ， 所 以 稍微 离开 面 adhe 左面 一 点 点 ，w 的 值 比 面 adhe 上 的 w 值 要 小 。 因 此 ， 正 应 力 的 烙 
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性 作用 在 面 adhe 上 就 好 像 是 一 个 吸力 ， 产 生 一 个 向 左 拉 的 作用 ， 想 要 阻止 流体 微 团 的 运动 。 
与 此 相反 ,在 面 ksf 上 ,压力 [p+ (3p/9x) dz] dydz 指向 流体 微 轩 内 部 〈 沿 * 轴 负 向 )。 
而 由 于 在 稍微 离开 面 bgfg 右面 一 点 点 的 地 方 ，u 的 值 比 面 bdfg 上 的 4 值 要 大 ， 就 会 产生 一 个 
由 粘性 正 应 力 引起 的 吸力 ,将 流体 微 团 向 右 拉 ， 这 个 力 的 大 小 为 [rs。 + (97s/90x) dx] 
dydz， 方向 指向 x 轴 正 向 。 

综 上 所 述 ， 对 运动 的 流体 微 团 ， 有 


x 方向 总 的 表面 力 = [ 一 [ teas)]arer + [ (7 + sd] -radydz + 
[~ + ey] -7 ire+ | [~ + -ra (2.46) 


x 方向 总 的 力 FR， 可 以 由 式 (245) 和 式 (2-46) 相 加 得 到 ， 消 去 相同 的 项 ， 得 


Op OTrww OTy 9Tw 
F,= | 一 一 + + + ja +pf.dxdydz (247) 
Ox 0x 07 9z 


式 (2-47) 给 出 了 式 (2-44) 的 左边 。 
为 了 汇总 并 强调 运动 流体 微 团 所 受到 的 力 的 物理 意义 ， 我 们 把 牛顿 第 二 定律 表示 如 下 : 


力 = 质 量 x 加 速度 


重力 (引力 ) 电磁 力 压力 烙 性 力 


正 应 力 切 应 力 


下 面 考虑 方程 (244) 的 右边 。 读 者 是 否 还 记得 ， 运 动 的 流体 微 团 ， 其 质量 是 固定 不 变 
的 ， 等 于 
m=pdxdydz (2-48) 
另外 ,我 们 知道 流体 微 团 的 加 速度 就 是 速度 变化 的 时 间 变 化 率 。 所 以 ， 加 速度 的 x 方向 
分 量 ， 记 做 c.， 直 接 就 等 于 的 时 间 变 化 率 。 但 由 于 我 们 考虑 运动 的 流体 微 困 ， 因 此 这 个 
时 间 变 化 率 是 由 物质 导数 给 出 的 ， 即 


0, = 一 (2-49) 


将 式 〈2-44) 与 式 (247) 到 式 (2-49) 综合 起 来 ， 我 们 得 到 


Du Op Tw 07 OT,. 
一 = + +p (2-50a) 
Dt Ox ox 9y 0 


这 就 是 粘性 流 x 方向 的 动量 方程 。 用 同样 的 办 法 ， 可 得 到 y 方 向 和 z 方 向 的 动量 方程 


(2-50b) 


Dw Op Mw O07) OT 
-一 = -一 +- 一 + 一 + 一 + 路 (2-50c ) 
2 Dt oz x 9 0z A 


方程 (2-50a、b、c) 分 别 是 x、y、z 方向 的 动量 方程 。 请 注意 ， 它 们 都 是 偏 微分 方程 ， 
是 通过 将 基本 的 物理 学 原理 应 用 于 无 穷 小 流体 微 团 直接 得 到 的 。 同 时 ， 由 于 流体 微 团 是 运动 
的 ， 所 以 方程 (2-50a、b、ce) 是 非 守 恒 形式 的 。 它 们 都 是 标量 方程 ， 统 称 为 纳 维 -斯 托 克 斯 
方程 ， 这 是 为 了 纪念 法 国人 M. Navier 和 英国 人 G. Stokes， 他 们 在 19 世纪 上 半 叶 各 自 独立 地 
得 到 了 这 些 方程 。 

按照 下 面 的 方法 ， 可 以 得 到 纳 维 -斯 托 克 斯 方程 的 守恒 形式 。 根 据 物 质 导数 的 定义 ， 可 
将 方程 (2-50a) 的 左边 写成 


Du 
p= ptpy. Vu (2-51) 
另外 ， 展 开 下 面 的 导数 
a(pu) du tp 
=p—+w 一 
ot ot ot 


整理 ， 得 
Ou _pu) _ Pp 


(2-52) 
ot ot ot 
利用 标量 与 向 量 乘积 的 散 度 的 向 量 恒等式 ， 有 
V. (puV) =u VV: (pV) +(pY) .网 
或 改写 成 
pV*: Ve=V: (puV) -wu VV: (pV) (2-53) 
将 式 (2-52) 和 式 (2-53) 代 人 式 (2-51) ,得 
Du _ pl) p_iy. . 
Dr u 3 uV: (pV)+V. (puV) 
0 9 
= + V: (pV) | + Vv. (puy) (2-54) 


此 式 右边 方 括号 里 的 表达 式 就 是 连续 性 方程 〈2-25) 的 左边 ， 所 以 方 括号 中 的 项 等 于 零 ， 于 
是 (2-54) 可 以 简化 为 
p= da(pu) 
Di ot 
再 将 式 (2-55) 代入 式 (2-50a) ,得 


+ V. (puV) (2-55) 


0) (pw) | vy. (puy) = -E+ +p (2-56a) 


同样 ,方程 (2-50b、c) 可 以 写成 
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a(pv) op 7s 07, 07, 

一 一 -+V. (poy) = -一 + + 一 二 + 一 一 + (2-56b) 
ot PP dy dx 9 sz 及 

9 Op 07T:- 07 O07, 

aow) V. (poy) = +pf (2-56c¢) 
ot 0z 0x 0y 0z 


方程 (2-56a) 到 方程 (2-56c) 就 是 纳 维 -斯 托 克 斯 方程 的 守恒 形式 。 

17 世纪 来 牛顿 指出 ， 流 体 的 切 应 力 与 应 变 的 时 间 变 化 率 ， 也 就 是 速度 梯度 ， 是 成 正比 
的 。 这 样 的 流体 被 称 为 牛顿 流体 。( 切 应 力 7 与 速度 梯度 不 成 正比 的 流体 称 为 非 牛顿 流体 ， 
例如 ， 血 液 的 流动 。) 在 空气 动力 学 的 所 有 实际 问题 中 ， 流 体 都 可 以 被 看 成 是 牛顿 流体 。 对 
于 这 样 的 流体 ， 斯 托 克 斯 在 1845 年 得 到 


7 =A(V:V) ta (2-57a) 

Ty =A(V. V) + (2-57b) 

rs A(V VW) + (2-57¢) 
ov Qu 

7 =7,, = + | (2-57d) 
OU dw 

Te =Tu =p( + (2-57e) 
Ow 0v 

T= 7 = + (2-57f) 

其 中 是 分 子 粘性 系数 ，A 是 第 二 粘性 系数 。 斯 托 克 斯 提出 假设 ， 认 为 
2 
入 = 3K 


这 一 关系 式 已 被 广泛 采用 ,但 直到 今天 仍 没有 被 严格 证 明 。 
将 式 (2-57) 各 分 式 代入 方程 (2-56) 各 式 ， 得 到 完整 的 纳 维 -斯 托 克 斯 方程 守恒 形式 


9 a(pu) 9 9 9 
(pw), pe) Cp) ， PAV V+) 
ot Ox 07 0z ox ot Ox 
0 ov Ou 0 Ou Ow 
一 + + + -一 | | +R 2-58a 
907 | Ox | zl 0z | wh 人 ) 


9 9 oa(pv) 3 op af /bn 9 
(po) ， Cu) ， (po ) ,etprw) op, (e+e)] 
ot Ox 9y 0z 0y ox 9x 9y 


0 Ov 0 Ow do 
—|AV.V+2 元 ) + 二 (去 + 二 + 2-58b 
| ay dz 0y 9z 久 ) 
9 9 ? 

(pw) Cpuw) (pow) ,apw ) _ _p, 2| |] 

ot Ox Oy 0z 0z Ox 0z 0x 
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9 > Ov 


0 Ow 
+ [AvV.V+2 动 )+ 2-58 
0y 加 | 加 Fg pr 4 °) 


全 2.7 能 量 方程 


在 本 节 ， 我 们 应 用 2. 1 节 开 头 列 出 的 第 三 个 物理 学 原理 ; 能 量 守 恒 。 

为 了 与 2.6 节 纳 维 -斯 托 克 斯 方程 (动量 方程 》 的 推导 保持 一 致 ， 我 们 还 是 采用 随 流体 
运动 的 无 穷 小 微 团 的 流动 模型 (图 2-2b 右 半边 所 示 ) 。 上 述 物理 学 原理 其 实 就 是 热力 学 第 一 
定律 。 对 于 和 流体 一 起 运动 流体 微 团 模型 而 言 ， 这 个 定律 表述 如 下 

流体 微 团 内 能 量 的 变化 率 = 流入 微 团 内 的 净 热 流量 + 体积 力 和 表面 力 对 微 团 做 功 的 功率 
或 A=B+C (2-59) 
这 里 用 A4，B,C 代表 与 文字 相对 应 的 各 项 。 

让 我 们 先 来 计算 C， 即 得 到 体积 力 和 表面 力 对 运动 着 的 流体 微 团 做 功 的 功率 表达 式 。 可 
以 证 明 ， 作 用 在 一 个 运动 物体 上 的 力 ， 对 物体 做 功 的 功率 等 于 这 个 力 乘 以 速度 在 此 力作 用 方 
向 上 的 分 量 。 所 以 ， 作 用 于 速度 为 Y 的 流体 徽 团 上 的 体积 力 ， 做 功 的 功率 为 

pf* V(dxdydz) 
至 于 表面 力 (压力 加 上 切 应 力 和 正 应 力 )， 只 考虑 作用 x 方向 上 的 力 ， 如 图 2-8 所 示 。 在 图 
2-8 中 , x 方向 上 压力 和 切 应 力 对 流体 微 团 做 功 的 功率 ， 就 等 于 速度 的 * 分量 w 冬 以 力 ( 比 
如 ， 在 面 cbed 上 为 rvdxdy) ， 即 wrvdxdy。 在 其 他 面 上 也 有 类 似 的 表达 式 。 为 了 强调 这 是 在 
对 能 量 进行 分 析 ， 图 2-10 中 重新 画 出 了 这 个 运动 的 流体 微 团 ， 并 清楚 地 标 出 了 各 面 上 的 表 
面 力 在 * 方向 做 功 的 功率 。 要 得 到 表面 力 对 流体 微 团 做 功 的 总 功率 ， 我 们 约定 作用 在 x 正 向 
上 的 力 做 正 功 ， 在 * 负 向 上 的 力 做 负 功 。 于 是 ， 对 比 图 2-10 中 作用 在 面 adhe 和 bcgf 上 的 压 
力 ， 则 压力 在 x 方向 上 做 功 的 功率 为 
[0- (w+ eas) ayas = Pqydz 

类 似 地 ， 在 面 abcd 和 面 fgh 上 ， 切 应 力 在 x 方向 上 做 功 的 功率 是 

[人 (er + ur dy] 一 1T |]dzd= = ar) ydz 

97 9y 


图 2-10 中 所 有 表面 力 对 运动 流体 微 团 做 功 的 功率 为 
a(up) (Urs) (ur,s) + ) 
~ 十 + 
Ox ox oy 
上 式 仅 考虑 了 x 方向 上 的 表面 力 。 两 考 十 ， 和 -方向 上 的 表面 力 也 能 得 到 类 似 的 表达 
式 。 加 在 一 起 ， 对 运动 流体 微 团 做 功 的 功率 是 x、y 和 z 方向 上 表面 力 贡献 的 总 各， 在 式 
(2-59) 中 记 作 C， 即 
Ce [和 2 + Car ) CT) A rw) ， 
Ox 0y 0z Ox 0y 0z Ox 
0(v7,,) + + Cr) 0(wr,) 
一 一 2 一 -+ 一 一 人 + 一 一 天 ~ + 一 jaxaydz+ay， Vdxdydz (2-60) 
注意 ， 式 C2.60) 右边 的 前 三 项 就 是 7 (pV)。 
让 我 们 把 注意 力 转 到 式 (2-59) 中 的 B 项 ， 即 进入 微 团 内 的 总 热流 量 。 这 一 热流 来 自 


9 


= |dxdy dz 
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—9a(up) 
ar dx dydz 


am 
Aax 


dx| dydz 


updydz 


MTrdydz 


。 。 有 9 
ddydz ( x 十 3 dx)dydz 


图 2-10 ”运动 无 穷 小 流体 微 团 的 能 量 通 量 
(用 于 推导 能 量 方程 。 为 简单 起 见 ， 图 中 只 画 出 了 *x 方 向 的 通 量 ) 

于 体积 加 热 ， 如 吸收 或 释放 的 辐射 热 ; 由 温度 梯度 导致 的 跨 过 表面 的 热 输 运 ， 即 热传导 。 定 
义 9 为 单位 质量 的 体积 加 热 率 。 在 图 2-10 中 ， 运 动 流体 微 团 的 质量 为 pdxdydz， 我 们 由 此 
得 到 

微 团 的 体积 加 热 =p9g dxdydz (2-61) 
在 图 2-10 中 ， 热 传导 从 面 adhe 输 运 给 微 团 内 的 热量 是 9.dydz， 其 中 94. 是 热传导 在 单位 时 间 
内 通过 单位 面积 在 * 方向 上 输 运 的 热量 。( 给 定 方向 上 的 热传导 ， 若 以 单位 时 间 内 通过 垂直 


于 该 方向 的 单位 面积 的 能 量 来 表述 ， 称 作 该 方向 上 的 热流 。 这 里 49. 就 是 x 方向 上 的 热流 。) 
经 过 面 bcef 输 运 到 微 团 外 的 热量 是 


， /. 09 99。 
| qs -| qs + ds) |aya: = _ qrdydz 
9X Ox 


再 加 上 图 2-10 中 通过 其 他 面 在 y 和 = 方向 上 的 热 的 输 运 量 ， 我 们 可 以 得 到 


热传导 对 流体 微 团 的 加 热 = -( 芝 + 全 + 人 jad (2.62) 
x y jz 
式 (2-59) 中 的 B 项 是 式 (2.61) 和 式 (2-62) 之 和 ， 即 
. /09 099, 0g, 
8 六 -| 二 训 + (2-63) 


根据 傅 里 叶 热 传导 定律 ， 热 传导 产生 的 热流 与 当地 的 温度 梯度 成 正比 
oT 。 0 了 。 oT 

天 元 = 

其 中 为 热 导 率 。 所 以 ， 式 (2-63) 可 写成 


9: = 
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0 9 aT 0 oT 
B= + {i + 二 [二 jaearaz 2.64 
[a 本 二 加 可 | 过) 了 (2-64) 


最 后 ， 式 (2-59) 中 的 4 项 代表 流体 微 团 能 量变 化 的 时 间 变 化 率 。 稍 微 停 一 下 ， 问 问 你 
自己 : 是 什么 能 量 的 变化 率 ? 在 经 典 热 力学 里 我 们 一 般 都 是 处 理 静态 的 系统 。 此 时 ， 热 力学 
第 一 定律 中 出 现 的 能 量 是 内 能 。 进 一 步 再 考虑 内 能 的 来 源 。 如 果 系 统 为 气体 ， 气 体 的 原子 和 
分 子 以 完全 随机 的 方式 在 系统 内 平 动 。 也 就 是 说 ， 每 个 原子 或 分 子 都 具有 平 动 动能 ， 这 个 能 
量 与 粒子 的 随机 运动 相关 。 此 外 ， 分 子 〈 不 是 原子 ) 在 空间 内 平 动 的 同时 ， 还 能 转动 和 振 
动 ， 从 而 也 具有 转动 能 和 振动 能 。 最 后 ， 电 子 围绕 原子 核 或 分 子 的 运动 又 给 微粒 加 上 了 电子 
能 。 一 个 特定 分 子 的 总 能 量 就 是 它 的 平 动能 、 转 动能 、 振 动能 和 电子 能 的 总 和 ， 而 每 个 原子 
的 总 能 量 就 是 它 的 平 动能 和 电子 能 之 和 。 气 体系 统 的 内 能 就 是 系统 内 每 个 分 子 和 原子 能 量 的 
总 和 。 这 就 是 热力 学 第 一 定律 中 内 能 的 物理 意义 。 

现在 ， 让 我 们 回 到 式 〈2-$9) ， 研 究 一 下 其 中 的 4 项 。 我 们 现在 分 析 的 是 一 个 运动 中 的 
气体 环境 ， 记 作 4 的 能 量 项 就 对 应 着 运动 流体 微 团 的 能 量 。 所 以 ， 运动 流体 微 团 的 能 量 ， 
有 两 个 来 源 ; 

1) 上 面 讨论 的 ， 由 于 分 子 随机 运动 而 产生 的 (单位 质量 ) 内 能 e。 

2) 流体 微 团 平 动 时 具有 的 动能 。 单 位 质量 的 动能 为 三 /2。 

因此 ， 运 动 着 的 流体 微 团 既 有 动能 又 有 内 能 ， 两 者 之 和 就 是 总 能 量 。 在 式 (2-59) 中 ， 
4 项 表示 的 能 量 便 是 总 能 量 ， 即 内 能 与 动能 之 和 。 这 一 总 能 量 为 e+V*/2。 由 于 是 跟随 着 一 
个 运动 的 流体 微 困 ， 单 位 质量 的 总 能 量变 化 的 时 间 变 化 率 由 物质 导数 给 出 。 流 体 微 团 的 质量 
为 pdxdydz， 所 以 有 


D Vv? 
4=p 5 (+37)dyd (2-65) 
将 式 (2-60)、 式 (2-64) 和 式 (2-65) 代入 式 (2-59) ， 得 到 能 量 方程 的 最 终 形 式 为 


D/ VV . aT oT 91 37 
oe a) rat) wt) (te)- 
Di 2 ox\ Ox) 0y\ 9y) dz\ 09z 


a(up) 9(op) _ 9(wp) our) lure) Or) ; 


ox 97 0z ox 9y 0z 
07uy) 9(ory) go(ory) (wT) 9(ore) 9(oT-) 
-一 十 十 + 一 一 一 + 一 一 一 + 一 + 
Ox 0y 0z Ox 07 0z 


这 是 非 守 恒 形 式 的 能 量 方程 ， 并 且 是 用 总 能 量 e + 六 /2 表示 的 。 再 说 一 遍 ， 对 一 个 运动 
的 流体 微 困 运用 基本 的 物理 学 原理 ， 得 到 的 方程 是 非 守恒 形式 。 

方程 (2-66) 左 侧 包含 了 总 能 量 的 物质 导数 ，D(e +V?/2)/D:， 这 只 是 能 量 方程 许多 不 
同形 式 中 的 一 种 ， 它 是 对 运动 流体 微 团 直接 运用 能 量 守恒 原理 所 得 到 的 形式 。 这 个 方程 很 容 
易 从 以 下 两 个 方面 进行 改动 。 

1) 方程 左边 可 以 只 用 内 能 。、 或 只 用 熔 天 或 者 只 用 总 烩 如 =h +V /2 来 表示 ， 方 程 的 
右边 也 随 之 变动 (例如 ， 我 们 在 下 一 段 会 将 方程 (2-66) 转化 为 关于 De/Di 的 方程 ， 并 给 
出 所 需 的 演算 ) 。 

2) 能 量 方程 ， 对 上 述 每 一 种 不 同形 式 ， 都 有 守恒 形式 和 非 守恒 形式 。 这 两 种 形式 之 间 
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转换 的 演算 也 将 在 下 面 讨论 。 
我 们 从 方程 (2-66) 出 发 ， 先 将 它 改写 成 只 用 e 的 形式 。 为 了 达到 这 个 目的 ， 将 方程 
(2-50a ~c) 分 别 乘 上 上 zx、2、 妈 得 


= 一 到- 一 十 天 +u— +u— +pu, (2-67) 


(2-68) 
07 Ox 07 
D /wi Op dm rx 097ru f (2.69) 
-一 = + + +w m+ - 
pi ) “az “ Ox ™ 07 9z PY 
将 式 (2-67) ~ 式 (2-69) 各 式 加 在 一 起 ， 并 注意 忆 + +w =V， 可 得 
D y? op op op OTxx OT,x OT, 
pl j=-¥ i | 
O% oy 0z 


Di ox 0y 9z 


OTs, 07 97,, O74 97y: 07T:- 
| + ul + 一 一 二 了 +p(uf, + wf, + wf.) (2-70) 
Ox Oy dz Ox oy 9 


从 方程 (2-66 ) 中 减 去 式 (2-70) ,注意 pF V=p( 虽 + 二 + 地.) ,我们 有 


宝玉 (汉人 : 科 | 


oy dz\ tz 


dy ax Oy tk 


加 (2-71) 


方程 (2-71) 这 种 形式 的 能 量 方程 ,其 左边 只 包含 了 内 能 的 物质 导数 ,动能 的 物质 导数 和 右 
边 的 体积 力 已 经 去 掉 。 只 用 内 能 e 表 示 的 能 量 方程 中 不 包含 体积 力 项 ,这 一 点 很 重要 。 还 要 
注意 ,方程 (2-66) 中 正 应 力 和 切 应 力 是 与 速度 相 乘 ,一 起 出 现在 xy\z 的 导数 内 。 与 之 相 比 ， 
方程 (2-71) 中 粘性 应 力 单独 出 现 ,直接 与 速度 梯度 相 乘 。 最 后 ,我 们 再 次 指出 ,方程 (2-71) 仍 
就 还 是 非 守恒 形式 的 ,由 方程 (2-66 ) 推导 方程 (2-71) 的 过 程 中 并 没有 改变 这 种 非 守恒 形式 。 
用 类 似 的 方法 ,能量 方程 也 能 够 用 户 和 上 六 + /2 表示 ,其 推导 过 程 留 给 读者 。 

让 我 们 再 深入 探讨 一 下 方程 (2-71)。 在 式 (2-574 ~ 人 中 有 7 =Trs7s =TuyTn =To( 当 流 
体 微 国 的 体积 缩 成 一 点 的 时 候 , 切 应 力 的 这 种 对 称 性 可 以 避免 流体 微 团 的 角速度 , 它 与 作用 在 
流体 微 团 上 的 力矩 有 关 , 趋 于 无 穷 大 ) ,因此 可 以 合并 方程 (2-71) 中 的 一 些 项 ,得 到 


De 9/, aT 01 oT da/, 9 了 
op rt i) ml’ wm) a(n)- 
Di: 9x x) By\ oO) 0z oz 
Ou Ov 0W Ou 9v 9w 

十 十 + Ty 
(x 07 | 


Ou 0v 
十 了 
[5 9y +t) 


为 了 用 速度 梯度 表示 粘性 应 力 , 再 次 利用 式 (2-57a ~f) 各 式 , 方 程 (2-72) 又 可 以 写成 


Ou 9w 
+ 十 了 


+) (27) 


0z 97y 
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De a/, oT\ 9 9 人 93/, 97 ou dv Ow 
he ee ee eh 
Ox\ 9x 人 07) 9z\ dz Ox oY 4 


Ou 0 dw go Ow 
4+ ce :x[2( 轨 + 本 | :2 到 | 十 (2-73 ) 
du av gu dw /ov dw 
Cs) +[( 寺 + 于] + [+] | 
方程 (2-73) 是 完全 用 流 场 变量 表示 的 能 量 方程 。 利 用 方程 (2-57a ~f) ， 对 方程 (2- 
66) 也 可 以 进行 类 似 的 变换 ， 得 到 关于 流 场 变量 的 能 量 方程 。 推 导出 的 表达 式 很 长 ， 为 了 
节省 时 间 和 篇 幅 ， 这 里 就 不 列 出 来 了 。 
再 次 强调 在 方程 (2-73) 左边 只 出 现 了 内 能 。 能 量 方程 的 左边 可 以 用 不 同 的 能 量 形式 表 
示 。 例 如 ,方程 (2-66) 用 总 能 量 , 方程 (2-73) 用 内 能 。 之 前 曾经 讲 过 ， 用 炊 hh 或 总 烩 有 
+ 六 /2 表示 的 形式 也 可 以 通过 类 似 的 变换 得 到 。 
能 量 方程 的 左边 可 以 用 能 量 的 不 同形 式 表示 ， 而 能 量 方程 的 右边 也 有 相应 的 不 同形 式 ， 
只 是 能 量 方程 的 一 个 方面 。 现 在 我 们 描述 能 量 方程 的 另 一 方面 ， 也 就 是 与 连续 性 方程 和 动 
量 方 得 相同 的 方面 ， 能 生 方 积 也 可 以 表达 为 守 全 形式 ， 方 看 (2.66) 、 式 (271) 起 (2 
73) 所 给 出 的 能 量 方程 ， 左 边 都 出 现 物 质 导数 ， 因 而 都 是 非 守 恒 形 式 。 它 们 直接 出 自 于 运 
动 流 体 微 团 模型 。 但 借助 于 一 些 演算 ， 所 有 这 些 方程 都 能 写成 守恒 形式 。 让 我 们 看 看 方程 
(2-73) 的 情况 ， 考 虑 方程 (2-73) 的 左边 。 由 物质 导数 的 定义 


ph =p +p Ye | (2-74) 
但 
do(pe) de % 
a "0 4 
或 


de 93(pe) ap 
和 二 -二 广 -_。 和 二 


(2-75 ) 
ot ot ot 
另 一 方面 ， 对 于 标量 与 向 量 乘积 的 散 度 ， 有 向 量 恒等式 
V' (peV) =e V. (pV) +pV. Ye 
或 写成 
pV. Ve=V. (peV) -eV. (pV) (2-76) 
将 式 (2-75) 和 式 (2-76) 代入 式 (2-74) ， 得 
p= 00) -oP+ vy. OoP] + v. (peV) (277) 


Dt ot 

让 连续 性 方 程 2.73) 可 知 ， 趟 (2.77) 右边 方 括 导 内 的 式 子 等 于 零 ， 于 是 式 (2.77) 就 
成 

De 3(pe) 


p= + Ve (pey) (2-78) 
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将 式 (2-78) 代入 方程 (2-73) ， 我 们 有 


Sp y. (pey) -mt 人 2 本 人 可- 


+ 
Ox\ x) Gy\ 0697 9z\ 9z 
Ou Ov Ow Gu bo wy 
(于 ++] ( 寺 + 到 + 二 十 
ox 9 0z ox 07 0 


du jo dw? (C2779) 
lz) (二 (a) ， 

到 2 到 2 2 
(人 (人 到] 
这 是 用 内 能 表示 的 守恒 形式 的 能 量 方程 。 

将 内 能 。 改 为 总 能 量 。+ Y2/2， 重 复 由 式 (2.74) 到 式 (2.78) 的 推导 过 程 ， 可 以 得 到 


p 了 2(。* 呈 ] -站 oo + [oe (2.80) 


将 式 (2-80) 代入 方程 (2-66) 的 左边 ， 我 们 得 到 


A 


.0697 93/,3T\ 09091697 od(uwp) 9(wp) 39(wp) 
-+ + 人 一 一 一 十 
Ox\ Ox 9y\ 07 Oz\ Oz Ox Oy Oz 
(2-81) 
OUT72) Ours) 0(ur-) 9(ory) (v7,) 9Cury) 
十 十 十 十 十 十 
Ox 0y 0z Ox Oy 9z 
go(zT。) (wT,) 0(zT。) 
十 一 -十 +AF .YY 
Ox 0y 0z 


方程 (2-81) 是 用 总 能 量 。+ 了 /2 表示 的 守恒 形式 的 能 量 方程 。 

要 将 方程 的 非 守恒 形式 转化 为 守恒 形式 ， 只 需要 改变 方程 的 左边 就 可 以 了 ， 方 程 的 右边 
保持 不 变 。 例 如 ， 对 比方 程 (2-73 ) 与 方程 (2-79) ， 两 者 都 是 用 内 能 表示 的 ， 方 程 (2-73 ) 
是 非 守 恒 形 式 的 ， 而 方程 (2-79) 是 守恒 形式 的 。 它 们 只 是 左边 不 同 ， 右 边 则 是 相同 的 。 比 
较 一 下 方程 (2-66) 和 方程 (2-81) ， 也 是 如 此 。 


2.8 流体 力学 控制 方程 的 总 结 与 注释 


到 目前 为 止 ， 读 者 已 经 见 到 了 大 量 的 方程 ， 而 且 这 些 方 程 看 起 来 都 挺 像 的 。 方 程 本 身 是 
枯燥 的 ， 读 者 会 觉得 这 一 章 从 头 到 尾 都 是 方程 。 但 是 ， 理 论 流 体力 学 和 计算 流体 力学 的 全 部 
内 容 都 是 建立 在 这 些 方程 的 基础 之 上 。 所 以 ， 熟 悉 它 们 并 且 理 解 它 们 的 物理 意义 ， 对 读者 来 
说 是 绝对 必要 的 。 这 就 是 我 们 花 那么 多 时 间 和 精力 推导 这 些 控制 方程 的 原因 。 

既然 已 经 花费 了 时 间 和 精力 ， 现 在 总 结 一 下 这 些 方程 的 主要 形式 并 坐 下 来 消化 它们 ， 就 
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显得 非常 重要 了 。 首 先 ， 现 在 正好 应 该 回 过 头 去 ， 看 看 图 2-1 给 出 的 本 章 路 线 图 。 我 们 已 经 
完成 了 这 张 图 的 80% 。 从 图 2-1 的 顶端 开始 ， 我 们 提出 了 所 有 的 流体 动力 学 都 必须 遵守 的 三 
个 基本 原理 ( 方 框 4~C)， 并且 将 这 些 原理 应 用 于 不 同 的 流动 模型 ( 方 框 D ~ 五) 。 我 们 已 
经 看 到 了 如 何 从 每 一 种 流动 模型 ， 直 接 导出 控制 方程 的 不 同形 式 (图 2-1 的 中 部 从 左 到 右 的 
有 路径， 从 方 框 E~H 到 方 框 1) 。 我 们 同时 也 看 到 了 这 些 不 同形 式 之 间 是 如 何 通过 适当 的 演算 
相互 转换 的 《图 2-6 对 连续 性 方程 进行 了 这 样 的 演算 )。 所 有 的 路 径 都 通 向 图 2-1 右 侧 的 方 
框 1。 它 代表 了 基本 的 连续 性 方程 、 动 量 方程 和 能 量 方程 的 各 种 形式 。 在 我 们 目前 的 讨论 
中 ,这 就 是 我 们 现在 所 处 的 位 置 。 在 这 一 节 中 ,为 清楚 起 见 ， 也 为 了 达到 强化 的 目的 ， 我 们 
对 方 框 1 所 代表 的 那些 方程 做 一 个 总 结 。 


2. 8.1 粘性 流动 的 纳 维 - 斯 托 克 斯 (Navier-Stokes) 方程 


粘性 流动 是 包括 摩擦 、 热 传导 和 质量 扩散 等 输 运 现象 的 流动 。 这 些 输 运 现象 是 耗 散 性 
的 ， 它 们 总 是 使 流体 的 焙 增 加 。 本 章 到 目前 为 止 推导 和 讨论 的 方程 就 适用 于 这 样 的 粘性 流 
动 ， 但 质量 扩散 没有 被 包括 进去 。 只 有 当 流动 中 不 同化 学 组 分 之 间 存 在 浓度 梯度 时 ， 才 会 发 
生 质 量 扩散 。 非 均匀 混合 的 无 反应 气体 ， 比 如 一 股 氨 气 从 孔 或 狭 链 注 射 到 主流 空气 所 形成 的 
流 场 ， 就 是 流动 中 包含 质量 扩散 的 例子 。 另 一 个 例子 是 有 化 学 反应 的 气体 ， 比 如 高 超声 速 飞 
行 器 周围 的 高 温 气 体 流 动 ， 高 温 使 空气 发 生 了 离 解 。 不 同 的 反应 速率 ， 以 及 流 场 的 不 同 区 域 
在 不 同 的 压强 和 温度 下 发 生 了 不 同类 型 的 反应 ， 这 些 差 异 导 致 了 流 场 中 浓度 梯度 的 产生 。 为 
了 简明 起 见 ， 本 书 不 讨论 这 种 类 型 的 流动 。 我 们 的 目的 是 讨论 CFD 的 基础 部 分 。 我 们 的 选 
择 是 : 关于 计算 的 讨论 不 应 该 因为 化 学 反应 流动 所 带 来 的 那些 额外 的 复杂 因素 和 物理 机 制 而 
变 得 用 涩 难 懂 。 基 于 这 样 的 原因 ， 本 书 的 方程 中 不 包括 质量 扩散 。 

在 上 述 范 围 内 ， 非 定常 三 维 可 压缩 粘性 流动 的 控制 方程 总 结 如 下 : 


1. 连续 性 方程 
非 守恒 形式 
D 
+p V.V=0 
守恒 形式 
Py. (py) =0 
ot 
2. 动量 方程 
非 守恒 形式 
De op ,37a are are 
* 方 同 “Dr ax ar 9y ”85 + 有 
y 方 疝 p= 


yz 97 
z 方向 p= nz ar tay! a 
守恒 形式 
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a(pu) op OT yx OT 9 zx 
一 +V: V)= -一 + 一 一 + — +pf, 
“方向 ot CpuV) 0x 9% 07 0 A 
9 gp 97, 97 07 
y 方 向 (pr) vy (pvV) = -+ 了 a 4 pf, 
OY Ox Oy 0 
9 9 OTy 07T,， 07T- 
:方向 2ew + V, (poy) = -时 也 
0z ox 07 0 
3. 能 量 方程 
非 守 恒 形式 
D V? . aT oT\ 9/, oT 9 
pi(e+7) -n+ )+=( j: ( )- 2 - 
Di 2 Ox\ gx oy \ 0y dz \ 9z Ox 
9(wp) 8(wp) 0 (ur, ) 0( ur,,) 0( wT ) 
一 十 十 + 一 一 一 一 + 
9y 0z Ox 9y 0z 
9(vry) (v7y) dl(ury) (wrs) (wr,) 
+ + + + + 
Ox 07 0z Ox 07y 
0( wT, ) 
+pf*V 
守恒 形式 


弛 多 多 


2 人 (2 2 40) + (he) ~) 2p) ep) , 


=pqg + 


+ 
ox\ oox By\ 9 90z Ox 0y Oz 
(UTw) 9(are) eur。) (vr) 9(orv) 9(ur,) 
+ + + + 一 一 一 十 一 一 一 一 + 
Ox 90y 9z Ox 07 0z 


9(WT。) (wT,) 9(wr,) 
+ + + 


六 
OX 0y 4 


2.8.2 无 粘 流 欧 拉 (Euler) 方程 


无 粘 流 的 定义 是 忽略 了 耗 散 、 粘 性 输 运 、 质 量 扩散 以 及 热传导 的 流动 。 如 果 我 们 采用 
2. 8. 1 小 节 列 出 的 方程 ， 并 且 简 单 地 去 掉 其 中 所 有 包含 摩擦 和 热传导 的 项 ， 就 得 到 了 无 粘 流 
动 的 方程 。 由 此 得 到 以 下 的 非 定常 三 维 可 压缩 无 粘 流动 的 控制 方程 。 

1. 连续 性 方程 

非 守恒 形式 


Dp 
+pV.V=0 2-82 
Dz 7 ( 3) 
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守恒 形式 
+ V: (pV) =0 (2-82b) 
2. 动量 方程 
非 守 恒 形 式 
Du_ 9p - 
x% 方向 po- tt (2-83a) 
Dv 9P 
名 一 = -一 2-83b 
y 方向 2 六 37 + 有 (2-83b) 
z 方向 p= -+p (2-83c) 
守恒 形式 
x 方向 akpu) V.(ouy) = -SP +p (2-84a) 
ot Ox 
7 方向 2 V) = -一 + 及 (2-84b) 
t 
z 方 癌 2 V:(pwV) = -+ (2-84c) 
4 
3. 能 量 方程 
非 守恒 形式 
Dy V2 .a(up) a(w) a(wp) . ， 
Pi? 2 jw Ox 0y 0z We (2-85) 
守恒 形式 
3 V2 , 了 了 271 9(wp) a(wp) a(wp) . 
alo(e+ 2 )| 二 [ol 2 M 和 Ox 0y 0z + 6) 


2.8.3 关于 控制 方程 的 注释 


纵览 2.8.1 小 节 和 2. 8. 2 小 节 中 汇总 的 所 有 方程 ， 有 以 下 的 说 明和 要 点 ; 

1) 这 些 方程 都 是 由 非 线性 偏 微分 方程 耦合 而 成 的 方程 组 ， 所 以 求解 析 解 是 非常 困难 
的 。 到 目前 为 止 ， 这 些 方程 还 没有 封闭 形式 的 通 解 (这 并 不 意味 着 没有 通 解 存在 ， 只 是 我 
们 还 没有 找到 它 )。 

2) 对 动量 方程 和 能 最 方程 ， 非 守恒 形式 与 守恒 形式 之 间 的 区 别 仅 在 于 方程 的 左 端 项 。 
方程 的 右 端 项 在 这 两 种 形式 下 是 相同 的 。 

3) 守恒 形式 的 方程 ， 其 左边 包含 了 某 些 量 的 散 度 项 ， 比 如 Y. (pV) 或 Y， (puy)。 
由 于 这 个 原因 ， 控 制 方程 的 守恒 形式 有 时 又 叫做 散 度 形式 。 

4) 方程 中 的 正 应 力 和 切 应 力 都 是 速度 梯度 的 函数 ， 由 式 (2-57a ~b) 给 出 。 
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5) 仔细 地 考察 2. 8. 1 小 节 和 2. 8. 2 小 节 中 的 方程 ， 数 一 数 其 中 未 知 数 的 个 数 。 我 们 总 
是 数 出 五 个 方程 和 六 个 未 知 的 流 场 变量 p、p、u、v、w、e。 在 空气 动力 学 中 ,假设 气体 是 
完全 气体 ? (分 子 间 作用 力 可 忽略 ) 通常 是 合理 的 。 对 完全 气体 ， 状 态 方程 是 

p=pRT 
其 中 R 是 普 适 气体 常数 。 这 个 方程 有 时 也 被 称 为 热 状态 方程 。 它 提供 了 第 六 个 方程 ， 但 它 
也 引进 了 第 七 个 未 知 量 ， 即 温度 7。 用 以 封闭 整个 方程 组 的 第 七 个 方程 必须 是 状态 参量 之 间 
的 热力 学 关系 。 比 如 

e=e(T,p) 
对 常 比热容 完全 气体 ， 这 个 关系 可 以 是 

e=c,T 
其 中 的 c, 是 比 定 容 热 容 。 这 个 方程 有 时 候 也 被 称 为 量 热 状态 方程 。 

6) 在 2.6 节 里 ， 粘 性 流动 的 动量 方程 被 称 为 纳 维 - 斯 托 克 斯 方程 ， 从 历史 的 和 角度， 这 种 
说 法 是 准确 的 。 但 是 ， 在 当代 的 CFD 文献 中 ， 这 个 术语 被 扩展 到 了 粘性 流动 的 整个 方程 组 。 
除 动 量 方程 外 ， 还 包括 连续 性 方程 和 能 量 方程 。 因 此 ， 当 CFD 的 文献 谈 到 “全 纳 维 -斯 托 克 
斯 方程 ”数值 解 的 时 候 ， 它 通常 是 指 整个 方程 组 的 数值 解 。 包 括 方程 (2-33)、 方 程 (2-56a 
~c) 以 及 方程 (2-81)。 在 这 个 意义 下 ，CFD 文献 中 的 “ 纳 维 -斯 托 克 斯 解 ” 就 是 指 用 整个 
控制 方程 组 求解 粘性 流动 问题 。 这 就 是 将 2. 8. 1 小 节 里 汇总 的 整个 方程 组 称 为 纳 维 -斯 托 克 
斯 方程 的 原因 。 作 者 认为 ，CFD 的 这 种 命名 法 将 很 快 渗透 到 整个 流体 力学 领域 。 出 于 这 种 
原因 ， 也 是 考虑 本 书 的 主题 就 是 CFD， 我 们 将 遵从 这 个 命名 法 。 也 就 是 说 ， 当 我 们 提 到 纳 
维 -斯 托 克 斯 方程 的 时 候 ， 我 们 指 的 是 2.8.1 小 节 中 汇总 的 整个 方程 组 。 

7) 基于 同样 的 理由 ，2. 8.2 小 节 中 的 无 粘 流 方程 被 称 为 欧 拉 方 程 。 历 史上 ， 欧 拉 于 
1753 年 推导 出 了 连续 性 方程 和 动量 方程 。 实 际 上 他 并 没有 考虑 能 量 方程 ， 他 在 这 方面 几乎 
没 做 工作 ， 因 为 热力 学 是 19 世纪 的 产物 。 因 此 ， 从 严格 的 历史 渊源 来 讲 ， 只 有 连续 性 方程 
和 动量 方程 才能 叫做 欧 拉 方程 。 事 实 上 ， 在 大 多 数 流 体力 学 文献 中 ， 只 有 无 类 流 动 的 动量 方 
程 ， 比 如 方程 (2-83a ~c)， 被 称 为 欧 拉 方 程 。 但 是 在 当代 的 CFD 文献 中 ，2. 8. 2 小 节 所 汇 
总 的 整个 无 粘 流 方程 组 的 解 被 称 作 欧 拉 解 ， 而 整个 方程 组 〈 连 续 性 方程 、 动 量 方程 和 能 量 
方程 ) 一 起 被 称 作 欧 拉 方 程 。 本 书 也 将 遵从 这 样 的 命名 法 。 


2.9 物理 边界 条 件 


上 面 给 出 了 流体 流动 的 控制 方程 。 而 且 无 论 流动 是 波音 747 飞机 周围 的 流动 、 亚 声速 风 
洞 内 的 流动 ， 还 是 流 过 一 个 风车 流动 ， 控 制 方程 都 是 相同 的 。 然 而 ， 尽 管 流动 的 控制 方程 是 
相同 的 ， 可 这 些 情 形 中 流动 却 是 完全 不 同 的 。 为 什么 会 这 样 的 呢 ? 差异 是 哪里 产生 的 呢 ? 答 
案 就 是 边界 条 件 ， 上 面 几 个 例子 中 的 边界 条 件 是 完全 不 同 的 。 不 同 的 边界 条 件 ， 有 时 还 包括 
初始 条 件 ， 使 得 同一 个 控制 方程 得 到 不 同 的 特 解 。 当 给 定 波 音 747 的 几何 形状 ， 并 在 给 定 的 
几何 表面 应 用 某 些 特定 的 物理 边界 条 件 ， 同 时 在 飞机 的 远 前 方 给 定 合 适 的 自由 来 流 条 件 ， 那 
么 求解 上 面 那些 偏 微分 方程 控制 方程 组 将 得 到 绕 波 音 747 的 流 场 。 相 反 ， 如 果 给 出 风车 的 几 


外 ”完全 气体 ， 尤 其 是 热 完 全 气体 ， 也 称 理想 气体 。 
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何 形 状 和 来 流 条 件 ， 求 解 控制 方程 将 得 到 绕 风车 的 流 场 。 因 此 ， 一 旦 我 们 有 了 前 几 节 所 描述 
的 控制 方程 ， 那 么 确定 一 个 特 解 的 就 是 边界 条 件 。 这 一 点 在 CFD 中 具有 特殊 的 意义 。 任 何 
流动 控制 方程 的 数值 解 一 定 是 从 数值 上 令 人 信服 地 反映 了 给 定 的 边界 条 件 。 
首先 让 我 们 回顾 一 下 适合 粘性 流动 的 物理 边界 条 件 。 其 中 ， 物 面 边界 条 件 规定 紧 挨 物 面 
的 气流 与 物 面 之 间 的 相对 速度 为 零 ， 称 为 无 滑 移 条 件 。 如 果 流 动 流 经 固定 的 物 面 ， 那 么 应 该 
有 
w=v=w=0 在 物 面 (对 于 粘性 流动 ) (2-87) 
除 此 之 外 ， 物 面 温度 也 有 类 似 的 “无 滑 移 ”条 件 。 若 物 面 材料 的 温度 记 为 T，( 壁面 温 
度 ) ， 则 直接 与 物 面 接触 的 气流 的 温度 也 是 7,。 在 壁面 温度 已 知 的 给 定 问 题 中 ， 对 于 气体 温 
度 7 合适 的 边界 条 件 将 是 
了 = 了 在 物 面 (2-88 ) 
但 是 如 果 壁 面 温度 是 未 知 的 ， 例 如 ， 由 于 有 热流 传人 物 面 或 是 由 物 面 传 给 气流 ， 壁 面 温度 是 


随时 间 变 化 的 函数 ， 那 么 傅 里 时 热传导 定律 就 提供 了 物 面 的 边界 条 件 。 设 4 为 传 给 物 面 的 
瞬时 热流 ， 则 由 傅 里 叶 定 律 


9。 = -(:) 在 物 面 (2-89) 


式 中 的 n 表 示 物 面 的 法 向 。 此 时 ， 物 面 材料 对 传 给 物 面 的 热流 Y ,作出 响应 ， 改 变 壁 面 温度 
T,， 而 7, 又 反 过 来 影响 9,。 所 以 ， 一 般 求解 非 定常 热流 问题 ,要 同时 处 理 粘性 流动 和 壁面 
材料 的 热 响应 。 就 流动 而 言 ， 这 种 类 型 的 边界 条 件 是 关于 物 面 温度 梯度 的 边界 条 件 ， 不 同 于 
规定 壁面 温度 本 身 的 那 种 边界 条 件 。 也 就 是 说 ， 由 式 (2-89) ， 可 得 


( 习 __ 在 物 面 (2-90) 


最 后 ， 当 壁面 温度 达到 这 样 一 种 程度 ， 使 得 不 再 有 热流 传 给 物 面 ， 这 个 壁面 温度 定义 为 绝热 
壁面 温度 7,,。 对 于 绝热 壁 ， 合 适 的 边界 条 件 是 在 式 (2-90) 中 令 4, =0。 因 此 ， 绝 热 壁 的 
边界 条 件 为 | 


(w)}. =0 ”在 物 面 (2.91) 


我 们 又 一 次 看 到 规定 物 面 的 温度 梯度 作为 物 面 边界 条 件 ， 实 际 的 绝热 壁面 温度 7,, 将 作为 流 
场 解 的 一 部 分 得 到 。 

上 述 各 种 温度 边界 条 件 中 ， 固 定 壁 面 温度 的 边界 条 件 式 (2-88) 最 易于 使 用 ， 绝 热 壁 条 
件 式 (2-91) 次 之 。 这 两 种 情形 代表 了 一 般 性 问题 (相对 应 的 边界 条 件 由 式 (2-90) 给 定 ) 
的 两 个 极端 情形 。 然 而 这 种 一 般 性 问题 ， 包 含 了 流 场 与 表面 材料 热 响应 的 耦合 解 ， 至 今 还 很 
难 建立 起 来 。 由 于 这 种 原因 ， 大 部 分 粘性 流动 的 求解 或 是 给 定 一 个 常数 作为 壁面 温度 ， 或 是 
假设 为 绝热 壁 。 


综 上 所 述 ， 如 果 式 (2-88) 被 用 作 边 界 条 件 ， 那么 壁面 温度 樟 度 { 5] 以 及 9。 成 为 解 
的 一 部 分 ; 如 果 式 (2.91) 被 用 作 边 界 条 件 ， 那 么 了 .就 成 为 解 的 一 部 分 ， 如 果 式 (2.90) 
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说 用 作 边界 条 件 ， 导 致 与 材料 热 响应 粘 合 的 解 ， 则 7. 和 [ 5 】 都 将 变 成 解 的 一 部 分 。 


最 后 我 们 注意 到 ， 对 于 连续 的 粘性 流动 ， 物 面 上 惟一 的 物理 边界 条 件 就 是 上 面 讨论 的 无 
滑 移 条 件 ， 这 些 边界 条 件 与 物 面 上 的 速度 和 温度 相关 。 而 其 他 的 流动 参数 ， 例 如 物 面 上 的 压 
力 和 密度 ， 应 该 成 为 解 的 一 部 分 。 

对 于 无 粘 流 动 ， 由 于 没有 摩擦 力 ， 不 能 迫使 流体 “ 粘 附 ”于 物 面 。 因 此 物 面 上 流动 的 
速度 是 一 个 有 限 的 非 零 值 。 而 且 ， 对 于 非 渗 透 壁 ， 没 有 质量 流入 或 流出 物 面 。 这 就 意味 着 紧 
挨 物 面 的 流体 的 速度 必然 与 物 面 相 切 。 如 果 n 是 物 面 一 点 处 的 单位 法 线 向 量 ， 物 面 边界 条 
件 就 应 该 给 定 为 

V'n=0 在 物 面 (2-92) 
式 (2-92) 意味 着 垂直 于 物 面 的 速度 分 量 为 零 ， 也 就 是 说 物 面 上 的 流动 与 物 面相 切 。 这 是 无 
烙 流 动 中 惟一 的 物 面 边界 条 件 。 物 面 上 速度 的 大 小 ， 连 同 物 面 上 流体 的 温度 、 压 力 和 密度 ， 
都 将 成 为 解 的 一 部 分 。 

无 论 是 粘性 流 还 是 无 粘 流 ， 根 据 问 题 的 不 同 ， 流 场 中 不 是 物 面 的 地 方 有 多 种 不 同类 型 的 
边界 条 件 。 例 如 对 于 流 过 固定 形状 管道 的 流动 ， 应 该 在 管道 的 人 口 和 出 口 有 适合 的 人 流 和 出 
流 边界 条 件 。 如 果 问 题 涉 及 置 于 已 知 来 流 中 的 飞行 物 ， 那 么 只 需 给 定 自 由 来 流 条 件 作为 物体 
四 周 (来 流 方向 、 上 面 、 下 面 以 及 下 游 ) 无 穷 远 处 的 边界 条 件 。 

上 面 所 讨论 的 边界 条 件 是 问题 本 身 强加 的 物理 边界 条 件 。 在 CFD 中 我 们 还 有 额外 的 考 
虑 ， 也 就 是 从 数值 上 合理 地 实现 这 些 物 理 边界 条 件 。 真 实 的 流动 由 物理 边界 条 件 确定 ， 同 样 
的 道理 ， 计 算得 到 的 流 场 将 由 用 于 模拟 这 些 物理 边界 条 件 的 数值 边界 条 件 确 定 。 在 CFD 中 ， 
适当 并 且 精 确 地 给 定数 值 边界 条 件 是 非常 重要 的 ， 也 是 目前 许多 CFD 研究 的 内 容 。 本 书 将 
在 合适 的 章节 再 来 讨论 这 个 问题 。 


2.10 适合 CFD 使 用 的 控制 方程 


在 这 一 节 ， 我 们 重点 讨论 守恒 形式 的 流动 控制 方程 相对 于 非 守恒 形式 的 流动 控制 方程 所 
具有 的 重要 意义 及 其 在 CFD 中 的 应 用 。 从 历史 发 展 的 角度 ， 没 有 理由 偏爱 其 中 一 种 形式 而 
不 喜欢 另 一 种 形式 。 事 实 上 ， 理 论 流体 力学 根本 没有 注意 这 个 问题 ， 几 个 世纪 来 一 直 进展 良 
好 。 在 20 世纪 80 年 代 初 之 前 ， 一 般 的 流体 力学 和 空气 动力 学 教科 书 中 都 没有 提 到 这 个 问 
题 。 作 者 怀疑 能 否 在 这 些 书 找到 关于 守恒 形式 与 非 守恒 形式 对 比 的 论述 。 方 程 放 在 那儿 ， 但 
是 并 没有 用 特别 的 名 词 对 它们 加 以 区 分 。 将 控制 方程 分 为 守恒 形式 和 非 守 恒 形 式 ， 同 时 还 关 
心 对 于 给 定 的 CFD 问题 ， 应 该 使 用 哪 一 种 形式 ， 这 些 都 来 源 于 现代 CFD。 对 于 这 个 问题 ， 
我 们 要 说 明 两 点 。 

首先 ， 守 恒 形 式 的 控制 方程 为 算法 设计 和 编程 计算 提供 了 方便 。 守 恒 形 式 的 连续 性 方 
程 、 动 量 方程 和 能 量 方程 可 以 用 同一 个 通用 方程 来 表达 ， 这 有 助 于 计算 程序 的 简化 和 程序 结 
爸 的 组 织 。 为 了 给 出 这 种 通用 形式 ， 我 们 注意 到 前 面 所 有 守恒 形式 的 方程 左边 都 有 一 个 散 度 
项 ， 包 含 了 某 些 物 理 量 的 散 度 。 例 如 

在 方程 (2-33) 中 是 质量 流量 pV 

在 方程 (2-56a) 中 是 x 方向 动量 流量 puV 
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在 方程 (2-56b) 中 是 7 方向 动量 流量 poV 
在 方程 (2-56c) 中 是 z 方 向 动量 流量 pwV 
在 方程 (2-79) 中 是 内 能 流量 pey 
VvV? 
在 方程 (2-81) 中 是 总 能 量 流量 pe+7)Y 


回忆 一 下 当初 由 控制 体 直 接 推 导出 守 便 形 式 的 方程 时 ， 控 制 体 是 在 空间 固定 的 ， 而 不 是 
随 流体 运动 的 。 控 制 体 的 空间 位 置 不 变 。 我 们 关心 的 是 流入 流出 控制 体 的 质量 流量 、 动 量 流 
量 和 能 量 流量 。 此 时 ， 这 些 流量 本 身 ， 而 不 是 pP、p、Y 这 些 原始 变量 ,成 为 方程 中 重要 的 
因 变 量 。 
让 我 们 继续 扩展 这 种 想法 。 考 查 所 有 控制 方程 的 守恒 形式 ， 连 续 性 方程 、 动 量 方程 和 能 
量 方程 。 这 时 回 到 2. 8. 1 小 节 和 2. 8. 2 小 节 应 该 是 最 合适 的 ， 那 里 分 别 对 于 粘性 流动 和 无 粘 
流动 的 控制 方程 进行 了 汇总 。 观 察 这 些 守恒 形式 ， 我 们 注意 到 它们 有 相同 的 通用 形式 ， 即 
aU a3F a6 0 
+ 一 + 一 二 一 =J 
dt Ox dy Oz 
如 果 将 U、F G、H 和 J 看 成 列 向 量 , 方程 (2-93) 就 可 以 代表 整个 守恒 形式 的 控制 方程 
组 ， 这些 列 向 量 为 


(2-93) 


p 
pu 
U=17 (2-94) 
pw 
y? 
e+ -一 
| | 
pu 
pu +p -Ts 
Pru 一 T。 
F= 了 (2-95) 
PWU 一 Ta 
“ oT 
pe + 本 tpu hk Wr — VT — WT,, 
py 
PUV ~ Tx 
2 
pv +p-7 
C= ” (2-96) 
PWV — 7,: 


07 
op 本 tp kr 一 yy WT, 
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pw 
PUW — Tw 
pow -7 
H= 2 (2-97) 
pw Tp-T, 


Vv? aT 
pe +17) tpw kh UT VT, — WT, 
4 


J=/0, (2-98) 


pl(uf, + + wf.) +p9 

为 了 叙述 方便 ， 方 程 (2-93) 中 的 列 向 量 严 、C 和 五 称 为 通 量 项 (或 通 量 向 量 ) ,J 代 
表 源 项 ( 当 体 积 力 和 体积 热流 可 忽略 时 等 于 零 ) ， 列 向 量 U 被 称 做 解 向 量 。 下 面 的 提示 可 以 
帮助 读者 习惯 于 写成 列 向 量 形式 的 通用 方程 向 量 U、F、G、H、J 中 的 第 一 个 分 量 按 方程 
(2-93) 那样 加 到 一 起 就 得 到 连续 性 方程 。 而 0、 、G、 且 和 二 向量 中 的 第 二 个 分 量 按 方程 
(2-93) 那样 加 到 一 起 就 可 以 得 到 x 方向 的 动量 方程 ， 等 等 。 方程 (2-93〉 实际 上 就 是 一 个 
大 的 列 向 量 方 程 ， 代 表 了 整个 控制 方程 组 。 

让 我 们 进一步 探讨 方程 (2-93) 的 细节 。 方 程 中 有 时 间 导 数 项 9 UA/31， 因 此 方程 可 用 于 
非 定常 流动 。 在 某 些 问题 中 ， 非 定常 的 瞬时 流 场 是 我 们 最 感 兴趣 的 。 而 对 其 他 一 些 问题 ， 需 
要 得 到 定常 解 。 求 解 定常 问题 ， 最 好 的 方式 是 求解 非 定常 方程 ， 用 长 时 间 的 渐 近 解 趋 于 定常 
状态 。 这 种 方法 通常 称 为 求解 定常 流动 的 时 间 相关 算法 。 在 1. 5 节 末尾 介绍 的 超声 速 钝 体 绕 
流 问题 的 求解 ， 用 的 就 是 这 种 时 间 相关 算法 。 这 里 只 是 提 一 下 这 种 方法 ， 本 书 的 第 三 部 分 将 
深入 探讨 这 种 方法 在 CFD 中 的 应 用 。 无 论 是 求 真 正 的 瞬 态 解 或 是 求 定常 问题 的 时 间 相 关 解 ， 
方程 (2-93) 的 求解 都 采用 了 时 间 推 进 的 形式 ， 也 就 是 说 ， 相 关 的 流动 变量 是 按时 间 步 ， 一 
步 步 推进 求解 的 。 对 于 这 样 一 种 时 间 推 进 方法 ， 我 们 在 方程 (2-93) 中 将 8 U/31 留 在 左边 ， 
有 


ot Ox 9y 09z 
在 方程 (2-99) 中 ,UU 被 称 为 解 向 量 ， 因 为 0 的 分 量 (p、pu、pv 等 ) 通常 就 是 每 一 时 间 步 
中 直接 被 求解 的 未 知 函数 。 方 程 (2-99) 右边 的 空间 导数 项 被 看 成 是 已 知 的 〈 通 过 某 种 方 
式 已 经 求 出 ) 。 例 如 ， 可 以 用 上 一 个 时 间 步 的 结果 计算 出 方程 右边 的 这 些 项 。 注 意 ， 用 方程 
(2-99) 计算 , 解 出 的 是 上 的 分 量 。 也 就 是 说 ,我 们 直接 获得 的 是 密度 p、 乘 积 pu、pv、pw 


和 p[。+ 的 数值。 因此 利用 方程 (2-99〉 计算 的 非 定常 流动 问题 的 解 ， 是 式 (2-94) 列 


aU ，6 3G oH 
7- -一 (2-99) 


VvV? 
e+ 


出 的 的 分 量 , 也 就 是 p、pu、 po、pw 和 p| 了 )， 这 些 量 被 称 为 守恒 变量 。 相 反 ,，p、4、 


v、w 和 p 叫做 原始 变量 。 当 然 ， 一旦 得 到 这 些 守恒 变量 的 值 (包括 p 本 身 ) ， 原 始 变量 就 很 
容易 得 到 
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p=p (2-100) 
z= (2-101) 

p 
v= (2-102) 

p 
w= (2-103) 

p 

V? 
p(e+) 2 十 2 2 

= _u 5 +w (2-104) 


例如 ,向量 忆 的 第 一 个 分 量 是 p 本 身 ，p 的 值 可 通过 求解 方程 (2-99) 得 到 ; L 的 第 二 个 分 
量 是 pu,， pu 的 值 也 可 通过 解 方程 (2-99) 得 到 。 这 样 ， 原 始 变量 v 的 值 就 很 容易 用 (2- 
101) 式 算 出 ， 即 用 解 得 的 pu 的 值 除 以 解 得 的 p 的 值 。 借 助 式 〈2-102) 到 式 〈2-104) ， 我 
们 可 以 用 同样 的 方法 由 守恒 变量 的 值 求 得 原始 变量 v、w 和 e。 

对 于 无 粘 流 动 ， 方 程 (2-93) 也 可 以 写成 方程 (2-99) 的 形式 ， 而 且 列 向 量 的 分 量 ， 表 
达 式 更 加 简单 。 仔 细 考 查 2. 8. 2 小 节 总 结 的 守恒 形式 的 无 粘 流 方程 ， 我 们 发 现 此 时 这 些 列 向 
量 成 为 


(2-105) 


F= (2-106) 


(2-107) 
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有 = (2-108) 


J = 4p (2-109) 


pu: + + wf) +p9 | 
对 于 非 定常 无 粘 流 的 数值 解 ， 解 向 量 还 是 VU， 能 够 直接 求 出 数值 的 未 知 函 数 也 还 是 p、pu、 


pv、 pw 和 pl。 + 人 这些 守 全 变量。 


在 CFD 中 ， 推 进 算法 并 不 局 限于 时 间 推进 。 在 某 种 情况 下 ， 定 常 流动 问题 也 可 以 通过 
沿 着 空间 某 一 方向 推进 的 方法 来 求解 。 能 否 使 用 空间 推进 方法 取决 于 控制 方程 的 数学 特性 ， 
这 将 在 第 3 章 进行 讨论 。 为 了 达到 现在 的 日 的 ， 让 我 们 设想 种 定常 流动 ， 其 控制 方程 (2- 
93) 中 的 3 0/8t =0。 假 设 可 以 沿 < 方 向 推进 求解 ， 那 么 方程 (2.93) 可 被 重新 整理 为 
oF oC 3H 
=/- 呈 - 
Ox 9y 9z 
此 时 玉成 为 “ 解 ”向 量 。 我 们 可 以 认为 方程 (2-110) 中 的 右 端 项 是 已 知 的 。 比 如 ， 利 用 前 
一 步 (也 就 是 上 游 的 前 一 个 位置， 的 解 计算 右 端 项 的 值 。 这 就 使 得 在 下 一 步 (也 就 是 下 
游 的 下 -个 x 位置 ) ， 只 有 向 量 严 的 分 量 作为 未 知 数 被 留 了 下 来 。 为 简单 起 见 ， 假 设 我 们 考 
虑 的 是 无 烙 流动 。 这 时 ， 未 知 函数 是 (2-106) 式 中 列 出 的 正 的 分 量 ， 即 站、pi2 +p、puv、 
puw 和 [e+ 本 .方程 (2.110) 的 数值 解 给 出 了 这 些 未 知 函数 (还 叫做 “守恒 ”变量 ) 
的 数值。 尽管 相应 的 关系 式 比 我 们 前 面 讨论 的 非 定常 流 要 复杂 ， 但 还 是 可 以 从 这 些 变量 求 出 
原始 变量 。 为 了 看 清 这 一 点 ， 我 们 把 式 (2.106) 中 下 的 分 量 ( 此 时 是 作为 “守恒 ”变量 出 
现 ) 记 做 


(2-110) 


pu=e (2-111a) 
pu +p =c, (2-111b) 
puv = C3 (2-111lc) 
Puw = ca (2-111d) 


2 + 过 


pule+ +pu =¢Cs (2-11le) 
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无 粘 流 方程 〈2-110) 的 数值 解 给 出 了 流 场 中 某 个 点 处 c:、c,、c;、c4 和 cs 的 数值 。 考 虑 流 
场 中 的 任何 一 点 ， 数 值 解 给 出 了 式 (2-111a ~e) 各 式 右 端的 量 在 这 一 点 上 的 值 。 于 是 就 可 
以 联 立 求解 方程 (2-1ila ~e)， 以 求 得 原始 变量 p、w、v、w 和 5p 在 该 点 的 值 。 要 注意 ， 这 
里 有 六 个 未 知 量 ， 所 以 还 要 在 方程 (2-111a ~e) 之 外 再 加 上 热力 学 状态 方程 。 对 处 于 热 平 
衡 状 态 的 系统 ， 这 个 关系 式 具 有 下 述 一 般 形 式 

e=e(p,p) (2-112a) 
事实 上 ， 如 果 我 们 考虑 的 是 量 热 完全 气体 ， 即 比 热 比 为 常数 的 气体 ， 这 个 关系 式 就 变 成 e = 
c,T7， 其 中 c, = RA(Yy -1) ,RR 是 普 适 气体 常数 。 再 加 上 完全 气体 的 状态 方程 p =pRT， 我 们 可 
以 得 到 


RT R p 
e = c,7 了 = 一 一 = 一 一 x 一 
yY-L 7yY=-1l1 PR 
a 
即 e= (2-112b) 
(7 -1)p 


将 式 (2-111a ~e) 各 式 与 式 (2-112b) 联 立 ， 构 成 了 求解 六 个 原始 变量 所 需 的 六 个 方程 。 
求解 这 组 方程 ， 则 p、u、v、w、p 和 e 中 的 每 一 个 都 可 以 用 已 知 量 c:/、c,、c;、cs 和 cs 表 
示 ， 其 推导 留 作 习 题 。 最 后 ， 如 果 我 们 考虑 粘性 流动 ， 需 要 求 值 的 未 知 函数 是 式 (2-95) 中 
列 出 的 向 量 严 的 分 量 ， 那 么 上 述 代数 关系 式 更 加 复杂 。 我 们 将 不 得 不 与 粘性 应 力作 斗争 ， 
从 中 解 出 原始 变量 的 工作 也 变 得 更 麻烦 了 。 

我 们 已 经 论述 了 控制 方程 非 守恒 形式 与 守恒 形式 之 间 的 差异 。 现 在 我 们 把 守恒 形式 的 定 
义 扩展 成 两 种 : 强 守 恒 与 弱 守 便 。 在 方程 (2-93) 中 ， 所 有 的 东西 都 写 进 了 导数 里 面 ， 没 有 
任何 流动 变量 单独 留 在 *、y、z 和 :+ 的 导数 之 外 。 控 制 方程 如 果 能 写 这 种 形式 ， 就 称 为 强 守 
恒 形 式 。 相 反 ， 考 察 方程 (2-56a ~ ec) 以 及 方程 (2-81) ， 这 些 方程 的 右 端 直 接 出 现 了 一 大 
堆 x、y、z 的 导数 项 ， 因 此 称 为 弱 守恒 形式 。 

在 本 节 的 开头 曾经 提 到 ， 在 CFD 的 框架 内 ， 关 于 控制 方程 的 守恒 形式 与 非 守 恒 形 式 有 
两 点 要 讨论 。 接 下 来 我 们 讨论 了 第 一 点 ， 就 是 ， 由 于 有 方程 (2.93) 这 样 的 通用 形式 ， 守 恒 
形式 为 算法 设计 和 编程 计算 提供 了 方便 。 现 在 让 我 们 讨论 第 二 点 ， 它 远 比 第 一 点 更 能 让 人 信 
服 。 这 种 讨论 涉及 截然 不 同 的 两 种 基本 方法 : 激 波 装配 法 和 激 波 捕捉 法 ， 它 们 都 用 于 计算 含 
有 激 波 的 流动 。 所 以 ， 让 我 们 先 来 说 明 这 两 种 处 理 激 波 的 方法 。 在 包含 激 波 的 流 场 中 ， 流 场 
的 原始 变量 p、p、v、 了 等 在 跨 过 激 来 流 边界 条 件 
波 时 会 发 生 急 剧 的 不 连续 变化 。 计 _ 刀 上 十 十 十 十 十 十 十 十 声 
算 含 激 波 流 场 的 许多 方法 都 是 让 激 忆 
波 作为 整个 流 场 计算 的 直接 结果 ， 过 
自然 而 然 地 出 现在 计算 区 域 里 , 算 怀 朴 
法 不 必 对 激 波 本 身 进行 特殊 的 处 理 。 ”党 
这 类 方法 叫做 激 波 捕 捉 法 。 另 一 种 
处 理 方法 与 激 波 捕捉 法 刚好 相反 ， 

它 将 激 波 人 为 地 引入 到 流 场 解 中 ， 
利用 精确 描述 跨 激 波 变化 的 兰 金 - 许 
贡 钮 关系 式 ， 将 〈( 激 波 ) 波 前 波 后 图 2-11 激 波 捕捉 法 的 计算 网 格 
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的 流 场 联系 起 来 ， 而 流动 控制 方程 只 用 来 计算 流 场 中 介 于 激 波 与 其 他 边界 〈 如 飞行 器 表面 ) 
之 间 的 部 分 。 这 类 处 理 方法 称 为 激 波 装配 法 。 图 2-11 和 图 2-12 描述 了 这 两 种 不 同 的 处 理 方 
法 。 在 图 2-11 中 ， 用 于 超声 速 绕 流 的 计算 区 域 从 物体 头 部 的 上 游 延伸 到 下 游 。 作 为 流 场 计 
算 的 结果 ， 激 波 捕捉 法 允许 在 计算 区 域内 形成 激 波 ， 而 没有 引入 任何 激 波 关系 式 。 在 这 种 方 
式 里 ， 通 过 偏 微分 控制 方程 的 数值 求解 ， 区 域内 的 激 波 就 被 “捕捉 ”到 了 。 所 以 图 2-11 描 
述 的 是 激 波 捕捉 法 。 图 2-12 描述 了 同一 个 流动 问题 ， 但 是 计算 区 域 是 激 波 与 物体 之 间 流 场 ， 
激 波 明确 地 作为 间断 被 直接 引入 到 解 中 。 激 波 前 的 超声 速 自 由 来 流 与 激 波 后 通过 偏 微分 方程 
计算 得 到 的 流 场 ， 通 过 标准 的 斜 激 波 关系 式 〈 兰 金 - 许 贡 钮 关系 式 ) 来 匹配 。 

这 两 种 方法 各 有 优 劣 。 例 如 ， 对 于 一 个 含有 
激 波 的 复杂 流 场 ， 如 果 我 们 既 不 知道 激 波 的 数量 
也 不 知道 激 波 的 位 置 ， 那 么 用 激 波 捕捉 法 会 比较 一 -~ 
适合 ， 因 为 激 波 是 作为 计算 结果 在 计算 区 域 里 自 
然 形成 的 。 而 且 ， 算 法 不 需要 对 激 波 进行 特殊 的 
处 理 ， 从 而 简化 了 编程 计算 。 这 种 方法 的 不 足 之 
处 在 于 ， 激 波 在 计算 网 格 中 通常 被 抹 平 到 几 个 网 
格 的 范围 ， 所 以 数值 方法 得 到 的 激 波 厚 度 与 激 波 
的 真实 厚度 相差 甚 远 。 而 在 这 几 个 网 格 的 范围 图 2-12 激 波 装配 法 的 计算 网 格 
内 ， 激 波 间 断 的 具体 位 置 是 无 法 确定 的 。 与 之 相反 ， 激 波 装 配 法 总 是 把 激 波 作为 间断 处 理 ， 
其 位 置 也 是 明确 的 。 然 而 对 于 一 个 给 定 的 问题 ， 你 必须 事先 知道 有 多 少 个 激 波 ， 以 及 这 些 激 
波 都 在 什么 位 置 。 对 于 复杂 的 流动 来 说 ， 这 是 一 个 明显 的 缺点 。 因 此 ， 对 激 波 捕捉 法 和 激 波 
装配 法 还 存在 着 争论 ， 而 两 种 方法 在 CFD 中 都 得 到 了 广泛 的 应 用 。 事 实 上 ， 将 这 两 种 方法 
组 合 起 来 也 是 可 能 的 。 比 如 ， 先 用 激 波 捕捉 法 预测 流动 
激 波 的 形成 及 其 大 致 位 置 ， 然 后 将 这 些 激 波 作为 人 | 
为 的 间断 在 求解 的 中 途 装 配 进去 。 另 一 种 组 合 方法 , 
是 ， 先 在 流 场 中 事先 知道 要 出 现 激 波 的 地 方 装配 激 ， 
波 ， 然 后 再 用 激 波 捕捉 法 去 计算 流 场 的 其 余部 分 ， ， 
生成 那些 事先 不 能 预测 到 的 激 波 。 2 

上 面 讨论 的 这 些 事情 与 控制 方程 的 守恒 形式 又 "| ， 
有 什么 关系 呢 ? 可 以 这 么 说 ， 对 于 激 波 捕捉 法 ， 经 
验 表 明 应 该 使 用 守恒 形式 的 控制 方程 。 使 用 守恒 形 0 ” 
式 , 计算 出 的 流 场 结果 通常 是 光滑 的 、 稳 定 的 ; 如 ? 
果 在 激 波 捕 提 法 中 使 用 非 守 恒 形 式 ， 流 场 的 计算 结 


果 通 常会 在 激 波 的 上 下 游 表 现 出 不 能 令 人 满意 的 空 0 
间 震 荡 (拉动);， 激 波 还 可 能 出 现在 错误 的 位 置 上 ， ?+P?* 
甚至 计算 也 会 变 得 不 稳定 。 相 反 ， 对 于 激 波 装配 法 ， d) 
使 用 守恒 形式 和 非 守恒 形式 ， 一 般 都 能 得 到 令 人 满 < 
意 的 结果 。 图 2-13 流 场 参 数 通过 正 激 波 时 的 变化 


为 什么 守恒 形式 的 方程 对 激 波 捕捉 法 如 此 重要 
呢 ? 考察 跨 过 正 激 波 的 流动 (图 2-13)， 可 以 找到 答案 。 图 2-13a 柬 出 了 跨 过 激 波 时 的 密度 
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分 布 ， 显 然 o 在 跨 过 激 波 时 有 一 个 不 连续 的 增加 。 如 果 使 用 非 守 恒 形 式 的 控制 方程 (其 中 的 
未 知 函 数 就 是 原始 变量 ， 如 p 和 p) 来 计算 这 样 的 流动 ， 那 么 方程 的 未 知 函数 p 将 会 出 现 一 
个 大 的 间断 。 这 又 会 给 与 p 有 关 的 计算 带 来 误差 。 另 一 方面 ， 回 忆 一 下 跨 过 正 激 波 的 连续 性 
方程 
Pi = pau (2-113) 

根据 方程 (2-113)， 跨 过 激 波 时 质量 流量 pu 是 一 个 常数 ， 如 图 2-13b 所 示 。 守 恒 形 式 的 控 
制 方程 用 乘积 pu 作为 未 知 函 数 ， 因 此 在 跨 过 激 波 的 法 向 上 看 不 到 这 个 未 知 函 数 的 间断 。 结 
果 ， 算 法 的 精度 以 及 数值 稳定 性 将 会 大 大 提高 。 为 了 支持 这 一 说 法 ， 让 我 们 再 考虑 跨 过 正 激 
波 的 动量 方程 

pi 十 Pi =p2 十 Pa 芭 2 (2-114) 
在 图 2-13c 中 ， 跨 过 激 波 时 压力 本 身 是 不 连续 的 。 但 是 由 方程 (2-114) ， 跨 过 激 波 时 通 量变 
量 p+pu 是 一 个 常数 ， 如 图 2-13d 所 示 。 考 察 方程 (2-93) 给 出 的 守恒 形式 的 无 粘 流动 方 
程 ， 其 中 的 通 量 向 量 列 在 式 (2-105) 到 式 (2-109) 各 式 中 。 在 式 〈2-106) 的 向 量 F 中 可 
以 明确 地 看 到 ， 整 个 p+pu 是 一 个 变量 。 因 此 在 跨 过 激 波 的 法 向 上 看 不 到 这 个 变量 的 间断 。 
虽然 跨 过 正 激 波 的 流动 这 样 一 个 例子 有 些 简单 ， 但 是 仍 可 以 用 来 解释 为 什么 对 于 使 用 激 波 捕 
捉 法 的 计算 ， 使 用 守恒 形式 的 控制 方程 是 如 此 的 重要 。 就 是 因为 守恒 形式 使 用 通 量变 量 作为 
未 知 阔 数 ， 而 通 量变 量 在 跨 过 激 波 时 的 变化 要 么 为 零 ， 要 么 很 小 。 这 样 ， 与 把 原始 变量 作为 
未 知 函 数 的 非 守恒 形式 相 比 ， 使 用 守恒 形式 提高 了 激 波 捕捉 法 数值 解 的 质量 。 

总 之 ， 对 于 为 什么 CFD 使 控制 方程 有 守恒 形式 和 非 守恒 形式 两 种 不 同 的 形式 ， 前 面 的 
讨论 已 经 说 明了 一 个 主要 原因 。 我 们 在 这 一 章 里 花 这 人 么 大 的 篇 幅 推 导 这 些 不 同形 式 ， 并 解释 
是 哪些 基本 的 物理 模型 导出 了 这 些 形式 ， 就 是 为 了 认识 这 两 种 形式 之 间 的 差异 。 还 要 再 次 强 
调 一 下 ，CFD 给 方程 的 守恒 形式 和 非 守恒 形式 造成 的 差异 是 用 数值 方法 实施 计算 时 产生 的 
副产品 ， 它 仅 与 CFD 有 密切 的 关系 。 在 理论 流体 力学 领域 ， 这 个 问题 可 以 不 用 考虑 。 

最 后 ， 让 我 们 回忆 一 下 2. 5. 6 小 节 关 于 方程 的 积分 形式 与 微分 形式 之 间 根 本 区 别 的 讨 
论 。 积 分 形式 不 要 求 数学 上 的 连续 性 ， 而 微分 形式 则 要 求 数学 上 的 连续 性 。 无 论 使 用 什么 形 
式 的 微分 方程 ， 这 一 事实 给 含有 激 波 的 解 加 上 了 一 个 苛刻 的 限制 。 相 反 ， 直 接 使 用 积分 形式 
的 算法 ， 如 有 限 体积 法 ， 更 适合 于 这 类 流动 问题 。 也 正 因为 如 此 ， 控 制 方程 的 积分 形式 被 看 
作 是 比 微分 形式 更 为 基本 的 方程 形式 。 


2.11 小 结 


这 本 书 是 论述 CFD 的 。 然 而 到 目前 为 赴 我 们 还 没有 涉及 任何 有 关 计 算 技术 的 问题 。 因 
为 在 对 一 个 问题 提出 计算 方法 以 前 ， 我 们 必须 建立 正确 的 控制 方程 ， 并 对 控制 方程 在 物理 上 
意味 着 什么 有 一 个 深入 的 理解 。 这 恰好 就 是 本 章 的 目的 。 现 在 应 该 回 到 图 2-1 给 出 的 路 线 
图 ， 仔 细 地 研究 这 个 路 线 图 ， 牢 记 与 图 2-1 中 每 一 个 方 框 有 关 的 内 容 。 特 别 要 注意 方 框 1 和 
J 中 的 控制 方程 ，2.8 节 和 2. 10 节 对 这 些 控 制 方程 进行 了 汇总 。 控 制 方程 是 CFD 的 根本 ， 
一 定 要 学 好 它们 。 

本 书 第 1 部 分 提 到 了 一 些 基 本 思想 和 基本 方程 ， 它 们 都 是 CFD 的 基础 (实际 上 也 是 理 
论 流体 力学 的 基础 ) 。 这 些 基 本 思想 到 这 里 并 没有 介绍 完 。 描 述 流体 流动 的 连续 性 方程 、 动 
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量 方程 、 能 量 方程 等 偏 微分 方程 ， 像 任何 偏 微分 方程 一 样 ， 都 有 特定 的 数学 特性 。 这 些 特 性 
因 流 动 的 不 同 而 不 同 ， 比 如 说 依赖 于 流动 的 当地 马赫 数 。 同 一 个 方程 ， 会 因为 流动 是 局 部 亚 
声速 的 或 是 局 部 超声 速 的 ， 而 表现 出 完全 不 同 的 数学 特性 〈1. 5 节 给 出 的 超声 速 钝 头 体 绕 流 
问题 ， 在 很 长 一 段 时 间 里 无 法 解决 ， 就 是 这 种 数学 特性 在 作怪 ) 。 欧 拉 Euler 方程 (无 粘 流 
动 ) 和 纳 维 -斯 托 克 斯 ( Navier-Stokes) 方程 〈 粘 性 流动 ) 的 数学 特性 也 不 同 。 方 程 的 特性 
还 可 能 取决 于 流 场 是 定常 的 ， 还 是 非 定常 的 。 当 然 你 可 能 会 问 ， 这 些 方程 数学 特性 上 的 差异 
是 不 是 恰恰 反映 了 流动 在 物理 特性 上 的 不 同 ? 这 到 底 是 怎么 一 回 事 呢 ? 答案 就 在 下 一 章 ， 请 
继续 读 下 去 。 


习题 
2.1 在 无 粘 流 的 空间 推进 法 式 (2-110) 中 ， 解 向 量 严 的 分 量 由 式 (2-110a ~e) 各 式 
给 出 : pu =c、 pw +p=c、 puv =c3、 puw =ces、 pule+(w +v +w )/2] + pu =cso 
假设 流体 是 量 热 完全 气体 (上 比 热 比 yy 为 常数 )， 推 导 用 cl、c 、cj、cs、es 表示 的 原始 
变量 p、u、vw、w、 的 表达 式 。 
答案 : 
p= -有 B+VB -44C 
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其 中 


- (y+1)); 
2(y -1) 
2.2 推导 粘性 流动 积分 形式 的 动量 方程 和 能 量 方程 。 证 明 : 粘性 流动 的 全 部 三 个 守恒 
方程 连续 性 方程 、 动 量 方程 和 能 量 方程 可 以 写成 单一 的 通用 形式 。( 像 方程 (2-93) 那样 
的 向 量 形式 。 一 一 译 者 注 ) 


第 了 章 
偏 微分 方程 的 数学 性 质 对 CFD 的 影响 


3.1 引言 


Gertrude Stein 说 : “玫瑰 就 玫瑰 ”。 那 么 ， 偏 微分 方程 也 不 过 就 是 偏 微分 方程 。 真 的 是 
这 样 吗 ? 那 可 不 见得 。 本 章 是 将 重点 回答 这 个 问题 。 我 们 将 会 发 现 ， 对 于 给 定 的 偏 微 分 方 
程 ， 除 了 仅仅 找到 它 的 解 之 外 ， 我 们 必须 意识 到 这 些 解 在 不 同 的 条 件 下 可 以 有 完全 不 同 的 数 
学 性 质 。 同 一 个 流动 控制 方程 ， 方 程 是 同一 个 方程 ， 但 它 的 解 在 不 同 的 流动 区 域 里 是 完全 不 
同 的 。 正 是 因为 解 的 数学 性 质 使 它们 变 得 不 一 样 了 。 在 2. 11 节 中 我 们 已 经 提 到 了 微分 方程 
的 这 种 神秘 特性 。 本 章 的 目的 就 是 破解 其 中 的 奥秘 。 

第 2 章 推导 出 的 流体 力学 控制 方程 既 有 积分 形式 的 〈 比 如 ， 直 接 从 有 限 控制 体 得 到 的 
方程 (2-19))， 也 有 偏 微 分 方程 ( 比如， 直接 由 无 穷 小 流体 微 团 得 到 的 方程 (2-25 ) ) 。 在 
开始 研究 求解 这 些 方程 的 数值 方法 之 前 ， 有 必要 研究 一 下 偏 微分 方程 本 身 的 数学 性 质 。 对 这 
些 方程 ， 任 何 有 效 的 数值 解 的 性 质 应 该 与 方程 解 的 数学 性 质 相 一 致 。 

考察 第 2 章 推导 出 来 的 偏 微分 形式 的 流体 力学 控制 方程 可 以 发 现 ， 在 所 有 的 情形 里 ， 最 
高 阶 导 数 都 以 线性 的 形式 出 现 。 也 就 是 说 ， 它 们 单独 出 现 ， 所 乘 的 系数 也 都 是 未 知 函 数 本 身 
的 函数 。 方 程 中 没有 出 现 最 高 阶 导数 的 乘积 或 者 指数 函数 。 这 种 方程 组 称 为 拟 线性 方程 组 。 
例如 ， 对 于 无 粘 流 ， 考 察 2.8. 2 小 节 中 的 方程 ， 我 们 发 现 最 高 阶 导数 是 一 阶 的， 而 且 都 是 以 
线性 的 形式 出 现 的 。 对 于 粘性 流 ， 则 考察 2. 8. 1 小 节 中 的 方程 ， 其 中 最 高 阶 导数 是 二 阶 的 ， 
但 也 都 是 以 线性 的 形式 出 现 的 。 基 于 这 种 原因 ， 我 们 在 下 一 节 先 研究 一 下 拟 线性 偏 微分 方程 
的 一 些 数学 特性 。 在 这 个 过 程 中 ， 我 们 将 偏 微分 方程 分 成 三 类 ， 而 这 三 种 类 型 的 方程 在 流体 
力学 中 都 会 遇 到 。 


人 下 分 方程 的 分 类 


i 方法 2: 特 征 值 法 | 
| | | | 
双 曲 型 方程 |[ ”抛物 型 方程 | [ 椭圆 型 方程 |[ 混合 型 方程 ] 
图 3-! 第 3 章 的 路 线 图 
图 3-1 给 出 了 本 章 的 路 线 图 。 在 这 里 ， 我 们 给 出 了 相当 直接 的 前 进 路 线 。 我 们 将 讨论 确 
定 偏 微分 方程 分 类 的 两 种 不 同 的 方法 : 在 3.2 节 中 利用 克 莱 默 (Cramer) 法 则 ， 在 3.3 节 中 
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描述 特征 值 方法 。 这 两 种 方法 的 结果 是 一 样 的 。 我 们 将 会 看 到 ， 许 多 偏 微分 方程 可 以 归 类 为 
双 曲 型 、 椭 圆 型 或 是 抛物 型 的 ， 还 有 些 方程 是 混合 型 的 。 方 程 类 型 的 定义 以 及 更 多 的 细节 将 
在 3.2 节 中 给 出 。 我 们 将 给 出 实际 的 流体 流动 作为 例子 ， 比 较 不 同类 型 方程 解 的 数学 性 质 。 


3.2 ” 拟 线性 偏 微分 方程 的 分 类 


为 简单 起 见 ， 我 们 考虑 一 个 比较 简单 的 拟 线性 方程 组 。 它 不 是 描述 流动 的 方程 ， 但 是 在 
某 些 方面 与 流动 方程 相似 。 这 一 节 我 们 将 用 它 作 为 一 个 简化 的 模型 。 


考虑 如 下 的 拟 线性 方程 组 
0 0 9 Ov 
ai th 入 + 到 十 由 = (3-1a) 
9 0 0 0 
tt (3-1b) 


其 中 ww 和 vw 是 未 知 函 数 ， 它 们 都 是 x、y 的 函数 。 而 @、@z、 Bb、 be 6G、 di、 dg、 fi、 
所 这些 系数 可 以 是 x、y 和 ww、v 的 函数 ,而 w 和 vw 又 是 x、y 的 连续 函数 。 我 们 可 以 把 uw、 v2 
看 成 六 平面 上 连续 的 速度 场 。 在 xy 平面 内 任意 给 定 的 一 点 ， 都 有 惟一 的 zx 值 和 惟一 
的 v 值 ,而 且 ,w 和 v 的 导数 9u/9x、9u/9y、9v/9x、9v/97 ,在 该 点 取 有 限 值 。 我 们 还 可 
以 把 这 个 流 场 看 成 是 由 想象 中 的 试验 得 到 的 ， 我 们 可 以 4 特征 线 
在 任意 给 定 的 点 上 测量 这 些 速 度 及 其 导数 。 

然而 ， 现 在 我 们 要 给 出 一 个 奇怪 的 论断 。 考 虑 在 
xy 平面 上 的 任意 一 点 ， 如 图 3-2 所 示 中 的 P 点 。 我 们 寻 
找 通 过 这 一 点 的 某 条 曲线 〈 或 某 个 方向 ， 如 果 这 条 曲 
线 或 方向 存在 的 话 ) ， 使 得 沿 着 这 条 曲线 ，w 和 vw 的 导 
数 是 不 确定 的 ， 而 且 跨 过 这 条 曲线 时 ,这些 导数 还 是 不 
连续 的 。 这 听 起 来 似乎 和 上 一 段 中 的 假定 相 矛 盾 ， 其 实 
并 不 矛盾 。 如 果 你 糊涂 了 ， 只 需 继续 看 下 面 的 内 容 。 我 
们 要 找 的 这 种 特殊 曲线 称 为 特征 线 。 为 寻找 特征 线 ， 我 


们 想到 w 和 ，" 是 x、y 的 连续 函数 ， 写 出 它们 的 全 微分 图 32 特征 线 
du = dx ty (3-2a) 
dv = 和 de + 和) (3-2b) 


式 (3-la) 、 式 (3-1b)、 式 (3-2a) 和 式 (3-2b) 是 关于 四 个 未 知 量 (3w/9x、69u/9y 和 6w/ 
gx 、bway) 的 四 个 线性 方程 ， 它 们 组 成 一 个 方程 组 。 该 方程 组 写成 矩阵 形式 为 
ab cdVaorex 及 
a, b, c, d, | du/9y _ fh (33) 
dx dy 0 0 | ovox du 
0 0 dr dy 人 0xwoy dv 


用 [4] 来 代表 其 系数 矩阵 
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a bl cl dd 
[4A 丘 a b, ce, d, 
dx dy 0 0 
0 0 dx dy 
我 们 用 克 莱 默 法 则 求解 方程 组 (3-3) 中 的 9u/3x， 将 矩阵 [4] 的 第 一 列 换 成 方程 组 
(3-3) 右 端的 列 向 量 ， 将 所 得 的 矩阵 记 为 [8] ， 即 
jc dd 
[BJ (3-5) 
du dy 0 0 
dv 0 dx dy 
再 用 1 41 、1 B1 分 别 表示 矩阵 [4] 和 [8] 的 行列 式 ， 克 莱 默 法 则 给 出 su/ex 的 解 为 
au_ LB (3) 
ox 14| 
为 了 从 式 (3-6) 中 得 到 sx/ax 的 实际 数值 ， 我 们 必须 给 定 矩 阵 [4] 、[8] 中 出 现 的 
du、dv、dx、dy 的 值 。 然 而 ， 这 意味 着 什么 ”du、dv、dx、dy 代表 什么 ? 为 了 回答 这 个 问 
题 ， 考 察 图 3-2。 设 一 条 曲线 ab 通过 点 已 ， 方 向 任意 。 沿 着 曲线 ob 从 已 点 移动 无 限 短 的 一 
段 距离 ， 记 做 2 点 。 在 图 3-2 中 ， 这 一 段 很 短 的 距离 记 为 ds， 它 是 P 点 和 2 点 之 间 的 距离 。 
从 P 点 移动 到 2 点 ,x 方向 的 变化 是 dx =x, -xp,Y 方 向 的 变化 是 dy =y -yzr， 它 们 便 是 矩 
阵 [4]、[B] 中 出 现 的 dx、dy 的 值 。 此 外 ,uw、z 在 2 点 处 的 值 与 在 P 点 的 值 也 是 不 同 的 ， 
它们 的 变化 为 du =w -wp 和 dv =v ~vp， 它 们 便 是 矩阵 [4] 、[B8] 中 出 现 的 du、ds 的 值 。 
将 du、dv、dx 和 dy 的 值 代 人 到 式 (3-4) 和 式 (3-5) 中 ， 当 dx 和 dy 趋 近 于 零 时 就 可 以 从 
方程 (3-6) 得 到 ax/ax 的 解 。 现 在 ， 我 们 在 图 3-2 中 通过 P 点 划 出 另 一 条 任意 方向 的 曲线 
cd ， 我 们 可 以 进行 同样 的 步骤 ， 也 就 是 沿 着 曲线 cd 从 已 点 移动 无 限 短 的 距离 de， 从 而 得 到 
相应 的 dz、dv、dx、dy 的 值 。 当 然 ， 此 时 是 沿 着 从 PP 点 出 发 的 另 一 个 方向 移动 ， 也 就 是 说 ， 
这 次 是 沿 着 曲线 cd 而 不 是 曲线 a6 移动 ， 因 此 这 些 变量 的 值 和 上 次 得 到 的 值 是 不 同 的 。 然 
而 ， 当 我 们 将 这 些 不 同 的 dux、dv、dx、gy 值 代入 到 方程 (34) 和 方程 (3-5) 中 ,仍旧 令 
dx 和 dy 趋 近 于 零 ， 我 们 从 方程 (3-6) 得 到 了 和 先前 一 样 的 93u/9x 的 解 。 事 实 一 定 是 这 样 
的 ， 因 为 9u/6x 在 P 点 的 值 是 不 变 的， 与 通过 P 点 的 方向 无 关 。 我 们 只 是 利用 “通过 P 了 点 
的 方向 ”这 种 办 法 和 方程 (3-6) ， 通 过 克 莱 默 法 则 来 得 到 su/ax 的 解 。 对 “方向 ”的 选择 完 
全 是 任意 的 ， 就 像 图 3-2 中 的 曲线 ab 和 cd。 
然而 ， 这 种 解法 有 一 个 重要 的 例外 。 如 果 我 们 选择 了 某 个 方向 ， 从 P 点 开始 移动 ， 而 
此 时 方程 (3-6) 中 的 1 41 等 于 零 ， 那 将 会 发 生 什么 情况 ? 假设 图 3-2 中 的 @f 就 是 这 个 方 
向 。 于 是 方程 (3-6) 中 的 分 母 为 零 ， 我 们 也 就 不 可 能 用 这 个 特殊 的 方向 ff 去 计算 au/9x。 
往 好 里 说 ， 如 果 选 择 这 样 的 方向 ，su/ax 是 不 确定 的 。 于 是 ， 就 定义 曲线 ef 为 通过 P 点 的 特 
征 曲线 〈 或 特征 线 ) 。 从 这 种 定义 出 发 ， 我 们 可 以 解释 前 面 那个 奇怪 的 论断 ， 即 : 在 xy 平 
面 上 的 任意 一 点 ， 寻 找 通过 这 一 点 的 某 条 曲线 (或 某 个 方向 ， 如 果 这 条 曲线 或 方向 存在 的 
话 ) ， 沿 着 这 条 曲线 , 上 和 >* 的 导数 是 不 确定 的 ; 而 且 跨 过 这 条 曲线 时 ， 这 些 导数 甚至 是 不 
连续 的 。 现 在 我 们 知道 ， 如 果 选 择 了 通过 P 点 的 这 样 一 个 方向 ， 此 时 的 dx 和 dy 恰好 使 式 
(36) 中 的 141 =0， 那 么 我 们 就 找到 了 这 条 曲线 ， 它 就 是 特征 线 。 事 实 上 ， 这 样 的 特征 


(34) 
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线 确实 是 存在 的 ， 可 以 通过 令 
141=0 (3-7) 
来 求 出 它们 。 

请 注意 ， 特 征 线 并 不 依赖 于 我 们 是 在 求解 方程 (3-6) 中 的 9u/3x、9u/9y、9v/9x 还 是 
9xway。 在 这 四 种 情况 下 ，1 41 均 是 克 莱 默 法 则 中 的 分 母 ， 所 以 得 到 的 都 是 由 方程 (3-7) 
确定 的 特征 线 。 

对 给 定 的 方程 如 果 特 征 线 是 存在 的 ， 那 它们 在 xy 平面 中 就 是 可 以 找到 的 ， 比 如 图 3-2 
中 的 曲线 f。 于 是 我 们 可 以 计算 这 些 曲 线 的 方程 ， 特 别 是 这 些 曲 线 在 P 点 的 斜率 。 这 种 计算 
从 方程 (3-7) 出 发 就 可 以 了 。 根 据 方程 (34)， 我 们 得 到 

a b cd 
a b, cy dd 
dx dy 0 0 
0 0 dx dy 


=0 


将 行列 式 展开 ， 有 
(aic, -ac) (dy)’ -(aid -adi +bic, -bei)dxdy + (bid, -bdi) (dx)*=0 


(3-8) 
用 (dx)” 除 方程 (3-8) 得 


dy\ d 
(aica -m0) — (aid, -azdi + bc -ber) + (bid, -bdi) =0 (3-9) 


方程 (3-9) 是 关于 dy/dx 的 二 次 方程 。 对 于 xy 平面 上 的 任意 一 点 ,方程 (3-9) 将 解 
出 一 条 曲线 的 斜率 ， 而 沿 着 这 条 曲线 ，wu、w 的 导数 是 不 确定 的 。 这 是 因为 方程 (3-9) 是 通 
过 1 41=0 而 得 到 的 ， 从 方程 (3-3) 可 以 证 实 ，9w/6x、9u/9y 和 9v/9x、9v/9y 这 些 导数 的 
值 只 能 是 不 确定 的 。 正 如 前 面 所 说 的 那样 ， 在 xy 平面 上 使 w、v 的 导数 值 不 确定 的 曲线 被 称 
为 方程 组 (3-1a) 和 (3-lb) 的 特征 线 。 
令 
a=(aicy -azci) 
b= -(ad, -adi +bic, -b,c) 
c=(bd, -bd) 
则 方程 (3-9) 可 以 写 为 


d 2 
o[ 于 | 1h +e=0 (3-10) 


原则 上 讲 ， 对 方程 (3-10) 的 解 汪 进行 积分 ， 可 以 给 出 y 平 面 上 的 特征 曲线 y=y(%)。 


但 是 我 们 只 对 图 3-2 中 通过 P 点 的 特征 线 的 斜率 感 兴趣 。 因 此 ， 只 需 用 求 根 公式 我 们 就 可 以 
得 到 


dy _ -b+ Vb -4ac 


(3-11) 
dx 2a 
方程 (3-11) 给 出 了 通过 xy 平面 上 给 定点 (比如 图 3-2 中 的 P 点 ) 的 特征 线 的 方向 。 
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式 (3-11) 中 的 判别 式 定义 为 


D=b? -4ac (3-12) 
根据 这 个 判别 式 的 值 ， 这 些 特征 线 有 着 不 同 的 性 质 。 于 是 由 式 (3-1a) 和 式 (3-1b) 给 出 的 
方程 组 ， 其 数学 特征 由 D 的 值 决 定 。 具 体 的 结论 如 下 表 。 


通过 sy 平面 上 每 个 点 都 有 两 条 不 同 的 实 特 征 线 
此 时 由 式 〈3-1a) 和 式 〈3-lb) 给 出 的 方程 组 称 为 双 曲 型 方程 组 
此 时 由 式 (3-1a) 和 式 (3-lb) 给 出 的 方程 组 称 为 抛物 型 方程 组 
特征 线 是 虚 的 

此 时 由 式 〈3-la) 和 式 (3-1b) 给 出 的 方程 组 称 为 椭圆 型 方程 组 


对 拟 线性 偏 微分 方程 的 分 类 ， 也 有 抛物 型 、 椭 圆 型 和 双 曲 型 之 分 ， 分 析 方 法 和 上 述 方程 
组 的 相同 。 这 种 分 类 就 是 本 节 的 焦点 。 这 三 种 类 型 的 方程 具有 完全 不 同 的 性 质 ， 下 面 将 对 此 
进行 简单 的 讨论 。 这 里 用 来 表征 这 些 方 程 组 的 术语 “椭圆 型 "、“ 抛 物 型 ”和 “ 双 曲 型 ”， 
是 直接 类 比 了 二 次 曲线 的 结果 。 在 解析 几何 里 ， 二 次 曲线 的 一 般 方程 为 

ao +bxy +cy +dx+ey +f=0 


其 中 - 
5 -4ac >0 二 次 曲线 是 双 曲 线 
b-4ac=0 二 次 曲线 是 抛物 线 
5 -4ac <0 二 次 曲线 是 椭圆 


就 本 书 而 言 ， 这 一 节 到 这 里 就 可 以 结束 了 。 但是， 我 们 还 是 无 法 拒绝 将 这 种 思路 再 做 进 
一 步 推广 的 诱惑 ， 因 为 这 样 就 可 以 得 出 求解 可 压缩 流 的 一 种 经 典 方法 一 一 特征 线 方 法 。 回 到 
方程 (3-6) ， 如 果 其 中 只 有 1 41 等 于 零 ， 那 么 gu/ax 将 是 无 穷 大 。 但 是 特征 线 的 定义 说 9u/ 
ax 沿 着 特征 线 是 不 确定 的 ， 不 是 无 穷 大 。 要 使 9u/9x 成 为 不 确定 的 , 方程 (3-6) 中 的 
1 B 1 也 必须 等 于 零 。 于 是 9u/9x 具有 如 下 形式 


= (3-13) 


fi bb a di 
1B1= =0 (3-14) 


d 0 dx dy 

首先 要 说 明 的 是 , 181=0 是 从 方程 (3-13 ) 和 141 =0 直接 得 到 的 , 所 以 从 181=0 推导 出 的 任何 
关系 均 限 定 为 沿 着 特征 线 。 现在 展开 式 (3-14) 中 的 行列 式 , 就 得 到 关于 du 和 do 的 常 微分 方 
程 ( 见 习题 3-1) ， 因 为 正如 刚才 所 说 的 ，dx 和 dy 是 沿 着 特征 线 的 。( 由 于 沿 特征 线 dx 和 dy 
要 满足 方程 (3-10 ) 或 方程 (3-11) , 所 以 dx 和 dy 不 是 独立 的 , 因此 得 到 的 是 常 微分 方程 。 
一 一 译 者 注 ) 

” ”从 方程 (3-14) 得 到 的 关于 未 知 函 数 w 和 vw 的 方程 被 称 为 相 容 性 方程 。 这 种 方程 涉及 未 
知 函数 ， 而 且 仪 洛 着 特征 线 成 立 。 其 优点 在 于 它 比 原来 的 偏 微分 方程 组 要 低 一 维 。 由 于 本 节 
中 的 模型 方程 〈 方 程 (3-1a) 和 方程 (3-1b) ) 是 二 维 的 偏 微分 方程 ， 所 以 它 的 相 容 性 方程 
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是 一 维 的 ， 也 就 是 常 微分 方程 ， 但 是 这 “一 维 ” 是 沿 着 特征 线 方向 的 。 求 解 常 微分 方程 一 
般 要 比 求解 偏 微分 方程 简单 ， 因 此 相 容 性 方程 就 具有 了 某 种 优势 。 这 就 为 原 方程 组 (方程 
(3-1a) 和 方程 (3-1b)) 的 求解 提供 了 一 种 方法 ， 称 为 特征 线 法 。 该 方法 在 xy 平面 上 构造 
特征 线 ， 并 沿 着 特征 线 求解 较为 简单 的 相 容 性 方程 。 一 般 来 说 ， 要 成 功 地 运用 特征 法 ， 通 过 
妙 平 面 上 任意 点 至 少 需要 两 个 特征 方向 〈 两 条 特征 线 ) ， 并 在 每 条 特征 线 上 使 用 不 同 的 相 容 
性 方程 。 也 就 是 说 ， 特 征 法 只 对 求解 双 曲 型 偏 微分 方程 有 效 。 由 于 无 烙 超声 速 流 动 的 控制 方 
程 组 是 双 曲 型 的 ， 因 此 特征 线 法 被 广泛 用 于 求解 这 类 问题 。 实 际 运用 特征 线 法 需要 高 速 计算 
机 ， 因 此 将 这 种 方法 看 成 是 CFD 的 一 部 分 也 是 合理 的 。 但 众所周知 ， 特 征 线 法 是 解决 无 粘 
超声 速 流动 的 经 典 方法 ， 因 此 本 书 不 再 歼 述 。 


3.3 确定 偏 微分 方程 类 型 的 一 般 方 法 一 一 特征 值 法 


在 3.2 节 ， 为 了 确定 拟 线性 方程 组 的 类 型 ， 我 们 借助 Cramer 法 则 发 展 了 分 析 这 些 方程 
的 一 种 方法 。 然 而 ， 还 有 一 种 方法 也 可 以 用 来 判别 拟 线性 方程 的 类 型 。 这 种 方法 是 基于 方程 
组 的 特征 值 的 。 它 更 为 通用 ， 但 是 稍微 有 点 儿 深 奥 。 我 们 在 本 节 中 将 介绍 这 种 方法 。 推 导 的 
过 程 中 将 用 到 矩阵 的 一 些 概念 和 基本 运算 ， 我 们 假定 大 多 数 初级 或 者 高 级 工程 师 以 及 理工 科 
学 生 熟 悉 这 方面 的 内 容 。 

特征 值 法 是 从 列 向 量 形式 的 偏 微分 方程 组 推导 出 来 的 。 为 了 简单 起 见 ， 我 们 设 方程 (3- 
la、b) 中 的 fh 和 为 零 ， 于 是 方程 变 为 


Ou ou Ov Op _ - 
arthayt arth ay™0 (3-15a) 
ou Ou Ov Ov 
ox th a to day (3-15b) 
定义 列 向 量 
u 
w={,] 
则 由 方程 (3-15a、b) 组 成 的 方程 组 可 以 写 为 
a cileWw b, dl oW _ 
| ,x *[, da (3-16) 
或 
aW aW 
[Kl + [IM] =0 (3-17) 
这 里 的 LK] 和 [| Mj] 是 方程 (3-16) 中 的 二 阶 方 阵 。 用 [Kj 的 逆 和 矩阵 乘 以 方程 (3-17) , 有 
$e + [KI [MI =0 (3-18) 
邯 
$x + [NJ =0 (3-19) 


式 中 , [N] = [K] [M]。 
将 诛 方程 组 写 为 方程 (3-19) 的 形式 ， 则 用 [N] 的 特征 值 就 可 以 确定 方程 组 的 类 型 。 
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如 果 特 征 值 均 为 实数 ， 刘 方程 组 是 双 曲 型 的 ， 如 果 特 征 值 均 为 复数 ， 则 方程 组 是 椭圆 型 的 。 
这 里 对 这 一 定义 不 做 证 明 。 

例 3.1 我 们 用 实际 的 流体 力学 方程 组 来 说 明 特 征 值 法 。 考 虑 可 压缩 无 粘 气 体 二 维 无 旋 
定常 流动 。 假 设 流 场 源 于 对 自由 来 流 的 小 扰动 ( 比如， 以 小 迎 角 绕 过 细 长 体 的 流动 ) ， 并 且 
来 流 马赫 数 是 亚 声速 或 者 超声 速 (但 不 是 跨 声速 或 者 高 超声 速 ) 的 ， 则 连续 性 方程 、 动 量 
方程 和 能 量 方程 这 一 组 控制 方程 就 可 以 简化 成 方程 组 

(1 Ma?) + -0 (3-20) 
Ox 97 


Wo (3221) 
dy 9% 


其 中 w' 和 vw 是 相对 来 流速 度 的 扰动 速度 
u=V, +u’ 

同样 ,方程 (3-20) 中 Ma。 是 来 流 马赫 数 ， 它 可 以 是 亚 声 速 的 ， 也 可 以 是 超声 速 的。 方程 
(3-21) 表明 流动 是 无 旋 的 。 对 于 方程 组 (3-20) 和 方程 (3-21) 及 其 物理 意义 本 书 不 做 深 
入 的 讨论 ， 我们 的 目的 只 是 利用 这 些 方程 作为 拟 线 性 方程 组 的 一 个 例子 。 事 实 上 ， 方 程 组 
(3-20) 和 方程 (3-21) 实际 上 是 线性 方程 ， 它 们 是 过 去 许多 线性 气动 分 析 的 基础 。 

问题 ， 如 何 对 方程 组 〈3-20) 和 方程 (3-21) 分 类 ? 

我 们 先 采 用 3.2 节 中 的 方法 。 将 方程 组 (3-20) 和 方程 (3-21) 与 标准 形式 的 方程 组 
(3-1a、b) 进行 比较 ， 用 方程 组 (3-1a、b) 中 的 记号 ， 我 们 有 


a =1 - Mo, a, =0 
b=0 b,=1 
c=0 cz = 一 
d=1 d, =0 


它们 给 出 方程 (3-10) 中 的 系数 a、5b5 和 c， 
a= ~(1-Ma,) 
b=0 
c=—1 
因此 , 方程 (3-11) 给 出 
dy _ +V -4 -Mas) +V4(Mas -1) 1 
dx 2Ma) 20 1) ~ hai 0322) 
对 于 超声 速 (Ma。>1) 的 情形 , 考察 方程 (3-22) 可 以 看 出 , 通过 每 个 点 都 有 两 个 实 特征 方 
向 , 一 个 斜率 为 (Ma。 -1) ”, 另 一 个 斜率 为 - (Ma% -1) 。 因 此 当 Ma。>1 时 , 方程 (3- 
20) 和 方程 (3-21) 是 双人 黄 型 的 。 反之 , 如果 Ma。<1, 则 特征 方向 是 虚 的 , 方程 组 是 椭圆 型 的 。 
现在 , 我 们 改 用 特征 值 法 。 将 方程 (3-20) 和 方程 (3-21) 写成 式 (3-16 ) 的 形式 


2 
1 - Ma, 0 aw 0 1 a _0 
0 _1 Ox ] 0 90y 


即 
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aW MT 


[LK] Ox 9y 


0 
其 中 


为 求 出 [K] ,我 们 首先 用 [KK] 的 代数 余子 式 来 代替 [KK] 中 的 元 素 , 得 


-1 0 
0 1-Ma® 


其 转 置 矩 阵 还 是 


而 [Kj] 的 行列 式 为 - (1 -Was ) ,所 以 


1 -1 0 
[K] =- 
1-Mo-| 0 1-Ma 


即 


[N] =[K] [LIM] = 


1 0 0 1 0 1 
1 -Ma = 1 -Ma 
0 -1 人 1 0 -1 0 


这 就 是 方程 (3-19) 中 的 矩阵 [ N] 。 我 们 来 求 矩 阵 [LWj] 的 特征 值 A。 令 


IEN]j -=-A[ 门 1=0 (3-23) 

可 求 得 这 些 特征 值 , 其 中 [站 为 单位 和 矩阵。 于 是 就 有 
1 

i -Ma2 | -0 

-1 一 从 
展开 行列 式 , 我 们 有 

A + 

1 ~- Ma, 


或 


1 
和 = 圭 /1 加 | (3-24) 


式 (3-24) 与 式 《3-22) 的 结果 完全 相同 。 事 实 上 ，[N] 的 特征 值 是 就 是 特征 线 的 斜 
率 。 根 据 上 面 我 们 得 到 的 规律 ， 如 果 Ma。>1, 式 (3-24) 给 出 的 特征 值 均 为 实数 ， 方 程 
(3-20) 和 方程 (3-21) 是 双 昌 型 的 ; 如 果 Ma。<1， 则 式 (3-24) 给 出 的 特征 值 均 为 虚数 ， 
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于 是 方程 组 是 椭圆 型 的 。 这 个 例子 说 明了 如 何 利用 特征 值 法 来 判别 偏 微分 方程 的 类 型 。 

在 这 一 节 的 最 后 我 们 要 指出 ， 不 是 所 有 方程 组 的 分 类 都 能 这 样 干脆 利索 。 有 些 方程 组 ， 
它 的 特征 值 可 能 既 有 虚数 又 有 实数 。 这 种 情况 下 ， 方 程 组 昭 不 是 双 曲 型 的 也 不 是 椭圆 型 的 ， 
它们 的 数学 性 质 表 现 出 双 曲 型 -椭圆 型 的 混合 特性 。 因 此 ， 我 们 应 该 记 住 ， 并 不 总 是 很 容易 
就 能 确定 偏 微分 方程 组 属于 双 曲 型 、 椭 圆 型 或 抛物 型 中 的 一 种 ， 有 时 候 方程 组 具有 混合 型 的 
性 质 。 


3.4 不 同类 型 偏 微分 方程 的 一 般 性 质 


在 上 一 节 ， 我 们 讨论 了 偏 微分 方程 的 分 类 ， 导 出 了 双 曲 型 方程 、 抛 物 型 方程 和 椭圆 型 方 
程 的 定义 。 为 什么 我 们 这 样 在 意 方程 类 型 的 差别 呢 ? 从 分 析 流体 力学 问题 的 角度 ， 当 控制 方 
程 是 双 曲 型 、 抛 物 型 、 椭 圆 型 方程 或 者 具有 混合 型 性 质 的 时 候 ， 它 们 会 有 什么 不 同 呢 ? 这 一 
节 的 目的 就 是 要 回答 这 些 问题 。 问 题 的 答案 基于 这 样 一 个 事实 ， 不 同类 型 的 方程 具有 不 同 的 
数学 特性 ， 它 也 反映 出 流 场 具 有 不 同 的 物理 特性 。 这 也 就 意味 着 ， 求 解 不 同类 型 的 方程 ， 必 
须 采 用 不 同 的 数值 方法 。 这 是 CFD 的 一 个 基本 事实 ， 也 是 我 们 之 所 以 在 介绍 具体 的 数值 方 
法 之 前 花 时 间 来 讨论 这 些 问题 的 原因 。 

偏 微分 方程 的 数学 性 质 是 一 个 庞大 的 话题 ， 可 以 在 数学 专业 的 教科 书 中 找到 关于 这 一 问 
题 的 详细 描述 。 在 这 一 节 ， 我 们 只 是 简单 地 、 不 加 证 明 地 讨论 双 曲 型 、 抛 物 型 和 椭 辐 型 偏 微 
分 方程 性 质 的 一 些 基本 特征 ， 并 且 将 这 些 特 性 与 流动 的 物理 性 质 及 其 对 CFD 的 影响 联系 起 
来 。 


3.4.1 双 曲 型 方程 


首先 ， 我 们 考虑 具有 两 个 自 变量 x*,，y 的 双 曲 型 方程 。x 平面 如 图 3-3 所 示 。 在 该 平面 
上 给 定 一 点 P。 由 于 我 们 处 理 的 是 双 曲 型 方程 ， 于 是 有 两 条 实 特征 曲线 通过 尸 点 ， 分 别 记 为 
左 行 特征 线 和 右 行 特征 线 。( 术语 “ 左 行 ”和 “ 右 行 ” 源 于 下 面 的 概念 。 假 设 你 将 图 3-3 放 
在 地 板 上 ， 然 后 站 到 了 点 上 ， 面 对 着 * 轴 正 向 。 你 必须 向 左 转 头 才能 看 见 从 你 眼前 离开 的 一 
条 特征 曲线 ， 这 就 是 左 行 特征 线 。 同 样 ， 你 必须 向 右 转 头 才能 看 见 从 你 眼前 离开 的 另 一 条 特 
征 曲线 ， 这 就 是 右 行 特征 线 。) 这 些 特征 线 的 意义 在 于 ,，P 点 的 信息 只 能 影响 两 条 特征 线 之 
间 的 区 域 。 在 P 点 给 一 个 小 的 扰动 ， 比 如 ， 用 针 在 P 点 稚 一 下 ， 在 图 3-3 的 区 域内 的 每 一 
点 都 会 感受 到 这 种 扰动 。 而 且 只 有 在 区 域 1 内 的 点 上 才能 感受 到 这 种 扰动 。 在 这 种 意义 上 ， 
我 们 把 区 域 1 称 为 P 点 的 影响 区 域 。 现 在 设想 通过 P 点 反 向 延伸 到 y 轴 的 两 条 特征 线 ， 这 
两 条 特征 线 在 y 轴 上 和 截取 的 部 分 记 为 &%。 这 对 双 曲 型 方程 的 边界 条 件 有 必然 的 影响 。 假 设 
在 y 轴 (x=0) 上 给 定 了 边界 条 件 ， 未 知 消 数 4、v 在 y 轴 上 就 是 已 知 的 。 于 是 方程 可 以 从 
这 个 给 定 的 边界 出 发 , 沿 着 x 轴 “ 向 前 推进 ”求解 。 然 而 ， 如 图 3-3 所 示 ,， 已 点 处 w、* 的 
值 仅 依赖 于 边界 上 c、 之 间 的 部 分 。 图 中 的 c 点 位 于 ab 的 范围 之 外 ， 该 点 处 的 信息 可 以 沿 
着 从 “ 点 出 发 的 两 条 特征 线 传播 ， 并 且 只 影响 这 两 条 特征 线 所 围 成 的 区 域 I。 但 点 P 位 于 区 
域 I 之 外 ， 所 以 不 会 感受 到 来 自 c 点 的 信息 。P 点 仅仅 依赖 于 通过 P 点 的 两 条 反 向 特征 线 在 
边界 上 截取 的 部 分 (区 间 ab) 。 基 于 这 样 的 原因 ， 我 们 将 图 3-3 中 PP 点 左边 的 区 域 肝 ， 称 为 
已 点 的 依赖 区 域 。 也 就 是 说 ，P 点 处 的 特性 仅仅 取决 于 区 域 政 中 发 生 的 事情 。 
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PP 点 所 依赖 
的 3》 轴 上 的 
初 值 


O 


图 3-3 与 双 曲 型 方程 的 解 有 关 的 区 域 和 边界 (二 维 定常 流 ) 


用 CFD 的 术语 讲 ， 由 双 曲 型 方程 决定 的 流 场 可 以 “推进 ”求解 。 计 算 从 给 定 的 初始 条 
件 (如 图 3-3 中 的 y 轴 ) 开始 ， 沿 着 x 轴 方 向 一 步 步 推进 ， 逐 步 求解 流 场 。 
在 流体 力学 中 ， 下 列 类 型 的 流动 是 由 双 曲 型 偏 微分 方程 控制 的 ， 所 以 它们 具有 上 面 描述 


的 性 质 。 

1. 定常 无 粘 超声 速 流动 

如 果 流 动 是 二 维 的 ， 则 流动 性 质 
与 图 3-3 中 已 经 讨论 过 的 一 样 。 假 设 
超声 速 流 绕 过 二 维 圆 弧 辟 型 (图 3- 
4) ， 绕 流 可 以 有 攻 角 w， 但 是 攻 角 不 
能 大 到 使 前 缘 激 波 脱 体 ， 也 不 能 产生 
局 部 亚 声 速 流动 (在 定常 流 中 ， 任 
何 局 部 亚 声速 流动 都 是 由 椭圆 型 方程 
决定 的 ， 原 来 用 于 求解 双 曲 型 方程 的 
那 种 向 下 游 推进 的 过 程 ， 数 学 上 成 为 
不 适 定 的 。 在 这 种 情况 下 ， 计 算 程 序 
通常 会 “ 爆 掉 " ) 。 具 体 地 讲 ， 对 于 
2. 8. 2 小 节 中 所 写 出 的 欧 拉 方 程 ( 方 


2 


-a 


图 34 ”特征 线 法 的 初 值 线 (二 维 定常 流 ) 

程 (2-82) ~ 方程 (2-86) ) ， 如 果 当 地 马赫 数 〈 见 例 3-1) 是 超声 速 时 ， 不 论 方程 写成 守恒 
形式 还 是 非 守恒 形式 ， 定 常 流动 的 方程 都 属于 双 曲 型 。 (更 直观 的 例子 是 方程 (3-20) ， 它 
是 在 无 旋 小 扰动 的 特殊 条 件 下 从 欧 拉 方程 导出 来 的 。 我 们 在 3. 3 节 中 已 经 证 明 : 当 Ma。 >1 
时 该 方程 是 双 曲 型 的 。 对 定常 流动 欧 拉 方 程 组 的 特征 值 更 一 般 性 的 分 析 表 明 ， 在 当地 马赫 数 
大 于 1 的 地 方 ， 该 方程 组 也 是 双 曲 型 的 。) 在 图 34 中 ， 流 动 被 认为 处 处 是 超声 速 的 ， 整 个 
流 场 由 双 曲 型 方程 控制 ， 主 流 方向 是 x 方向 。 于 是 这 个 流 场 可 以 这 样 计算 : 在 某 个 位 置 上 给 
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定 初 值 ， 从 初 值 开始 沿 着 * 方向 逐步 向 下 游 推进 ， 数 值 求解 控制 方程 。 计 算 中 采用 激 波 捕 提 
法 还 是 激 波 装配 法 ,将 影响 初 值 线 位置 的 选取 (回忆 一 下 2. 10 节 对 激 波 捕捉 法 和 激 波 装配 
法 的 讨论 ) 。 如 果 采 用 激 波 捕捉 法 ， 物 体 上 游 的 ab 线 可 以 作为 初 值 线 ， 此 时 初 值 就 是 沿 ab 
给 定 的 自由 来 流 。 如 果 采 用 激 波 装配 法 ， 紧 靠 机 辟 前 顶点 下 游 的 cd 线 和 ef 线 (从 物体 表面 
延伸 到 激 波 ) 可 以 作为 初 值 线 。 在 这 种 情况 下 ,通常 采 用 经 典 的 棉 面 斜 激 波 的 解 来 确定 沿 
着 cd 和 引线 的 初 值 ， 枫 角 等 于 机 辟 前 顶点 相对 于 自由 来 流 的 角度 。 这 种 解 沿 着 cd 给 出 一 组 
常数 ， 沿 线 给 出 另 一 组 常数 。 图 34 中 剩 下 的 流 场 可 以 从 这 些 初 值 线 开始 ， 向 下 游 推 进 求 
解 。 在 本 书 第 3 部 分 讨论 实际 应 用 时 ， 我 们 将 对 这 些 问 题 做 更 清楚 的 说 明 。 
PA 所 依赖 的 


yz 平面 上 的 - 
初 什 特征 曲面 


图 3-5 与 双 曲 型 方程 的 解 有 关 的 区 域 和 边界 (三维 定 常 流 ) 


为 将 上 面 的 讨论 推广 到 三 维 定常 超声 速 无 粘 流 动 ， 对 图 3-5 进行 考查 在 三 维 的 xyz 空间 
中 ,特征 曲线 将 变 成 特征 曲面 (图 3-5 ) 。 给 定 P 点 的 坐标 x* 、y、z。 该 点 处 的 信息 将 会 影 
响 向 前 的 特征 面 所 包含 的 阴影 区 域 。 另 外 ， 如 : 
果 和 z 平 面 是 初 值 面 ,那么 只 有 向 后 的 特征 面 
在 yz 平面 截取 的 区 域 (用 交叉 线 表 示 ) 内 的 
初 值 才能 对 已 点 有 影响 。 在 图 3-5 中 ， 对 未 知 
函数 ， 可 以 从 yz 平面 内 给 定 的 初 值 开始 ， 沿 
着 «方向 推进 求解 。 对 于 无 粘 超 声速 流动 问 
题 ， 通 常 取 流 动 的 方向 作为 * 方 向。 

2. 非 定常 无 粘 流动 

让 我 们 再 次 审视 2. 8. 2 小 节 中 提 到 的 欧 拉 
方程 。 如 果 时 间 导 数 不 等 于 零 ， 就 是 非 定常 流 
动 的 情形 ， 那 么 不 论 流动 是 局 部 亚 声 速 的 还 是 ， 
局 部 超声 速 的 ， 控 制 方程 都 是 双 曲 型 方程 。 严 es: pg 
格 地 讲 ， 这 种 流动 对 时 间 是 双 曲 型 的 (在 点 所 依赖 的 初 值 
11.2.1 小 节 中 将 导出 对 时 间 为 双 曲 型 的 方 
程 ) 。 这 意味 着 在 这 种 非 定常 流动 中 ， 无 论 空 


图 3-6 与 双 曲 型 方程 的 解 有 关 的 
区 域 和 边界 (一 维 非 定常 流 ) 
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间 是 一 维 、 二 维 还 是 三 维 的 ， 推 进 的 方向 总 是 时 间 方 向 。 让 我 们 对 此 做 进一步 的 讨论 。 对 于 
一 维 非 定常 流动 ， 设 P 点 位 于 x 平面 上 (图 3-6)。 受 P 了 点 影响 的 区 域 是 通过 P 点 向 前 的 两 
条 特征 线 之 间 的 阴影 区 域 。x 轴 (: =0) 是 初 值 线 , 但 P 点 的 解 仅 依赖 于 初 值 线 (x 轴 ) 上 
的 区 间 ab。 将 这 种 思想 扩展 到 二 维 非 定常 流动 ， 设 P 点 位 于 xyt 空间 (图 3-7)。 图 中 显示 
了 受 P 点 影响 的 区 域 以 及 P 点 的 解 所 依赖 的 xy 平面 内 的 区 域 。 从 xy 平面 内 已 知 的 初 值 开 
始 ， 流 场 可 以 沿 着 时 间 向 前 推进 求解 。 事 实 上 ， 推 广 到 三 维 非 定常 流动 时 ， 虽 然 难以 用 图 形 
表示 四 个 自 变量 的 情形 ， 但 方式 是 一 样 的 。 三 维 非 定常 流动 将 用 到 2. 8. 2 小 节 中 给 出 的 三 维 
欧 拉 方程 ， 但 依然 是 沿 时 间 方 向 向 前 推进 。 

我 们 在 什么 情况 下 会 遇 到 非 定 常 无 粘 流动 
呢 ? 一 个 经 典 的 例子 是 一 维 管道 内 波 的 运动 。 此 
时 我 们 感 兴趣 的 是 瞬 态 变化 。 另 一 个 例子 是 绕 过 
振荡 辟 型 的 二 维 非 定常 流动 。 然 而 在 CFD 中 ， 
非 定常 时 间 推 进 法 最 大 的 用 途 是 通过 长 时 间 的 推 
进 最 终 得 到 定常 流动 的 解 ， 前 提 是 边界 条 件 不 随 
时 间 变 化 。 时 间 推 进 在 这 里 只 是 得 到 定常 流 场 的 
一 种 方法 ， 最 终 的 结果 是 定常 流 场 。 这 样 做 看 起 
来 似乎 缺乏 效率 。 为 什么 在 计算 定常 流 场 时 却 要 
引入 时 间作 为 额外 的 自 变量 呢 ? 答案 是 : 这 是 能 
够 得 到 适 定 问题 的 惟一 途径 ， 因 而 也 是 惟一 能 够 
计算 出 定常 解 的 方法 。1. 5 节 中 超声 速 钝 体 问题 
的 求解 就 属于 这 种 情况 。 在 本 书 的 第 3 部 分 ， 我 


P 点 所 依赖 的 


们 还 会 看 到 更 多 采用 这 种 方法 的 例子 。 y _ za 平面 上 的 
初 值 
3.4.2 抛物 型 方程 图 3-7 与 双 曲 型 方程 的 解 有 关 的 区 域 
让 我 们 考虑 两 个 自 变量 x 和 y 的 抛物 型 方 和 边界 (二 维 非 定常 流 ) 


程 。xy 平面 如 图 3-8 所 示 。 考 虑 平面 上 一 个 给 定 
的 点 已 。 因 为 现在 考虑 的 是 抛物 型 方程 ， 只 有 一 
个 特征 方向 通过 P 点 。 假 设 初始 条 件 是 沿 ac 给 
定 的 ， 而 沿 着 曲线 ab 和 cd， 边 界 条 件 是 已 知 的 。 
通过 己 点 的 特征 方向 用 一 条 铬 垂 线 给 出 。 这 样 ， 
P 点 的 信息 影响 到 铅 垂 特征 线 右 侧 包含 在 两 个 边 
界 之 间 的 整个 区 域 。 也 就 是 说 ， 如 果 我 们 在 P 
点 用 针 刺 一 下 ， 图 3.8 中 整个 阴影 区 域 都 会 感受 
到 它 的 影响 。 

抛物 型 方程 与 上 节 讨论 的 双 曲 型 方程 一 样 ， 
也 适合 于 推进 解 。 从 初 值 线 ac 开始 ， 界 于 边界 
ab 与 cd 之 间 的 解 可 以 通过 沿 着 x 正 向 推进 求 出 。 ee 
而 且 这 里 的 讨论 可 以 直接 推广 到 三 维 ， 如 图 3-9 
所 示 。 抛 物 型 方程 有 三 个 自 变量 x*、y、z。 考 虑 图 3.9 中 的 一 点 P。 假 设 在 yz 平面 的 区 域 
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abcd 内 给 定 了 初 值 。 再 假设 在 abgh、cdef、ahed 和 bgfe 四 个 面 (这些 面 是 从 初 值 区 的 边界 沿 
着 x 方向 延伸 出 来 的 ) 上 给 定 边界 条 件 。 这 样 ,，P 点 的 信息 可 以 影响 到 P 点 右边 包围 在 边界 
面 之 内 的 整个 三 维 区 域 (图 3-9 中 交叉 线 表示 的 区 域 )。 从 初 值 区 abcd 开始 ， 沿 着 * 正 向 推 
进 求解 。 再 一 次 提醒 读者 ， 和 双 曲 型 方程 一 样 ， 抛 物 型 方程 也 适 于 推进 求解 。 


图 3-9 与 三 维 抛物 型 方程 的 解 有 关 的 区 域 和 边界 


什么 类 型 的 流 场 是 由 抛物 型 方程 决定 的 呢 ? 在 回答 这 个 问题 之 前 ， 让 我 们 回忆 一 下 第 2 
章 导 出 的 控制 方程 ， 它 的 一 般 形式 是 纳 维 -斯 托 克 斯 方程 。 我 们 整个 的 分 析 都 是 建立 在 这 个 
方程 的 基础 之 上 。 在 经 典 流体 动力 学 的 发 展 过 程 中 ， 根 据 所 分 析 的 特定 流 场 ， 曾 采用 过 纳 维 
-斯 托 克 斯 方程 的 各 种 简化 形式 (通常 是 纳 维 -斯 托 克 斯 方程 的 某 种 近似 ) 。 虽 然 纳 维 -斯 托 克 
斯 方程 本 身 具有 混合 型 方程 的 数学 特征 ， 但 是 从 纳 维 -斯 托 克 斯 方程 导出 的 许多 近似 形式 都 
是 抛物 型 方程 。 所 以 ， 当 我 们 问 起 什么 类 型 的 流 场 是 由 抛物 型 方程 决定 的 ， 实 际 上 是 在 问 : 
什么 样 的 近似 流动 模型 是 由 抛物 型 方程 决定 的 。 其 实在 3. 4. 1 小 节 处 理 双 曲 型 方程 时 也 要 这 
样 考虑 问题 。 那 里 给 出 的 两 个 例子 都 属于 欧 拉 方程 ， 而 欧 拉 方程 又 是 纳 维 -斯 托 克 斯 方程 应 
用 于 无 粘 流 动 时 的 简化 形式 。 如 果 我 们 仔细 研究 纳 维 -斯 托 克 斯 方程 的 各 种 近似 形式 ， 就 可 
以 发 现 ， 下 列 流动 模型 的 控制 方程 都 是 抛物 型 方程 。 

1. 定常 边界 层 流动 

提出 边界 层 的 概念 是 流体 力学 中 意义 最 为 深远 的 进展 ,边界 层 将 通常 的 流 场 分 成 了 两 个 
区 域 :物体 表面 附近 包含 了 所 有 粘性 效应 的 薄 层 ;@ 在 这 个 薄 的 粘性 层 外 部 的 无 粘 流 场 。 边 
界 层 的 概念 是 1904 年 在 德国 海德 堡 举行 的 第 三 届 数 学 家 大 会 上 由 Ludwig Prandt 提出 来 的 。 
物体 表面 附近 薄 的 粘性 层 被 称 为 边界 层 。 我 们 假定 读者 已 经 学 过 边界 层 的 概念 。 通 常 ,气动 
外 形 上 的 边界 层 如 图 3-10 所 示 。 假 设 按 物 体 的 长 度 工 计算 的 雷诺 数 Re( Re =p。 TY- LA ) 很 
大 ,边界 层 就 很 薄 。 在 边界 层 里 , 纳 维 -斯 托 克 斯 方程 可 以 简化 为 一 组 近似 方程 , 称 为 边界 层 方 
程 。 边 界 层 方程 是 抛物 型 的 。 通 常 ,边界 层 方程 这 种 近似 足够 精确 , 它 描 述 了 图 3-10a 中 沿 着 
外 形 表 面 那个 薄 的 阴影 区 内 的 流动 。 这 个 很 薄 的 边界 层 内 包含 了 所 有 的 粘性 效 性 ,而 边界 层 
外 的 流动 是 无 粘 的 。 因 为 边界 层 方程 是 抛物 型 的 ,所 以 可 以 用 推进 的 方法 求解 。 从 物体 头 部 
的 初 值 开 始 ,边界 层 方程 可 以 沿 着 ; 方向 向 下 游 推进 求解 ,这 里 * 是 指 从 物体 前 缘 开 始 的 物 面 
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距离 ,如 图 3-10a 所 示 。 图 3-10b 给 出 了 头 部 区 域 的 细节 。 这 里 ,初始 条 件 是 沿 着 穿 过 边界 层 
的 ab 和 ef 线 给 定 的 。 这 些 初始 条 件 需 另 外 由 边界 层 方程 的 特 解 得 到 ,例如 栅 形 平板 (如 果 图 
3-10 中 的 物体 是 二 维 的 ) 或 尖 锥 (如 果 物 体 是 三 维 轴 对 称 的 ) 的 边界 层 相似 解 。 于 是 ,从 这 些 
初始 条 件 开始 ,边界 层 方程 的 求解 从 线 ab 和 ef 向 下 游 推进 。 曲 线 ad 和 eh 代表 了 物 面 边界 ， 
在 这 个 表面 上 应 给 定 2. 9 节 中 所 述 的 无 滑 移 边界 条 件 。 曲 线 bc 和 不 代表 了 边界 层 的 外 边界 ， 
在 这 个 边界 上 通常 给 定 已 知 的 无 粘 流 。 按 照 一 阶 边界 层 近似 理论 ,这 个 已 知 的 无 粘 流 动 与 绕 
过 该 物体 的 纯 无 粘 流动 的 解 是 一 样 的 。 总 之 ,边界 层 方程 是 抛物 型 的 ,可 以 从 初 值 线 沿 着 ; 方 
向 向 下 游 推 进 求解 ,同时 在 每 一 个 * 位 置 上 满足 物 面 边界 条 件 和 外 边界 条 件 。 

2. “抛物 化 ”粘性 流动 

当 边 界 层 不 再 是 薄 层 的 时 
候 会 发 生 什么 事情 ? 也 就 是 
说 ， 如 果 所 研究 的 整个 流 场 都 
是 粘性 的 又 会 怎样 ? 图 3-11 
描述 了 处 于 超声 速 流 中 的 尖 头 
物体 。 如 果 雷 诺 数 足够 低 ， 粘 
性 效应 将 会 影响 到 远离 物 面 的 
流 场 。 事 实 上 ， 激 波 和 物 面 之 
间 的 流 场 可 能 都 是 粘性 的 。 在 
这 种 情况 下 ， 边 界 层 的 解 不 再 
适用 ， 因 为 边界 层 方程 对 这 种 
流动 已 不 再 成 立 。 但 另 一 方 
面 ， 如 果 流 动 沿 流向 没有 局 部 
的 逆向 分 离 流动 ， 对 纳 维 -斯 图 3-10 边界 层 流动 
托 克 斯 方程 可 以 作 另外 一 种 简 
化 。 比 如 说 ， 如 果 方 程 (2-58a ~ e) 以 及 方程 (2-81) 中 所 有 包含 流向 导数 的 粘性 项 (如 


9 (A Ve V+ ee). die. [En 小 到 可 以 忽略 ， 而 且 流动 是 定常 的 ， 则 导出 


的 方程 称 为 抛物 化 纳 维 -斯 托 克 斯 (PNS) 方程 。 这 样 叫 是 因为 简化 后 的 纳 维 -斯 托 克 斯 方程 
显示 出 了 抛物 型 的 数学 特性 。PNS 方 程 的 优点 在 于 :@ 比 纳 维 -斯 托 克 斯 方程 更 简单 ,包含 
的 项 更 少 ; @ 可 以 采用 向 下 游 推进 的 pF 
方法 求解 。 另 一 方面 ， 由 于 涉及 流向 

导数 的 粘性 项 被 忽 咯 了 ， 而 这 些 导数 “sy yy 3 
项 反映 了 流动 中 粘性 效应 向 上 游 反馈 一 一 一 > 0& 
信息 的 物理 机 制 ， 所 以 PNS 方程 不 

能 用 于 计算 沿 流向 存在 分 离 区 的 粘性 

流动 。 对 于 某 些 应 用 来 说 这 是 一 个 很 

大 的 限制 。 尽 管 存在 这 种 缺陷 ，PNS 图 3.11 粘性 激 波 层 流动 

方程 可 向 下 游 推进 求解 这 一 点 仍 具有 

很 大 的 优势 ， 所 以 这 种 方法 得 到 了 广泛 的 应 用 。 图 3-11 中 画 出 的 这 类 粘性 流动 很 适合 用 
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PNS 求解 ， 并 且 这 种 解法 的 精度 通常 是 可 以 接受 的 。 


3. 非 定常 热传导 


考虑 液体 或 气体 的 定常 流 场 ， 其 中 的 热量 以 热传导 的 方式 传递 。 假 设 流体 中 的 温度 梯度 
是 时 间 的 函数 (例如 ， 由 于 壁面 温度 随时 间 变 化 所 导致 的 温度 梯度 变化 ) 。 尽 管 这 个 例子 本 


身 不 是 一 种 流动 ，( 这 个 例子 中 ,流体 本 身 没有 流动 ， 但 存在 热传导 。 


译 者 注 ) 但 我 们 


还 是 很 容易 从 方程 (2-73) 中 (通过 令 了 =0) 得 到 热传导 方程 。 此 时 方程 (2-73) 变 


成 


Ce 
pa 2 Ox 


Ox 


A 


-2 
9y 0z 0z (05) 


此 外 ， 如 果 没 有 附加 的 体积 热 ( 4 =0) ， 并 假设 内 能 。=c,7, 方程 (3-25) 变 成 


下 = 工 [二 (5 人 ， 
Ot pc,L 9x Ox 9y 


方程 (3-26) 是 整个 流 场 中 的 温度 7 随时 间 和 
空间 变化 的 控制 方程 。 对 于 时 间 变 量 ， 它 是 抛 
物 型 的 ， 可 以 进行 时 间 推 进 求解 。 

如 果 我 们 进一步 假定 上 是 常数 ， 方 程 〈3- 
26) 可 写成 


ol 
a 1 


这 里 a = ivpc, 为 热 扩 散 率 ， 其 物理 意义 是 流 
体 微 团 (由 于 热传导 ) 传递 能 量 的 能 力 与 其 
保持 能 量 的 能 力 之 比 ， 也 就 是 流体 吸收 热量 的 
能 力 。 方 程 (3-27) 就 是 人 们 熟悉 的 热传导 方 
程 ， 当 然 ， 它 也 是 抛物 型 方程 。 

在 图 3-12 中 定性 地 画 出 了 热传导 方程 典 
型 的 解 。 其 中 ， 在 距离 为 L 的 两 个 半 无 限 长 壁 
面 之 间 有 传 热 的 流体 。 我 们 假设 整个 流 场 中 的 
流体 初始 时 刻 具 有 温度 7 了 =7T，( 常数 ) ， 并 处 
于 平衡 态 。 两 个 壁面 的 初始 温度 T, = Tu = 
71。 现 在 假设 在 +=0 时 刻 ， 右边 的 壁面 温度 
突然 增加 到 7,。 = 7T,， 而 左边 的 壁面 温度 保持 
在 Tu =7T,。 由 于 壁面 温度 的 突然 增加 ， 流 体 
的 温度 将 发 生 非 定常 的 变化 ， 其 瞬时 温度 分 布 
由 方程 (3-27) 确定 ， 在 空间 一 维 的 情形 就 是 


(3-27) 


0 了 
ot 


(ee le) 


(3-26) 


Ti =T| 


1 b) 
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i 
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图 3-12 常 物性 流体 (p、c, 和 上 下 均 为 常数 ) 
典型 的 瞬时 温度 分 布 


(该 分 布 起 源 于 7=0 时 刻 右边 的 壁面 温度 
Tvw 从 Ti 突然 增加 到 7,) 


oT 
Tg 
Ox 


(3-28) 


图 3-12 中 画 出 了 不 同时 刻 温度 在 x 方向 上 的 分 布 。 从 t=0 时 刻 的 常温 开始 ， 时 间 是 逐 
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渐 增 加 的 〈 忆 >t >0) 。 当 时 间 趋 于 无 穷 时 ， 最 终 定常 的 温度 分 布 是 线性 的 。 
3.4.3 椭圆 型 方程 


让 我 们 考虑 两 个 自 变 量 x 和 y 的 椭圆 型 方程 。 在 图 3-13 中 画 出 了 xy 平面 。 回 忆 3.2 市 ， 
对 于 椭圆 型 方程 ， 特 征 线 是 虚数 ， 所 以 与 特征 线 有 关 的 解法 对 于 椭圆 型 方程 来 说 是 不 适用 
的 。 对 于 椭圆 型 方程 ， 没 有 有 限 的 影响 区 域 和 依赖 区 域 ， 信 息 可 以 向 任何 方向 传播 到 任何 地 
方 。 例 如 ， 考 虑 位 于 xy 平面 上 的 一 点 已 (图 3-13)。 假 设 问 题 的 定义 域 是 图 3-13 中 所 画 的 
abcd，P 点 位 于 这 个 封闭 区 域 中 的 某 处 。 这 与 图 3-3( 双 曲 型 方程 》 和 图 3-8 (抛物 型 方程 ) 
中 的 开 区 域 形成 了 鲜明 的 对 比 。 现 在 假设 我 们 在 P 点 做 微小 的 扰动 。 椭 圆 型 方程 最 重要 的 
数学 性 质 就 是 这 种 扰动 在 整个 区 域内 都 能 感觉 到 。 此 外 ， 因 为 P 点 可 以 影响 区 域内 的 每 一 
个 点 ， 所 以 P 点 的 解 反 过 来 也 受到 整个 封闭 边界 abcd 的 影响 。 这 样 ，P 点 的 解 需要 与 流 场 
中 所 有 的 点 同时 求解 。 这 与 双 曲 型 方程 和 抛物 型 方程 的 “推进 ”解法 形成 了 强烈 的 对 比 。 
由 于 这 个 原因 ， 涉 及 椭圆 型 方程 的 问题 常常 被 称 为 “陪审 团 ” 问 题 ， 因 为 区 域内 的 解 依 赖 
于 所 有 的 边界 ， 必 须 在 整个 边界 abcd 上 给 定 边界 条 件 。 这 些 边界 条 件 可 以 有 以 下 几 种 形式 : 

1) 在 边界 上 指定 未 知 函 数 w 和 vw， 这 种 边界 条 件 y 
称 为 Dirichlet 条 件 。 

2) 在 边界 上 指定 未 知 函 数 的 导数 ， 例 如 39u/9x， 
这 种 边界 条 件 称 为 Neumann 条 件 。 

3) Dirichlet 条 件 和 Neumann 条 件 的 混合 条 件 。 

什么 类 型 的 流动 是 由 椭圆 型 方程 决定 的 呢 ? 下 面 我 
们 考虑 两 种 流动 。 

1. 定常 亚 声速 无 粘 流动 图 3-13 与 二 维 椭 圆 型 方程 的 

这 里 ， 关 键 词 是 “ 亚 声速 ”。 在 亚 声 速 流动 中 ， 扰 解 有 关 的 区 域 和 边界 
动 以 声速 传播 ， 理 论 上 可 以 向 上 游 无 限制 地 传播 。 在 无 
粘 的 亚 声速 流动 (没有 粘性 耗 散 、 热 消耗 和 物质 的 扩散 ) 中 ， 有 限 的 扰动 可 以 沿 着 任何 方 
向 传播 到 无 穷 远 。 例 如 ， 大 家 都 很 熟悉 的 绕 辟 型 的 亚 声速 流动 ， 如 图 3-14 中 的 照片 所 示 。 
辟 型 前 面 的 流 线 向 上 偏离 ， 辟 型 后 部 的 流 线 向 下 偏离 。 请 注意 偏离 的 方式 。 在 亚 声 速 流 动 
中 ， 由 于 翼 型 的 存在 所 造成 的 扰动 将 会 传 禹 整个 流 场 ， 包 括 远 前 方 的 上 游 。 图 3-14 是 与 椭 
圆 型 方程 数学 特性 一 致 的 物理 图 像 。 无 粘 流动 的 控制 方程 是 欧 拉 方程 (方程 (2-82) ~ (2- 
86) ) 。 用 3. 2 节 或 3.3 节 的 方法 可 以 证 明 ， 在 当地 马赫 数 小 于 1 的 时 候 ， 定 常 欧 拉 方 程 是 椭 
圆 型 的 (参见 例 3-1)。 所 以 ， 亚 声速 流 中 如 果 存 在 一 个 经 型 ， 无 粘 流 的 整个 流 场 都 会 有 影 
响 ， 图 3-14 就 是 这 种 表现 的 例子 。 

2. 不 可 压 无 粘 流 动 

实际 上 ， 不 可 压 流 动 是 马赫 数 趋 于 零 时 亚 声速 流动 的 极限 情况 ， 所 以 不 可 压 无 粘 流动 的 
控制 方程 是 椭圆 型 方程 就 不 值得 奇怪 了 。( 马赫 数 的 定义 是 Ma = V/a， 这 里 的 a 是 声速 。 理 
论 上 讲 ， 严 格 的 不 可 压 流动 ， 流 体 的 可 压缩 性 为 零 ， 所 以 声速 无 穷 大 。 如 果 a 无穷大， 尽管 
V 是 有 限 值 ， 仍 有 Ma =0)。 实 际 上 ， 这 种 流动 是 椭圆 型 特性 的 代表 。 前 面 描 述 的 定常 亚 声 
速 无 粘 流动 的 所 有 特性 ， 不 可 压 无 粘 流动 也 都 具有 ， 并 且 表 现 得 更 为 明显 。 
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图 3-14 ” 绕 必 型 的 低速 亚 声速 流动 〈 烟 流 照 片 ) 


3.4.4 注释 


现代 高 速 空气 动力 学 中 最 重要 的 问题 之 一 就 是 超声 速 、 高 超声 速 无 粘 钝 体 绕 流 的 求解 。 
在 1.5 节 中 对 这 一 问题 做 过 介绍 ， 并 强调 对 于 亚 声速 /超声 速 混合 的 定常 流动 ,求解 是 困难 
的 。 在 进一步 学 习 之 前 ， 读 者 应 该 重新 阅读 1.5 节 的 后 半 部 分 ， 回 到 图 1-30 及 与 之 相关 的 
文字 内 容 ， 你 将 找到 关于 超声 速 钝 体 流 场 混合 性 质 的 讨论 。 当 时 我 们 已 经 把 混合 流 场 中 局 部 
亚 声速 流 场 称 为 椭圆 型 区 域 ， 局 部 超声 速 流 场 称 为 双 曲 型 区 域 。 求 解 这 样 的 定常 无 粘 流动 ， 
想 找 到 在 两 种 区 域 同时 有 效 的 求解 方法 是 非常 困难 的 。 现 在 ， 利 用 我 们 在 本 章 讨论 的 偏 微 分 
方程 数学 性 质 ， 我 们 就 能 够 充分 认识 和 理解 这 种 困难 的 根源 。 由 于 双 曲 型 方程 和 椭圆 型 方程 
完全 不 同 的 数学 特性 ， 跨 过 声速 线 时 欧 拉 方程 的 性 质 发 生 了 突然 的 改变 。 而 由 于 存在 这 种 改 
变 ， 求解 钝 体 定常 流 场 时 ， 任 何 采 用 统一 方式 处 理 超声 速 区 域 和 亚 声 速 区 域 的 方法 实际 上 都 
是 不 可 能 的 。 但 是 ， 在 1.5 节 提 到 了 关于 这 个 问题 的 一 个 突破 ， 这 个 进展 发 生 在 20 世纪 60 
年 代 中 期 。 现 在 我 们 已 经 能 够 理解 这 一 进展 的 实质 了 。 想 一 想 图 3-7 ， 无 论 流动 是 局 部 亚 声 
速 还 是 局 部 超声 速 的 ， 非 定常 无 粘 流 动 的 控制 方程 却 都 是 双 曲 型 方程 。 这 就 提供 了 下 面 的 机 
会 。 在 图 1-30 所 示 xy 平面 中 给 定 流 场 的 初始 条 件 ， 从 这 个 初始 流 场 开 始 ， 按 图 3-7 中 那样 
沿 时 间 推 进来 求解 非 定常 二 维 无 粘 流 动 方程 。 当 时 间 充 分 大 之 后 ， 解 趋 近 于 定常 ， 于 是 流动 
变量 的 时 间 导 数 趋 于 零 。 这 个 定常 解 就 是 所 要 的 结果 。 当 解 趋 近 于 定常 时 ， 你 得 到 的 是 包括 
亚 声速 区 和 超声 速 区 在 内 整个 流 场 的 解 。 而 且 ， 这 个 解 是 在 整个 流 场 采 用 一 种 统一 的 方法 获 
得 的 。 上 述 讨论 给 出 了 求解 流动 问题 的 时 间 相关 法 的 理论 基础 。Moretti 和 Abbett 在 1966 年 
从 数值 上 实现 了 这 种 方法 ， 导 致 了 求解 1. 5 节 中 所 讨论 的 超声 速 钝 体 问题 的 重要 突破 。 乍 一 
看 ， 增 加 的 时 间 自 变量 ， 似 乎 是 个 额外 的 负担 ， 但 事实 并 非 如 此 。 如 果 不 引 入 时 间 这 个 自 变 
量 ， 这 种 问题 将 无 法 求解 。 通 过 引入 时 间作 为 自 变量 ， 欧 拉 方 程 对 时 间 变 量 成 为 双 曲 型 的 ， 
才 有 可 能 直接 沿 着 时 间 推 进 求解 ， 并 在 时 间 充 分 大 之 后 得 到 定常 流动 正确 的 结果 。 对 于 钝 体 
问题 ， 在 时 间 充 分 大 之 后 得 到 的 解 就 是 所 要 的 定常 解 ， 而 时 间 推 进 法 只 是 达到 这 一 目的 的 一 
种 手段 。 这 个 经 典 的 例子 体现 了 理解 不 同类 型 偏 微分 方程 数学 性 质 的 重要 性 。 在 钝 体 问题 
中 ， 巧 妙 地 运用 这 种 理解 得 到 了 实用 的 结果 。 而 在 这 之 前 ， 我 们 对 这 一 问题 毫 无 办 法 。 

上 面 所 说 的 时 间 推 进 法 ， 时 间 充 分 大 之 后 得 到 定常 流 场 是 其 主要 目标 。 这 种 方法 不 是 仅 
用 来 求解 决 钝 体 问题 ， 在 现代 CFD 的 许多 应 用 中 广泛 采用 了 这 种 方法 的 思路 。 例 如 ， 非 定 
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常 流动 纳 维 - 斯 托 克 斯 方程 的 数学 性 质 ， 很 难 妇 人 某 个 单一 的 种 类 。 其 实 ， 纳 维 -斯 托 克 斯 方 
程 同时 具有 抛物 型 和 椭圆 型 的 数学 特性 。 抛 物 型 特性 是 通过 速度 和 内 能 的 时 间 导 数 体现 的 ， 
这 和 热传导 方程 (3-27) 通过 温度 7 的 时 间 导 数 来 表现 抛物 型 特性 的 方式 如 出 一 略 。 椭 加 型 
的 那 部 分 特性 来 自 于 粘性 项 ， 它 提供 了 流动 向 上 游 反 馈 信息 的 机 制 。 尽 管 纳 维 -斯 托 克 斯 方 
程 具 有 混合 型 的 性 质 ， 时 间 推 进 解法 仍旧 是 适 定 的 。 对 可 压缩 纳 维 -斯 托 克 斯 方程 ， 现 有 的 
许多 数值 解法 都 采用 时 间 推 进 法 。 


3.S 定 解 问题 的 适 定性 


我 们 用 一 个 定义 来 结束 这 一 章 ， 这 是 一 个 我 们 能 够 理解 的 定义 。 在 偏 微分 方程 的 求解 
中 ， 我 们 有 时 试图 用 不 正确 或 不 充分 的 边界 条 件 和 初始 条 件 求解 。 无 论 是 通过 解析 方法 或 数 
值 方法 求解 ， 对 于 这 种 不 适 定 的 问题 ， 往 好 了 说 常常 导致 虚假 的 解 ， 往 坏 了 说 根本 无 解 。 前 
面 讨 论 的 超声 速 钝 体 问题 就 是 一 个 典型 的 例子 。 当 从 定常 流 的 角度 考虑 亚 声速 -超声 速 混合 
问题 时 ， 任 何 想 在 两 个 区 域内 得 到 一 致 有 效 解 的 想法 都 会 导致 不 适 定 问题 。 

因此 ， 我 们 定义 适 定性 : 如 果 一 个 偏 微分 方程 的 解 存在 并 且 是 惟一 的 ， 同 时 ， 解 连续 地 
依赖 于 初始 条 件 和 边界 条 件 ， 那 么 这 个 问题 是 适 定 的 。 在 CFD 中 ， 数 值 求解 之 前 确认 问题 
是 适 定 的 ， 这 一 点 非常 重要 。 当 使 用 非 定常 欧 拉 方程 求解 钝 体 问题 时 ,在 1 =0 时 刻 给 定 初 
始 条 件 《〈 基 本 上 可 以 任意 给 定 ) ， 然 后 使 用 时 间 推 进 法 直到 时 间 充 分 大 时 得 到 定常 状态 的 
解 ， 问 题 就 成 为 适 定 的 。 


3.6 小 结 


回 到 路 线 图 3-1 ， 回 想 一 下 我 们 为 讨论 各 种 类 型 偏 微 分 方程 的 数学 性 质 而 制定 的 相当 直 
接 的 路 线 。 有 两 种 标准 的 方法 可 用 于 确定 方程 的 数学 特性 ， 就 是 3.2 节 描 述 的 克 莱 默 法 则 和 
3. 3 节 描 述 的 特征 值 法 。 许 多 方程 可 以 明确 地 分 类 ， 或 为 双 曲 型 ， 或 为 椭圆 型 ， 或 为 抛物 
型 。 还 有 一 些 方程 ， 如 非 定常 纳 维 -斯 托 克 斯 方程 ， 是 混合 型 的 。 双 曲 型 和 抛物 型 方程 的 重 
要 数学 特性 是 : 非常 适合 从 已 知 的 初 值 线 或 初 值 平面 出 发 推进 求解 。 相 反 ， 椭 圆 型 方程 不 
行 。 对 于 椭圆 型 方程 ， 一 点 处 的 流 场 变 量 必须 与 其 他 所 有 点 处 的 流 场 变量 同时 求解 。 显 然 ， 
椭圆 型 方程 与 双 曲 型 、 抛 物 型 方程 之 间 不 同 的 数学 性 质 ， 是 这 些 方 程 所 描述 的 流动 具有 的 不 
同 物理 特性 的 直接 反映 。 

最 后 ， 注 意 这 一 章 是 本 书 第 一 部 分 的 结尾 。 我 们 已 经 考察 、 推 导 了 理解 和 应 用 CFD 所 
必需 的 基本 思想 和 方程 。 现 在 的 重点 即将 转移 到 CFD 的 数值 实现 ， 也 就 是 本 书 第 2 部 分 的 
内 容 。 


习题 

3-1 展开 式 (3-14) 中 的 行列 式 ， 得 出 洛 特征 线 成 立 的 相 容 性 方程 。 

3-2 在 3.4.2 小 节 讨 论 非 定常 热传导 时 指出 ， 方 程 (3-26) 或 方程 (3-27) 给 出 的 热 
传导 方程 是 抛物 型 方程 ， 但 没有 给 出 证 明 。 作 为 简化 ， 考 虑 一 维 热传导 方程 
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证 明 ; 这 个 方程 是 抛物 型 的 。 
3-3 考虑 拉 普 拉 斯 (Laplace) 方程 


09 9 由 
eo 
x 0y 
证 明 : 这 是 一 个 椭圆 型 方程 。 
34 证明: 二 阶 波动 方程 
oat? ax 
是 双 曲 型 方程 。 
3-$ 证 明 : 一 阶 波动 方程 
eno 
ot Ox 


是 双 曲 型 方程 。 


在 第 1 部 分 ,我们 讨论 了 CFD 的 基本 原理 ， 仔 细 推 导 和 考察 了 流体 流动 的 控制 方程 ， 
比较 了 不 同类 型 偏 微分 方程 的 数学 性 质 。 虽 然 到 目前 为 止 ， 我 们 对 数值 方法 还 没有 进行 任何 
讨论 ， 但 上 述 这 些 背景 知识 对 于 CFD 来 说 都 是 必 不 可 少 的 。 现 在 ， 时 机 终于 来 了 。 在 第 2 
部 分 ， 我 们 会 将 重点 放 在 CFD 数值 方法 的 基本 内 容 上 。 我 们 将 要 介绍 离散 化 的 基本 方法 ， 
也 就 是 如 何 将 控制 方程 中 的 导数 〈 或 积分 ) 换 成 离散 的 数值 。 偏 微分 方程 的 离散 化 称 为 有 
限 差分 方法 ， 而 积分 形式 方程 的 离散 化 称 为 有 限 体积 方法 。 此 外 ， 数 值 解法 的 许多 应 用 涉及 
复杂 的 坐标 系 以 及 布置 在 这 些 坐 标 系 内 的 网 格 。 为 了 使 用 这 种 坐标 系 ， 有 时 还 需要 将 控制 方 
程 适当 地 变换 到 这 种 坐标 系 中 。 所 以 ， 这 一 部 分 所 要 讨论 的 另 一 个 方面 就 是 坐标 变换 与 网 格 
生成 。 这 完全 是 因为 CFD 中 需要 处 理 各 种 各 样 的 坐标 系 。 上 面 提 到 的 所 有 内 容 都 将 安排 在 
第 2 部 分 一 一 基本 的 数值 方法 这 一 标题 下 展开 讨论 。 
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离散 化 的 基本 方法 


4.1 引言 


首先 ， 需 要 对 “离散 化 ”这 个 词 作 一 些 解释 。 这 个 名 词 来 源 于 “离散 的 ”, 《新 英汉 字 
典 》 中 对 “离散 的 ”这 个 词 的 解释 为 “分 离 的 ， 分 立 的 ， 不 连续 的 ， 无 联系 的 ” 。 然 而 ,在 
这 本 字典 中 却 找 不 到 “离散 化 ”这 个 词 ， 在 《牛津 现代 高 级 词典 》 中 也 找 不 到 。( 根 据 国 内 
的 情况 ， 这 里 对 原著 引用 的 两 本 英语 字典 作 了 改动 。 一 一 译 者 注 ) 当今 最 流行 的 两 本 字典 
都 没有 收录 这 个 词 ， 至 少 说 明 这 个 名 词 是 一 个 新 闻 ， 而 且 相 当 深 奥 。 实 际 上 这 个 词 似 乎 只 出 
现在 数值 分 析 的 文献 中 ， 最 早出 现在 1955 年 W. R. Wasow 的 一 篇 德语 论文 中 。 后 来 ，Ames 
在 他 1965 年 写 的 一 本 关于 偏 微分 方程 的 书 中 沿用 了 这 个 名 词 。 

一 个 封闭 形式 的 数学 表达 式 ， 例 如 函数 ， 或 函数 的 微分 方程 、 积 分 方程 ， 在 某 个 区 域 里 
被 看 成 连续 的 ， 有 无 穷 多 个 值 。 离 散 化 的 实质 就 是 用 另外 一 个 类 似 的 表达 式 来 近似 它 ， 但 是 
这 个 近似 表达 式 只 在 区 域内 有 限 多 个 离散 点 或 控制 体 上 规定 了 取 值 。 这 听 起 来 似乎 有 点 难于 
理解 ， 那 就 让 我 们 给 出 更 详尽 的 介绍 ， 把 它 搞 清楚 。 为 了 本 书 的 目的 ， 我 们 针对 偏 微分 方程 
进行 讨论 。 这 一 节 接 下 来 的 内 容 ， 就 是 详细 讨论 “离散 化 ”的 含义 。 

偏 微 分 方程 的 解析 解 是 封闭 形式 的 表达 式 ， 它 给 出 了 未 知 函数 在 区 域内 的 连续 变化 。 相 


计算 流体 力学 基础 及 其 应 用 


反 ， 数 值 解 只 在 区 域内 的 离散 点 上 给 出 了 结果 ， 这 些 离散 点 叫做 网 格 点 。 例 如 ， 图 4-1 给 出 
了 平面 内 的 一 组 离散 网 格 点 。 为 方便 起 见 ， 假 设 网 格 点 在 x 方向 上 的 间距 是 均匀 的 ， 记 
作 Ax， 在 7 方向 上 的 间距 也 是 均匀 的 ， 记 作 Ay， 如 图 4-1 所 示 。 一 般 来 讲 ，Ax 和 Ay 可 以 
不 相等 。 其 实 ， 均 匀 间 中 并 不 是 绝对 必要 的 。 我 们 完全 可 以 处 理 不 等 距 的 情况 。 此 时 ， 相 邻 
两 点 之 间 的 间距 (Ax 或 Ay) 是 可 以 变化 的 。 但 是 ， 多数 CFD 应 用 是 在 每 个 方向 都 等 距 分 
布 的 网 格 上 进行 数 信 求解 的 。 这 样 能 够 大 大 简化 编程 ， 节 省 存 迪 空间， 而且 通常 能 给 出 更 为 
精确 的 解 。 这 种 等 距 网 格 并 不 是 出 现在 物理 空间 。 在 CFD 中 ， 往 往 要 在 经 过 变换 得 到 的 计 

空间 中 进行 数值 计算 。 在 计算 空间 中 ， 变 换 后 的 自 变 量 是 等 距 分 布 的 。 但 是 ， 与 之 相对 应 
的 原 自 变量 在 物理 空间 却 不 一 定 是 等 距 分 布 的 。 (关于 这 件 事 ， 我 们 在 第 $ 章 还 将 仔细 讨 
论 。) 所 以 ， 这 一 章 我 们 就 假设 每 一 个 坐标 方向 上 都 是 等 间距 的 ,但 是 不 向 方向 上 的 间距 可 
以 是 不 一 样 的。 具体 地 讲 ， 可 以 假设 Ax 和 Ay 都 是 常数 ， 但 Ax 不 一 定 要 等 于 Ay。( 应 该 指 
出 ，CFD 研究 对 非 结 构 网 格 很 关注 。 在 非 结 构 网 格 中 ， 网 格 点 是 以 很 不 规则 的 方式 分 布 在 
流 场 中 的 。 结 构 网 格 则 不 同 。 它 在 某 种 意义 上 体现 出 几何 上 的 一 种 规律 性 。 图 4-1 就 是 结构 
网 格 的 例子 ， 而 关于 非 结构 网 格 的 有 关内 容 将 在 第 $ 章 讨 论 。) 

还 是 回 到 图 4-1。 网 格 沿 * 方向 用 ;标记 ，> 
沿 y 方向 用 j 标记 。 如 果 P 点 的 标号 是 (i， 
让， 那么 PP 点 右边 的 网 格 点 就 是 (i+1, )】)， 
左边 是 (i -1, j)， 上 边 是 (i, j+1), 下 边 
是 (i, j-1)。 

此 时 ， 我 们 再 来 详细 讨论 “离散 化 ”一 
词 的 含义 。 假 设 有 一 个 二 维 流 场 ， 控 制 方程 是 
第 2 章 推导 的 纳 维 -斯 托 克 斯 方程 ， 也 可 以 是 
欧 拉 方程 。 这 些 方程 都 是 偏 微分 方程 。 这 些 方 
程 的 解析 解 理论 上 以 封闭 形式 的 表达 式 将 w、? 
v、p、pP 等 表示 成 x、y 的 函数 。 用 这 些 表 达 
式 ， 我 们 可 以 在 流 场 中 任意 指定 的 点 上 得 到 流 
场 变量 的 值 。 也 就 是 说 ， 我 们 可 以 在 无 穷 多 个 〈*，7y) 点 上 得 到 流 场 变量 的 值 。 但 是 ， 如 
果 这 些 控制 方程 中 的 偏 导 数 被 换 成 一 组 近似 的 代数 差分 (下 一 节 将 推导 代数 差分 ， 它 们 只 
用 图 4-1 中 两 个 或 多 个 离散 网 格 点 上 的 流 场 变量 进行 表述 ) ， 那 么 微分 方程 就 完全 被 一 组 代 
数 方程 所 代替 。 解 这 个 代数 方程 组 ， 我 们 只 能 得 到 流 场 变量 在 离散 网 格 点 上 的 值 。 从 这 个 意 
义 上 讲 ,原来 的 偏 微分 方程 被 “离散 化 ”了 ， 而 这 种 离散 化 的 方法 叫做 有 限 差分 方法 。CFD 
中 广泛 使 用 有 限 差分 方法 ,因此 本 章 的 多 数 内 容 都 是 关于 有 限 差分 的 。 

上 面 解释 了 离散 化 的 含义 。CFD 中 的 所 有 方法 都 使 用 了 某 种 形式 的 离散 化 。 本 章 的 目 
的 就 是 推导 并 讨论 当前 有 限 差分 方法 中 用 到 的 离散 化 的 更 一 般 形式 ， 所 以 “有 限 差分 ”成 
为 图 4-2 中 三 个 主要 标题 中 的 一 个 。 图 4-2 实际 上 是 本 章 的 路 线 图 。 图 中 其 余 两 个 主要 标题 
分 别 是 “有 限 体积 ”和 “有 限 元 ”。 有 限 体积 方法 和 有 限 元 方法 多 年 来 在 计算 力学 中 有 着 广 
泛 的 应 用 ， 但 本 书 因 为 篇 幅 所 限 ， 不 去 讨论 这 两 种 方法 。 关 于 有 限 体积 离散 的 初步 内 容留 作 
本 章 末 的 习题 4-7。 但 要 指出 ，CFD 可 以 用 这 三 种 离散 化 方法 一 一 有 限 差分 、 有 限 体积 或 有 
限 元 中 的 任何 一 种 进行 处 理 。 


图 4-1 高 散 网 格 点 
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再 来 仔细 考察 图 4-2 中 的 路 线 图 。 本 章 的 目的 是 构造 有 限 差分 的 基本 离散 关系 式 ， 同 时 
给 出 这 些 关系 式 精度 的 阶 。 图 4-2 中 的 路 线 图 给 出 了 我 们 前 进 的 方向 ， 让 我 们 继续 前 行 。 
[高 区 化 方法 | 


有 限 差分 有 限 体 积 有 限 元 


有 限 差 分 的 推导 ,精度 的 阶 ] | 有 限 体积 方程 的 推导 (习题 47) | 


有 限 差分 方程 :截断 误差 | 


求解 方式 ; 显 式 和 隐 式 | 


稳定 性 分 析 
图 4-2 第 4 章 的 路 线 图 


4.2 ”有限 差分 基础 


本 节 将 讨论 用 适当 的 代数 差分 ( 即 有 限 差分 ) 来 代替 偏 导数 。 用 泰勒 级 数 展开 可 以 推 
导出 导数 的 有 限 差分 的 一 般 形式 。 例 如 ， 在 图 4-1 中 ， 如 果 用 uw 表示 速度 的 x 分量 在 (i, 
让 点 的 值 ， 则 (i+1, j) 点 的 速度 分 量 ,可 以 用 (i, j) 点 的 泰勒 级 数 展开 表示 

_ ou Buy (Ax)” /ou (Ax)? 
CE [( 呈 Ast+[( 瑟 | + 6 一 + (4-1) 

例 4-1 考虑 到 部 分 读者 可 能 还 不 太 熟 悉 泰 勒 级 数 ， 这 个 例子 用 于 复习 有 关 的 内 容 。 

首先 , 考虑 x 的 连续 函数 所 x) , 设 它 在 x 点 有 各 阶 导数 。 于 是 ,函数 /在 *+Ax 处 的 值 可 
以 由 x 点 处 的 泰勒 级 数 计算 ， 即 


f(x+Ax) =f/(x) + 一 Ax 1 
8X Ox nN, 


(为 了 与 式 (4-1) 保 持 一 致 ， 上 式 中 我 们 仍 采 用 了 偏 导数 的 记号 。 其 实现 在 的 函数 是 一 元 函 
数 , 它 的 导数 也 就 是 通常 的 导数 。) 


(E-1) 


0 ? 2 
flx+Ax) = f(x) + YA + (Ar) ,... 
最 初 的 估计 。 0%X__， 2 
(不 太 好 ) 加 上 上 斜率 的 影响 “加 上 曾 率 的 影响 


式 (E-1) 的 含义 可 用 图 玛 -1 来 说 明 。 假设 f 在 x 点 (图 4-l 中 的 点 1) 的 值 为 已 知 , 我 们 
要 用 式 (EF-1) 计 算 f 在 x+Ax 点 (图 E4-1 中 的 点 2) 的 值 。 考 察 式 (了 -1) 右 边 的 各 项 可 以 看 出 ， 
第 一 项 , 凡 x) 本 身 并 不 能 作为 凡 x+Ax) 好 的 预测 值 ,除非 在 1、2 两 点 之 间 f(x) 是 一 条 水 平 


直线 。 更 好 的 佑 计 需 要 考虑 曲线 在 1 点 的 斜率 ， 这 就 是 式 (E-1) 中 的 第 二 项 也 Avi 要 得 到 再 


好 一些 的 结果 , 就 要 再 加 上 第 三 项 5 x 人 。 它 近似 代表 了 1 、2 两 点 之 间 曲 率 的 贡献 。 一 般 


Ox 


来 说 , 要 得 到 更 精确 的 结果 , 就 要 加 上 更 多 的 高 阶 项 。 事实 上 ,如 果 能 将 式 (E-1) 右边 的 无 穷 
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多 项 都 考虑 进来 的 话 ,这 个 式 子 就 成 为 凡 x + Ax) 的 精确 表达 式 。 
下 面 让 我 们 用 具体 的 数值 来 说 明 。 
f(x) =sin2Trx (E-2) 
在 x=0.2 处 , f(x) =0.9511 
Axz) = 了 (0.2) 的 准确 值 在 图 EF4-1 中 用 点 1 


/7) 4 
表示 。 
现在 取 Ax =0.02, 求 f(x+Ax) =f(0.22) 5 f(x) 
的 值 。 由 式 (E-2), 其 准确 值 为 2 
在 x=0.22 处 , Kx) =0. 9823 1 3 


这 在 图 E4-1 中 就 是 点 2。 
现在 , 我 们 用 式 (EE-1 ) 来 估计 所 0.22)。 如 


果 只 用 式 (E-1) 右 边 的 第 一 项 ， 有 O A 
f(0.22) =f(0.2) =0.9511 -一 一 一 

在 图 码 -1 中 这 个 值 是 点 3。 这 个 结果 的 相对 误 

差 为 图 到 -1 泰勒 级 数 中 前 三 项 的 作用 


[ (0. 9823 -0. 9511)/0. 9823] x100% =3.176% 

如 果 用 式 (E-1) 的 前 两 项 ,得 
f(x +Ax) ~f(x) + YA 
Ox 
0. 22) ~=f(0.2) +2mcos[2m(0.2)] x (0.02) ~0.951] +0. 0388 =0. 9899 

在 图 E4-1 中 这 是 点 4, 它 的 相对 误差 为 

[ (0.9899 —0. 9823 ) /0. 9823 ] x 100% =0.775% 
这 比 前 面 第 一 个 结果 要 接近 得 多 。 

最 后 , 要 想得到 再 好 一 些 的 结果 , 考虑 式 (E-1) 的 前 三 项 


fx + Ax) fx) + LAx + (A) 
9 2 


Ax + 一 
Ox x 


f(0.22) ~=f(0.2) +2Tcos[2T(0.2)] x (0.02) -4m sin[2m(0.2)] x (0.02)’/2 
~=0. 9511 +0. 0388 - 0. 0075 =0. 9824 
在 图 FE4-1 中 这 个 值 是 点 5, 其 相对 误差 为 
[ (0. 9824 -0. 9823)/0. 9823] x 100% =0. 01% 
这 已 经 是 对 及 0.22) 很 好 的 估计 了 。 我 们 在 式 (E-1) 中 仅 用 了 前 三 项 , 就 得 到 了 这 样 好 的 结果 。 
让 我 们 回 到 式 (4-1), 继续 讨论 导数 的 差分 表达 式 。 从 式 (4-1 ) 中 解 出 (93u/9x),,, 我 们 有 


Bu Mv TW /Pu) As /Ou) (Ax)’ 
加 及 Ax -( 芭 ) 3 -( 记 ). 6 + (4-2) 


RR 
式 (4-2) 左 边 是 偏 导 数 在 (i, 站 点 的 准确 值 , 右边 第 一 项 , 即 (w,,, -wj)/Ax, 就 是 偏 导数 的 
有 限 差分 表达 式 , 右边 其 余 的 项 构成 了 截断 误差 。( 从 式 (4-2) 可 以 看 出 , 导数 的 有 限 差分 表 
达 式 实际 上 是 一 个 分 式 ， 即 相 邻 网 格 点 上 函数 值 的 差 与 自 变量 的 差 之 比 。 所 以 严格 的 术语 应 
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该 是 差 商 ， 这 一 点 与 导数 也 叫 微 商 类 似 。 "差分 "原本 指 相 邻 网 格 点 上 函数 或 自 变 量 的 差 ， 即 
差 商 的 分 子 和 分 母 。 考 虑 到 "差分 表达 式 ”、“ 差 分 方程 ” “差分 方法 "等 约定 俗 成 的 叫 法 , 我 
们 在 翻译 的 时 候 也 就 没有 使 用 " 差 商 "这 个 术语 。 一 一 译 者 注 ) 也 就 是 说 ,如 果 用 上 述 代数 差 
分 作为 侦 导 数 的 近似 , 则 有 


(中 i iy (4-3) 
Ox Ax 


那么 式 (4-2) 中 的 截断 误差 就 能 告诉 我 们 这 一 近似 都 忽略 了 哪些 东西 。 在 式 (4-2) 中 , 截断 误 
差 的 最 低 阶 项 是 Ax 的 一 次 方 项 , 所 以 称 有 限 差分 表达 式 (4-3) 具 有 一 阶 精度 。 我 们 可 以 把 式 
(4 了 22) 写成 

(E) = +o() (44) 
其 中 记号 0( Ax) 是 数学 上 表示 “与 Ax 同 阶 的 项 "的 一 种 记 法 。 式 (4.4) 比 式 (4.3) 更 精确 , 因 
为 式 (4.3) 中 是 “ 约 等 于 "号 。 式 (44) 中 0(Ax) 这 个 记号 还 明显 地 将 截断 误差 的 量 级 表示 了 
出 来 。 再 来 看 一 下 图 4-1, 注意 到 式 (4-4) 中 的 有 限 差分 表达 式 只 用 到 (i, 力 点 右边 的 信息 , 也 
就 是 说 , 除了 uv 之 外 还 用 到 了 zy，( 万 点 左边 的 信息 并 没有 用 到 。 这 样 的 有 限 差 分 称 为 
向 前 差分 。 所 以 ,导数 (az/ax);v 的 一 阶 精 度 差 分 表达 式 (44) 就 称 为 一 阶 向 前 差分 。 再 写 一 
饥 , 就 是 


OuY Witly 一 1 
(二 = 一 0O(Ax) 


再 让 我 们 写 出 zt 在 uj 处 的 泰勒 级 数 展开 式 
Uj +(e) ( -Ax) + (3) ‘ 一 Ax) + (2 ( -Asx) 十 …， 


Ox x? i 2 ax’),, 6 
或 
- Ww Guy (Ax)” /ov (Ax)” 
Ui li, (到 e+) 2 (二 ， 6 十 (4-5) 
解 出 (9u/6x),,， 有 
ou _ Wiy Wi-1y 
(2%) = +O(Ax) (4-6) 


式 (4-6) 中 的 有 限 差分 用 到 了 网 格 点 (i, j) 左边 的 信息 , 即 ,除了 wi, 之 外 还 用 到 了 w.，,,(i, 
点 右边 的 信息 则 没有 用 到 , 因此 称 为 向 后 差分 。 同 时 , 其 截断 误差 中 的 最 低 阶 项 也 是 Ax 的 一 
次 方 项 , 所 以 有 限 差分 表达 式 (4-6) 称 为 一 阶 向 后 差分 。 
对 CFD 的 许多 应 用 来 说 ,一 阶 精度 是 不 够 的 。 为 构造 具有 二 阶 精度 的 有 限 差分 , 直接 从 
式 (4-1) 中 减 去 式 (4-5) , 得 
ee (+ (4-7) 


i ij 


而 式 (4-7) 又 可 写成 
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| (2), = +O(Ax)’ (4-8) 
构成 式 (4-8) 中 有 限 差分 的 信息 来 自 网 格 点 (i, 7 的 左右 两 边 , 即 已 ,uv 和 -we 网 格 点 (i, 放 
落 在 它们 中 间 。 同时 , 式 (4-8) 中 截断 误差 的 最 低 阶 项 是 (Ax)? 项 , 即 具 有 二 阶 精度 , 所 以 式 
(4-8) 中 的 有 限 差分 称 为 二 阶 中 心 差分 。 

7 方向 的 差分 表达 式 可 以 用 同样 的 方式 得 出 (见习 题 4-1 和 习题 4-2), 所 得 到 的 结果 与 前 
面 * 方 向 的 表达 式 完全 类 似 , 即 


Het 2 4 0( 19) 向 前 差分 (4.9) 
Ou Uj ~ Wj-i 
(二 0 的 
Wij+rl ~ Wij-1 2 i 
Ay +0(AY) 中 心 差分 (4-11) 


式 (4-4)、 式 (4-6)、 式 (4-8) 至 式 (4-11) 各 式 都 是 一 阶 导数 的 有 限 差分 。 我 们 在 CFD 中 
是 不 是 只 用 到 这 些 呢 ? 让 我 们 先 回 到 第 2 章 ， 再 看 一 看 流动 的 控制 方程 。 如 果 仅 考虑 无 粘 流 
动 , 控制 方程 就 是 欧 拉 方程 组 , 在 2. 8. 2 小 节 中 将 它 汇总 为 方程 (2-82) ~ 方程 (2-86) 。 注 意 
到 欧 拉 方 程 中 出 现 的 最 高 阶 导数 是 一 阶 偏 导数 。 所 以 , 一 阶 导 数 的 差分 , 如 式 (44) 、 式 (4- 
6) 、 式 (4-8) 各 式 ， 对 无 粘 流 动 的 数值 解 来 说 就 够 用 了 。 但 如 果 我 们 考虑 粘性 流动 ,控制 方程 
就 是 纳 维 -斯 托 克 斯 方程 , 在 2. 8. 1 小节 中 将 它 汇总 为 方程 (2-29)、 方 程 (2-50)、 方 程 (2-56 ) 
和 方程 (2-66)。 纳 维 -斯 托 克 斯 方程 中 出 现 的 最 高 阶 导数 是 二 阶 偏 导 数 ， 如 方程 (2-50b) 的 粘 
性 项 里 的 97,,/9x = 9[A( 9v/9x + 9u/9y) ]/9x 和 方程 (2-66) 中 出 现 的 9(k87/9x)/9x, 等 等 。 将 
这 些 项 展开 后 ， 就 会 出 现形 如 3zvaxay 和 8*T/9x? 这 样 的 二 阶 偏 导数 。 所 以 在 CFD 中 需要 对 
二 阶 导数 进行 离散 。 利 用 泰勒 级 数 , 继续 进行 下 面 的 分 析 , 就 可 以 得 到 二 阶 导数 的 有 限 差 分 
表达 式 。 将 泰勒 级 数 展开 式 (4-1) 和 式 (4-5) 相 加 ,有 


2 二 1 =2u,; + ( 动 《CAx) 十 ( 动 全 ) + 
解 出 (uvax ),j( 原 著 误 写成 (9u/9x) ,一 一 译 者 注 ) 


2 Wi Qu tu 
| (党 = 一 0(Ax)? (4-12) 
好 


Ox /ij (Ax) 


式 (4-12) 右 边 第 一 项 是 二 阶 导数 99w/9x? 在 网 格 点 (i, j) 处 值 的 中 心 差分 。 根据 余 下 项 的 量 
级 , 我 们 知道 这 个 中 心 差分 具有 二 阶 精度 。 
对 y 方 向 的 二 阶 导数 ， 很 容易 因 到 这 信 中 表达 结果 是 
du Uij+l —2u, 
( 动 (Ay)’ 
式 (4-12) 和 式 (4-13) 是 二 阶 导数 的 二 阶 精度 中 心 差 分 。 对 au/axay 这 样 的 二 阶 混合 导数 , 可 
以 用 下 述 方法 得 到 相应 的 有 限 差分 。 将 式 (4-1) 对 y 求 导 , 有 


au 9) + Pu) (Ax)? 1 ou) (Ax)’ 
(0) = (07), * (ar0), + (B65), 2 + (zo) 6 + (4-14) 


— +O(Ay)’ (4-13) 
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将 式 (4-$) 也 对 y 求 导 ,， 有 
2 3 2 x)3 
( 关 ， 一 ( 装 -3 和 2+ (高 入) 竺 + (By) + 


从 式 (4-14) 中 减 去 式 (4-15), 得 


2 4 3 
的。 全， 
OY ir 9y hi-1, dxoyhi, 09x yi 6 


因为 我 们 正在 为 混合 导数 (9a/axay),, 推 导 有 限 差分 表达 式 ， 所 以 要 从 中 解 出 (9 ua/axay)iy， 
给 出 


(4-15) 


(其 ) | Ou ) CAx)- ， (4-16) 


Oxy)i; 2Ax ax’0y),, 12 

式 (4-16) 右 边 第 一 项 中 含有 9u/9y, 它 先 要 在 网 格 点 (i+1, 站 处 求 值 ,又 要 在 网 格 点 (i -1， 
门 处 求 值 ， 所 以 让 我 们 回 到 网 格 图 4-1。 从 图 中 可 以 看 出 , 在 这 两 个 网 格 点 处 的 bu/ay 也 可 以 
用 形 如 式 (4-11) 的 二 阶 中 心 差分 来 代替 , 但 是 分 别 要 用 以 网 格 点 (i+1, 站 为 中 心 和 以 网 格 点 
(i~1, 站 为 中 心 的 y 方 向 网 格 点 来 构造 。 具体 地 讲 , 就 是 先 用 

(地 4 +0(Ay)? 
代 赫 (9u/97y);,1,， 再 用 

( 芭 ye +O(Ay)?’ 
代替 (3u/9y);.1j。 这 样 一 来 , 式 (4-16) 就 变 成 


2 
( 0 | 1 二 1-1 


Ox0y 4AxAy +O[ (Ax)’, (Ay)’] (4-17) 


i 


式 (4-17 ) 的 截断 误差 既 包括 式 (4-16) 中 忽略 的 最 低 阶 项 0( Ax)?*, 也 包括 式 (4-11) 中 y 
方向 中 心 差分 的 截断 误差 0( Ay)”。 所 以 , 式 (4-17) 的 截断 误差 应 该 是 O[ (Ax)”, (Ay)]。 
式 (4-17) 给 出 了 混合 导数 (uw/3x9y); ,的 二 阶 精度 中 心 差分 。 

这 里 要 指出 , 如 果 使 用 方程 (2-93 ) 这 样 的 流动 控制 方程 , 那么 即使 是 粘性 流动 , 也 只 需 
考虑 一 阶 导数 。 方程 (2-93 ) 中 , 被 求 导 的 未 知 函 数 是 U 和 所 、G、H, 而 且 只 求 一 阶 导数 。 所 
以 , 这 些 导数 可 以 用 一 阶 导 数 的 有 限 差分 , 如 式 (44) 、 式 (4-6)、 式 (4-8) 至 式 (4-11 ) 各 式 来 
代替 。 接 下 来 , F、G、 玉 的 某 些 分 量 中 包含 烙 性 应 力 ( 如 7 和 7,) 和 热传导 项 。 这 些 项 包含 了 
速度 梯度 和 温度 梯度 , 而 这 些 梯 度 也 是 一 阶 导数 。 所 以 , 一 阶 导数 的 有 限 差分 公式 又 可 以 用 
到 请 、G、 昌 的 内 部 。 用 这 种 方式 , 就 可 以 避免 使 用 式 (4-12)、 式 (4-13)、 式 (4-17) 等 二 阶 导 
数 的 有 限 差 分 表达 式 。 

到 目前 为 止 , 我 们 已 经 为 不 同 的 偏 导数 推导 出 了 多 个 不 同形 式 的 有 限 差分 表达 式 。 为 了 
帮助 读者 加 深 对 这 些 有 限 差 分 的 印象 ,“ 有 限 差分 模板 ”这 种 图 解 的 方式 是 很 有 用 的 。 上 面 导 
出 的 所 有 差分 表达 式 都 可 以 用 图 4-3 中 的 有 限 差分 模板 清楚 地 表示 出 来 。 对 于 我 们 已 经 讨论 
过 的 有 限 差分 公式 , 这 个 图 也 是 一 个 简要 的 汇总 。 图 中 还 画 出 了 每 个 有 限 差分 公式 所 涉及 到 
的 网 格 点 , 这 些 被 涉及 到 的 网 格 点 用 大 的 实心 圆 点 表示 , 并 用 粗 线 连 在 一 起 。 这 种 图 示 就 叫 
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做 有 限 差 分 模板 。 圆 点 旁边 的 加 减 号 提醒 我 们 , 该 网 格 点 上 的 信息 是 应 该 加 到 相应 的 有 限 差 
分 中 , 还 是 要 从 有 限 差分 中 减 掉 。 同 样 ， 网 格 点 旁边 的 ( - 2) 表示 要 从 有 限 差分 公式 中 减 去 
这 个 网 格 点 处 变量 的 两 倍 。 在 图 4-3 中 , 可 以 将 有 限 差分 模板 中 的 ( + ) 、( - ) 和 ( -2) 与 模 


板 左 边 相应 的 有 限 差分 公式 进行 对 照 。 


* 方 向 一 阶 导数 的 一 阶 向 前 差分 
(学 ty iy 
9x J Ax 


% 方向 一 阶 导 数 的 一 阶 向 后 差分 
( 沁 ) ly 
9x Ji, Ax 


x 方向 一 阶 导数 的 二 阶 中 心 差分 
i 


从】 ry i 
(党 i 2Ax 


x 方向 二 阶 导 数 的 二 阶 中 心 差分 


(区 2 
Ox? bj (Ax)? 


7 方向 一 阶 导 数 的 一 阶 向 前 差分 
好) Ujtl Wi 
(总 i Ay 


y 方向 一 阶 导数 的 一 阶 向 后 差分 
他 ) 1 
(全 ) = Ay 


图 4-3 有 限 差分 表达 式 及 相应 的 有 限 差分 模板 
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Y 方 向 一 阶 导 数 的 二 阶 中 心 差分 


( 党 1 
9y 上; 2Ay 


7 方向 -一 阶 导数 的 .二 阶 中 心 差分 


(党 ) Wijrl 72 + bij-1 
oy oj (Ay)? 


二 阶 混合 导数 的 二 阶 中 心 差分 


I | 


4AxAy 


图 4-3 有 限 差分 表达 式 及 相应 的 有 限 差分 模板 ( 续 ) 


对 这 里 考虑 的 导数 , 还 可 以 得 到 许多 其 他 形式 的 差分 近似 。 实 际 上 , 本 节 所 推导 的 、 并 
在 图 4-3 中 列 出 的 各 种 有 限 差分 表达 式 只 是 其 中 很 小 的 一 部 分 。 我们 还 可 以 导出 精度 更 高 的 
有 限 差分 , 如 三 阶 精度 的 、 四 阶 精度 的 , 等 等 。 与 我 们 已 经 给 出 的 公式 相 比 , 这 些 高 阶 精度 的 
差分 一 般 要 用 到 更 多 网 格 点 的 信息 。 例如 ,对 >w/3x”, 一 个 具有 四 阶 精度 的 中 心 差分 为 

Ou — wir + 16u;41; ~ 30u;; +16u, 1);—u, 2,) 
(2), - 12( Ax)” 
请 注意 , 这 个 四 阶 有 限 差分 需要 五 个 网 格 点 上 的 信息 , 而 式 (4-12) 尽 管 只 有 二 阶 精 度 , 但 是 
只 用 到 了 三 个 网 格 点 上 的 信息 。 式 (4-18) 的 推导 , 需要 在 网 格 点 (i+1, 门 、(i, 丫 、(i-1, 闪 
处 反复 使 用 泰勒 级 数 展开 , 推导 的 细节 留 作 习题 4-5。 

通过 这 个 例子 , 我 们 是 想 强 调 指 出 , 随 着 精度 的 不 断 提高 , 可 以 推导 出 无 穷 无 尽 的 有 限 
差分 表达 式 。 过 去 的 大 多 数 CFD 应 用 , 二 阶 精度 已 经 足够 了 , 所 以 这 一 节 我 们 所 推导 的 各 种 
差分 公式 都 是 最 常用 的 。 至 于 高 阶 精度 公式 ， 对 它们 的 优 缺点 有 以 下 观点 : 

1) 缺点 : 高 阶 精 度 的 差分 需要 更 多 的 网 格 点 ， 比 如 式 (4-18)。 所 以 计算 中 的 每 一 个 
时 间 步 或 空间 步 都 需要 更 多 的 计算 机 时 间 。 

2) 优点 : 要 得 到 相同 精度 的 流 场 解 ， 如 果 使 用 高 阶 差分 格式 ， 流 场 中 网 格 点 的 总 数 可 
以 更 少 一些 。 

3) 优点 : 高 阶 差 分 格式 可 以 给 出 质量 更 高 的 流 场 解 。 例 如 ， 捕 捉 到 的 激 波 更 陡 、 更 清 
晰 。 事 实 上 ， 这 正 是 当前 CFD 研究 的 一 个 方面 。 

以 上 各 种 观点 ， 反 而 使 得 CFD 求解 到 底 需要 多 高 的 精度 难以 下 结论 了 。 由 于 二 阶 精度 


+O(Ax)’ (4-18) 
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已 经 被 大 多 数 CFD 应 用 所 接受 ， 也 因为 本 书 的 目的 只 是 要 介绍 CFD 最 基本 的 内 容 ， 不 宜 过 
于 复杂 ， 所 以 我 们 认为 ， 对 这 一 章 以 及 本 书 以 后 的 章节 来 说 ， 二 阶 精 度 已 经 够 用 了 。 

在 结束 有 限 差分 这 一 节 之 前 ， 我 们 还 有 一 件 事 要 
做 。 考 虑 这 样 一 个 问题 : 在 边界 上 怎样 构造 差分 近似 ? 
在 边界 上 ， 只 有 一 个 方向 是 指向 流 场 内 部 的 ， 应 该 用 什 
么 样 的 差分 ? 例如 ， 图 4-4 所 示 的 一 段 流 场 边 界 。 假 设 
y 方 向 与 边界 垂直 ， 点 1 工 在 边界 上 上 ， 点 2 和 点 3 在 边界 
上 方 ， 到 边界 的 距离 分 别 为 Ay 和 2Ay。 我 们 要 在 边界 
上 构造 uay 的 有 限 差分 近似 。 向 前 差分 

(2) = +O(Ay) (4-19) 
很 容易 得 到 ,但 只 有 一 阶 精 度 。 如 何 得 到 二 阶 精度 的 有 图 44 边界 网 格 点 
限 差分 呢 ? 中 心 差 分 式 (4-11) 在 这 里 不 能 用 ， 因 为 它 要 用 到 边界 下 面 的 一 个 点 〈 即 图 4-4 
中 的 点 2')。 点 2' 在 计算 区 域 之 外 ， 一 般 是 得 不 到 在 这 点 上 的 信息 的 。 早 期 的 CFD, 许多 
计算 都 通过 假设 wz, = uw, 来 回避 这 个 问题 ， 这 种 处 理 称 为 反射 边界 条 件 。 在 很 多 情况 下 ， 这 
样 处 理 是 没有 物理 意义 的 ， 而 且 也 并 不 比 向 前 差分 式 (4-19) 更 精确 。 所 以 我 们 要 再 问 一 
遍 : 在 边界 上 如 何 得 到 二 阶 精 度 的 有 限 差 分 ? 下 面 将 直接 给 出 这 一 问题 的 答案 。 同 时 ， 我 们 
也 想 趁 此 机 会 介绍 构造 有 限 差分 的 另外 一 种 方法 。 它 不 同 于 前 面 的 泰勒 级 数 分 析 ， 而 是 一 种 
多 项 式 近 似 。 假 设 在 图 4-4 所 示 的 边界 上 ,uw 可 以 表示 成 多 项 式 

wu=a+by+ey (4-20) 

我 们 准备 将 此 式 逐 步 用 到 图 4-4 中 的 各 个 网 格 点 上 。 
在 网 格 点 1，y =0， 式 (4-20) 给 出 


uj =a (4-21) 
在 网 格 点 2，y = Ay 
us =a +bAy +c(Ay)’ (4-22) 
在 网 格 点 3, y =2Ay 
us =a+b(2Ay) +c(2Ay)’ (4-23) 
从 式 (4-21) ~ 式 (4-23) 中 解 出 5, 得 到 
_ —3ul +4u, -us 
b= DAY (4-24) 
回 过 头 来 ， 再 看 式 (4-20) 。 将 它 对 y 求 导 ， 得 
pr +2cy (4-25) 
将 此 式 在 边界 y =0 处 求 值 , 就 有 
Ou _ - 
入 = 0 
从 式 (4-24) 和 式 (4-26), 我 们 最 终 得 到 
Quy _ -3u +4u, ~ us _ 
国 - 荆 党 二 or 


oy 2Ay 
式 (4-27) 是 边界 上 导数 的 单 侧 差分 表达 式 。 之 所 以 称 为 单 侧 的 ,是 因为 它 只 用 到 了 边界 一 侧 
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的 网 格 点 (比如 图 44 中 ,只 用 到 点 1 上 方 的 网 格 点 ) 上 的 信息 。 此 外 , 式 (4-27) 是 用 多 项 式 
(4-20) 导 出 的 ,而 不 是 用 泰勒 级 数 导 出 的 。 这 个 例子 说 明了 构造 有 限 差分 的 男 一 种 方法 。 囊 
实 上 ,汇总 在 图 4-3 中 的 所 有 公式 都 可 以 用 这 种 多 项 式 方 法 推导 出 来 。 接 下 来 ,我 们 还 要 给 出 
式 (4-27) 精度 的 阶 。 为 此 ,我 们 还 得 借助 泰勒 级 数 。 考 虑 点 1 处 的 泰勒 级 数 展 开 
du 2 du 3 

"7) = + (+ (2 + (2), 6 六 (4-28) 
将 式 (4-28 ) 与 式 (4-20) 对 比 一 下 。 假设 多 项 式 表 达 式 (4-20) 与 泰勒 级 数 中 前 三 项 表示 的 结果 
相同 , 则 式 (4-20) 的 量 级 为 0(Ay) 。 再 考察 式 (4-27) 的 分 子 , 其 中 的 由 、w 、z 都 可 以 用 多 
项 式 (4-20) 表 示 。 既 然 式 (4-20) 的 量 级 是 0(Ay)” , 那么 式 (4-27) 的 分 子 也 是 0( Ay) 。 然 而 ， 
用 式 (4-27) 近似 导数 时 还 要 再 除 以 2Ay, 所 以 式 (4-27) 本 身 的 量 级 是 0(Ay) *。 于 是 , 由 式 
(4-27), 有 


_3u, +4 一 
(2) = +0(Ay)’ (4-29) 
1 


9y 2A7 
这 正 是 我 们 所 求 的 边界 上 的 二 阶 精度 差分 。 
式 (4-19) 和 式 (4-29) 都 叫做 单 侧 差分 ,因为 它们 作为 导数 在 某 一 点 的 近似 值 ,， 只 用 到 函 
数 在 该 点 一 侧 的 值 。 其 实 , 这 些 等 式 是 通用 的 。 也 就 是 说 , 它们 不 仅 用 在 边界 点 上 , 也 可 以 用 
在 内 部 网 格 点 上 。 我 们 只 不 过 利用 讨论 边界 上 有 限 差 分 的 机 会 , 推导 出 了 这 些 单 侧 差分 。 当 
然 , 我 们 已 经 看 到 , 在 边界 上 只 能 使 用 单 侧 差 分 来 近似 导数 。 但 也 可 将 单 侧 差 分 用 到 区 域内 
部 的 网 格 点 上 , 这 就 为 整个 计算 提供 了 新 的 选择 。 此 外 , 式 (4-29) 是 二 阶 精度 的 单 侧 差 分 ， 
对 于 一 个 网 格 点 处 的 导数 , 利用 该 点 一 侧 更 多 的 网 格 点 , 可 以 导出 许多 精度 更 高 的 单 侧 差分 
公式 。 在 CFD 的 应 用 中 , 常常 看 到 在 边界 上 使 用 四 点 或 五 点 单 侧 差分 的 情形 , 尤其 是 粘性 流 
动 的 计算 更 是 如 此 。 在 这 种 流动 的 计算 中 , 由 于 壁面 上 有 流动 , 所 以 壁面 处 的 切 应 力 和 热流 
具有 特殊 的 重要 性 。 壁 面 处 的 切 应 力 为 


而 壁面 处 的 热流 为 


在 用 有 限 差分 方法 求解 类 性 流动 时 (求解 纳 维 -斯 托 克 斯 方程 、 抛 物化 Navier-Stokes 方 
程 、 边 界 层 方程 , 等 等 ) , 流 场 变 量 w 和 7 了 的 值 是 在 所 有 网 格 点 上 计算 的 , 既 包 括 内 点 , 也 包 
括 边界 点 。 在 得 到 这 些 流 场 变量 的 值 (无 论 用 哪 种 算法 。 本 书 的 第 3 部 分 将 讨论 这 些 方法 ) 之 
后 , 将 从 式 (4-30) 和 式 (4-31) 得 到 切 应 力 和 热流 。 显 然 , 用 来 近似 式 (4-30) 中 的 (9u/9y), 和 
式 (4-31) 中 的 (37Zay)。 的 单 侧 差 分 精度 越 高 , +, 和 gq, 的 计算 结果 相应 的 就 越 精确 。 
例 4-2 (原著 中 这 个 例子 是 用 英制 单位 计算 的 , 这 里 改 用 国际 单位 制 ,所 有 的 数值 都 作 
了 改动 。 一 一 译 者 注 ) 考虑 空气 流 过 平板 时 的 粘性 流动 。 在 流向 的 某 个 位 置 , 速度 沿 着 与 
平板 垂直 的 方向 (y 方 向) 变化 的 规律 由 下 式 给 定 
wu =482.2(1-e -7) (E-3) 
这 里 了 = lem 为 特征 长 度 , w 的 单位 是 m/s, 粘性 系数 为 =1.7894 x10 Pa. s。 假 设 y 方 向 
离散 网 格 点 等 距 分 布 , 间距 为 1mm。 我 们 用 式 (E-3) 给 出 这 些 网 格 点 上 的 w, 于 是 有 表 4-1 所 
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示 结 果 。 

我 们 把 表 中 列 出 的 结果 就 看 成 是 流 场 有 限 差分 数值 解 在 y = 1mm、2mm、3mm 等 离散 网 
格 点 处 的 值 。 其 实 , 我 们 只 需 假定 这 些 离散 值 是 已 知 的 , 给 出 式 (E-3) 只 是 告诉 读者 这 些 已 知 
的 离散 值 的 来 历 。 利 用 w 的 这 些 离 散 值 ,我 们 用 三 种 方法 计算 壁面 处 的 切 应 力 7,， 即 

(a) 用 一 阶 单 侧 差分 。 表 4-1 

(b) 用 式 (4-29) 给 出 的 二 阶 单 侧 差 分 。 

(ce) 用 习题 46 中 推导 的 三 阶 单 侧 差分 。 

最 后 , 我 们 将 这 三 个 有 限 差分 的 结果 与 r。 的 精确 
解 (这 个 精确 解 是 将 式 (E-3) 代 人 式 (4-30) 得 到 的 ) 进 行 
比较 。 

解 : (a) 一 阶 单 侧 差分 
(区 Wj. tl _45.90 -0 


oj: Ay ™ 0.001 


s !=4.590 x10s-! 


,=p (Be) = (1.7894 x1075) x (4. 590 x 10°) N/m? =0. 8213N/m 


0y 
(b) 二 阶 单 侧 差 分 
( 妆 一 3 本 -1 +4u-2 — wh- 
9y) -i 2Ay 
_ -3x0+4x45.90-87.42 .1 4 
= =4.809x10's 
T， -zx 过 = (1.7894 x10-5) x(4. 809 x 10) N/m’ =0. 8605N/m? 
j=1 
(c) 三 阶 单 侧 差 分 (见习 题 4-6) 
(2) _ -llw.) + 18w_» — 9u.3 +2U -4 
9y j=1 6Ay 
_ -11 x0+18 x45.90 -9x87.42+2x125.0 .| _ 4 -1 
= 6 x0 001 s =4.824x10s 
7。 =p (| = (1.7894 x10-5) x (4. 824 x10°) N/m =0. 8631N/m’ 
i=1 
(d) 精确 解 
由 式 (E-3) 


类 -4 2 -yw (E4) 


注意 到 工 = lcem =0.01lm, 而 在 壁面 上 y=0, 得 


Ou 4 -1 
-一 =4. 822 x10 
(5), ~ ° 
所 以 


7 =p (8) = (1.7894 x10-5) x (4.822 x 10°) N/m? =0. 8628N/m? 
7=0 


重点 ; 考察 上 述 结果 可 以 发 现 , 随 着 我 们 使 用 精度 越 来 越 高 的 差分 表达 式 ， 得 到 的 7 什 
也 越 来 越 精 确 ， 与 精确 解 比较 的 结果 如 表 4-2 所 示 。 
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表 4-2 


Tw/ (N/m ) 
0. 8213 
0. 8605 
0. 8631 
0. 8628 


一 阶 精度 (a) 
二 阶 精度 (b) 
三 阶 精度 (e) 
精确 解 (4) 

注 : 误差 =[ (精确 解 -数值 解 )/ 精 确 解 ] x100% 。 

从 表 4-2 中 可 以 看 出 ， 用 二 阶 精度 的 差分 公式 计算 7,， 结 果 比 一 阶 差 分 好 得 多 ; 用 三 阶 
公式 可 以 进一步 改进 这 一 结果 ， 但 效果 不 如 刚才 那样 明显 。 这 也 给 了 我 们 一 个 提示 : 对 大 多 
数 有 限 差分 解 ， 至 少 需要 二 阶 精度 ， 而 且 二 阶 精 度 也 就 足够 了 。 


4.3 差分 方程 


在 4.2 节 ， 我 们 讨论 了 用 代数 有 限 差分 来 表示 偏 导数 。 偏 微分 方程 中 包含 了 许多 偏 导数 
项 。 对 一 个 给 定 的 偏 微分 方程 ， 如 果 将 其 中 所 有 的 偏 导数 都 用 有 限 差 分 来 代替 ， 所 得 到 的 代 
数 方程 叫做 差分 方程 ， 它 是 偏 微分 方程 的 代数 表示 。CFD 中 有 限 差分 方法 的 基础 ， 就 是 用 
4.2 节 导 出 的 《或 其 他 类 似 的 ) 差分 代替 流动 控制 方程 里 的 偏 导 数 ， 得 到 关于 未 知 函数 在 每 
一 网 格 点 处 的 值 的 差分 代数 方程 组 ， 这 一 节 我 们 将 考察 差分 方程 的 某 些 基本 性 质 。 为 简单 起 
见 ， 我 们 选择 一 个 比 流动 控制 方程 简单 的 偏 微分 方程 来 进行 考察 。 例 如 ， 考 虑 非 定常 一 维 热 
传导 方程 (3-28) (热传导 系数 为 常数 ) ， 再 写 一 遍 ， 就 是 


选择 这 样 简单 的 方程 完全 是 为 了 便于 讨论 。 就 现 阶段 的 讨论 而 言 ， 考 虑 复杂 得 多 的 流动 
方程 并 无 益处 。 用 方程 《3-28) 就 可 以 展开 这 一 节 对 有 限 差分 方程 基本 性 质 的 讨论 。 正 如 
3.4.2 小 节 指 出 的 ， 非 定常 热传导 方程 是 抛物 型 偏 微分 方程 (习题 3-2) ， 于 是 可 以 用 第 3 章 
讨论 过 的 时 间 推 进 法 求解 。 现 在 让 我 们 用 有 限 差分 来 代替 方程 (3-28) 中 的 偏 导数 。 方 程 
(3-28) 中 有 两 个 自 变量 ，* 和 to 考虑 图 4-5 所 示 的 网 格 ， 其 中 ,i 是 x 方向 的 标号 , n 是 t 
方向 的 标号 。 如 果 偏 微分 方程 的 一 个 自 变量 是 用 于 推进 求解 的 变量 ， 如 方程 (3-28) 中 的 i 
按照 CFD 的 习惯 ， 这 个 推进 变量 方向 的 标号 就 用 m 来 表示 ， 并 且 在 有 限 差 分 表达 式 中 写成 
上 标 。 例 如 ， 如 果 我 们 用 向 前 差分 式 (4-4) 代替 方程 (3-28) 中 的 时 间 导 数 ， 就 是 

Ty Tl_T? 2 

(&) ”At - (WF) E+ (4-32) 
式 中 的 截断 误差 与 式 (4-2) 中 给 出 的 截断 误差 是 一 样 的 。 再 用 中 心 差分 式 (4-12) 代替 方 
程 (3-28) 中 的 x 方向 导数 ， 即 


i 


OT Tin -2T7+Ti /oT (CAx) 
(7) = (Ax)’ (sz) 12 + (4-33) 
式 中 的 截断 误差 与 式 (4-12) 前面 的 公式 里 给 出 的 截断 误差 是 一 样 的 。 如 果 将 方程 (3-28) 写 成 
dT-0 (4-34) 
ot Ox 


将 式 (4-32) 和 和 式 (4-33) 代 入 式 (4-34), 我 们 有 


i Qa( 了 ii 一 27:+7 了 1) 
Ax)?’ + 


凑 分 方程 


oT n aT n 2 
[+] (435) 
上 


截断 误差 

考察 式 (4-35) , 左边 就 是 原来 的 偏 微分 方程 ， 右边 前 两 项 是 原 方程 的 差分 表示 , 方 括号 

里 的 项 是 差分 方程 的 截断 误差 。 将 式 (4-35) 中 的 差分 方程 单独 写 出 来 , 就 是 
TT? TT? 2T?+T? 
A =a A (4-36) 

方程 (4-36) 就 是 用 来 表示 原 微分 方程 (3-28) 的 差分 方程 。 但 方程 (4-36) 仅仅 是 方程 (3-28 ) 的 
一 个 近似 。 由 于 用 在 方程 (4-36 ) 中 的 每 一 个 有 限 差分 都 带 有 截断 误差 , 所 以 最 终 形成 的 差分 
方程 本 身 也 就 有 了 截断 误差 , 它 是 每 一 个 有 限 差分 的 截断 误差 的 总 和 。 式 (4-35 ) 中 给 出 了 差 
分 方程 (4-36) 的 截断 误差 , 注意 这 个 差分 方程 的 截断 误差 是 O[ At，(Ax)?] 。 

重点 : 差分 方程 与 原 微分 方程 并 不 相 
同 ， 它 们 完全 是 两 个 不 同 的 东西 。 差 分 方程 
是 一 个 代数 方程 。 如 果 在 图 4-5 所 示 的 区 域 
内 所 有 网 格 点 上 都 列 出 这 种 差分 方程 ， 就 得 
到 一 个 联 立 的 代数 方程 组 。 用 某 种 方式 数值 
求解 这 个 代数 方程 组 ， 就 求 出 了 未 知 函 数 在 
所 有 网 格 点 上 的 值 ， 即 求 出 了 7 、7T 7 人、 
72、 了 ?了 2 ， 等 等 。 理 论 上 讲 ， 我 们 
应 该 能 够 指望 数值 解 给 出 的 了 值 代表 了 原 
微分 方程 封闭 形式 的 解析 解 所 给 出 的 结果 ， 
至 少 在 截断 误差 的 范围 内 能 这 样 。 如 果 能 够 
对 下 面 的 问题 给 出 肯定 的 回答 ， 我 们 就 能 从 图 4-5 方程 (3-28) 的 差分 所 用 的 网 格 
某 种 意义 上 对 上 述 期 望 作出 确认 。 这 个 问题 是 ， 当 网 格 点 的 数量 趋 于 无 穷 多 ， 也 就 是 Ax 一 
0，At-0 时 ， 差 分 方程 能 否 还 原 成 原来 的 微分 方程 呢 ? 从 式 (4-35) 可 知 ， 此 时 截断 误差 
也 趋 于 零 ， 从 而 差分 方程 确实 趋 近 于 原 微 分 方程 。 在 这 种 情况 下 ， 我 们 说 偏 微分 方程 的 这 个 
有 限 差 分 表示 是 相 容 的 。 假 如 差分 方程 是 相 容 的 ， 假 如 求解 差分 方程 的 数值 方法 是 稳定 的 ， 
再 假如 边界 条 件 已 经 用 合理 的 数值 方法 进行 了 处 理 ， 那 么 差分 方程 的 数值 解 就 应 该 能 够 代表 
微分 方程 的 解析 解 ， 至 少 是 在 截断 误差 的 范围 之 内 是 这 样 的 。( 原著 两 次 使 用 了 “在 截断 误 
差 范 围 之 内 ”这 样 的 表述 。 但 要 注意 ,截断 误差 是 原 微分 方程 与 相应 的 差分 方程 之 间 的 差 
别 ， 而 原 微 分 方程 的 解析 解 与 差分 方程 的 解 之 间 的 差别 并 不 是 截断 误差 ， 而 是 后 面 4.5 节 提 
到 的 离散 误差 。 从 概念 上 区 分 这 两 种 误差 是 很 重要 的 。 一 一 译 者 注 ) 然而 ， 这 里 有 好 几 个 
“假如 ”， 这 些 “ 假 如 ”， 再 加 上 截断 误差 令 人 讨厌 地 在 区 域内 来 回 传播 ， 使 得 成 功 地 进行 
CFD 求解 变 成 一 种 挑战 ， 也 使 得 CFD 求解 变 得 更 像 一 门 “ 艺 术 ”， 而 不 是 一 门 “科学 ”。 

本 节 的 目的 就 是 引入 差分 方程 的 概念 。 通 常 ， 有 限 差分 求解 的 含义 是 指 用 差分 方程 表示 
偏 微分 方程 ， 然 后 求解 差分 方程 ， 得 到 未 知 函 数 在 每 个 离散 网 格 点 上 的 数值 ， 而 这 些 网 格 点 
都 分 布 在 所 求解 的 物理 区 域内 。 这 里 我 们 没有 讨论 用 于 数值 求解 的 任何 具体 算法 。 用 有 限 差 
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分 方法 求解 CFD 问题 所 用 的 技术 (算法 ) 将 随 着 本 书 第 2 部 分 的 进行 以 及 第 3 部 分 对 具体 
问题 的 处 理 ， 逐 渐 展 示 给 大 家 。 

此 时 ， 让 我 们 回 到 图 4-2 给 出 的 路 线 图 。 我 们 已 经 讨论 了 图 4-2 左边 三 个 方 框 所 表示 的 
内 容 。 我 们 谈 到 了 有 限 差 分 的 基本 知识 以 及 有 限 差 分 在 构造 差分 方程 时 的 应 用 。 还 有 另外 几 
个 重要 的 问题 有 待 讨论 ， 包 括 显 式 解 与 隐 式 解 、 稳 定性 分 析 以 及 数值 耗 散 。 


4.4 显 式 方法 与 隐 式 方法 


到 目前 为 止 ， 本 章 已 经 讨论 了 有 限 差 分 方法 的 基本 知识 。 但 这 只 是 给 后 面 的 应 用 提供 了 
一 些 数值 工具 ， 还 没有 讨论 在 CFD 问题 求解 时 如 何 使 用 这 些 工具 。 将 这 些 工具 组 合 在 一 起 
并 用 于 某 个 给 定 问 题 的 求解 ， 我 们 称 之 为 一 种 CFD 方法 。 由 此 可 见 ， 我 们 还 没有 讨论 任何 
特定 的 方法 。CFD 中 常用 的 几 种 差分 方法 将 在 第 6 章 讨论 。 然 而 ， 一 旦 你 选 定 某 种 方法 来 求 
解 给 定 的 问题 ， 你 将 发 现 这 种 方法 总 是 可 以 归结 为 两 种 不 同 的 通用 方法 一 一 显 式 方法 或 隐 式 
方法 中 的 一 种 。 所 以 现在 就 来 定义 并 开始 介绍 这 两 种 通用 方法 是 合适 的 。 这 两 种 基本 方法 代 
表 了 各 种 数值 方法 之 间 的 根本 区 别 ， 这 种 区 别 正 是 我 们 现在 的 讨论 中 要 搞 清楚 的 内 容 。 为 简 
化 起 见 ， 我 们 还 是 回 到 一 维 热传导 方程 (3-28) ， 再 写 一 多 


ot O%x | 

这 一 节 我 们 将 方程 (3-28) 作为 模型 方程 来 进行 处 理 。 有 关 显 式 方 法 和 隐 式 方法 的 各 种 

关键 问题 用 这 种 模型 方程 就 可 以 讨论 清楚 ， 不 必 考 虑 更 为 复杂 的 流动 控制 方程 。 在 4.3 节 ， 

我 们 用 方程 (3-28) 说 明了 差分 方程 的 含义 。 当 时 ， 我 们 用 向 前 差分 代替 了 378t， 用 二 阶 

导数 的 二 阶 精 度 中 心 差 分 代替 了 8 7/ex ， 得 到 了 方程 (4-36) 这 种 特定 形式 的 差分 方程 ， 
再 写 一 遍 ， 即 

了 了 :一 27;: + 了 了; 

Ai i ( Ax)’ 


(4-36) 
整理 后 此 式 可 写成 
T° 7? ta TAT? 27? +77.,) (4-37) 
让 我 们 考察 一 下 方程 (3-28) 及 相应 的 差分 方程 〈4-37) ， 这 里 面 隐 含 着 某 种 东西 。 回 
想 一 下 前 面 4.3 节 的 讨论 ， 方程 (3-28) 是 抛物 型 偏 微分 方程 。 既 然 是 抛物 型 的 ， 就 可 以 像 
3. 4. 2 小 节 所 说 的 那样 推进 求解 。 此 时 ， 推 进 变量 是 时 间 ;， 为 了 更 明确 起 见 ， 考 虑 图 4-6 所 
示 的 有 限 差分 网 格 。 . 
假设 在 第 ”个 时 间 层 的 每 个 网 格 点 上 ，7 的 值 都 是 已 知 的 ， 时 间 推 进 就 意味 着 第 n+1 个 
时 间 层 每 个 网 格 上 的 了 值 都 要 用 第 n 个 时 间 层 上 的 已 知 量 计算 出 来 。 完 成 这 种 计算 之 后 , 第 n 
+1 个 时 间 层 所 有 网 格 点 上 的 值 也 变 成 已 知 的 了 。 然 后 ， 再 用 同样 的 计算 过 程 计算 第 n+2 个 
时 间 层 每 个 网 格 上 的 了 值 ， 也 就 是 用 第 n+1 个 时 间 层 上 的 已 知 量 来 计算 第 n+2 个 时 间 层 每 个 
网 格 点 上 的 了 值 。 用 这 种 沿 着 时 间 方 向 逐步 推进 的 方式 ， 可 依次 得 到 整个 解 。 再 把 注意 力 放 到 
式 (4-37) 上 ， 就 能 从 中 发 现实 施 这 种 时 间 推 进 最 直接 的 途径 。 式 〈4-37) 把 第 nn 个 时 间 层 上 
的 值 写 在 了 等 式 右 边 ,第 n+1 个 时 间 层 上 的 值 写 在 了 左边 。 根 据 时 间 推 进 的 原理 ,第 nn 层 上 
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的 值 都 是 已 知 的 ， 第 n+1 层 上 的 值 才 是 要 计算 的 。 更 重要 的 是 ， 式 (4-37) 中 只 出 现 了 一 个 

要 计算 的 量 7**'。 所 以 ,利用 第 = 个 时 间 层 上 的 已 知 量 ， 式 〈4-37) 可 用 来 直接 求解 了 ?”。 

每 一 个 方程 只 有 一 个 未 知 数 ， 没 有 比 这 个 更 简单 的 了 。 例 如 ， 在 图 4-7 所 示 的 网 格 中 ， 我 们 沿 

x 方 向 布置 了 七 个 网 格 点 ， 在 网 格 点 2 处 ， 式 (4-37) 将 写成 

73 = 73 一 273 +7T") : (4-38) 
时 间 推 进 的 方向 


第 "+2 个 时 间 局 十 的 值 (要 利用 第 
n+1 层 的 值 计 算出 


第 “+1 个 时 间 层 上 的 值 (要 利用 第 
nn 层 的 已 知 值 计算 出 来 ) 


第 2 个 时 间 层 上 的 值 


图 46 ”时间 推进 


此 式 让 我 们 可 以 直接 计算 了 2… ,因为 此 式 右边 的 量 都 是 已 知 的 数 。 再 考虑 网 格 点 3, 此 
时 式 (4-37) 写成 


由 At n n n 
7 和 73+aTAsja(74-273+72) (4-39) 


用 此 式 右 边 的 已 知 量 又 可 以 直接 算出 
7yr1。 按照 这 种 方式 , 将 式 (4.37) 相继 
用 在 网 格 点 4、5、6 上 ， 就 可 以 依次 得 
到 了 、 了 和 了 2 

上 一 段 的 描述 恰好 给 出 了 显 式 方法 
的 计算 过 程 。 于 是 ， 我们 可 以 这 样 定 
义 : 显 式 方法 中 每 一 个 差分 方程 只 包含 
一 个 未 知 数 ， 从 而 这 个 未 知 数 可 以 用 直 
接 计算 的 方式 显 式 地 求解 。 显 式 方法 是 
最 简单 的 方法 。 图 4.7 中 用 虚线 围 成 的 
有 限 差分 模板 可 以 用 来 对 显 式 方法 作 进 ”0 3 
一 步 的 说 明 。 该 图 的 模板 里 只 包含 了 第 图 4 7 显 式 有 限 基 分 的 模板 
n+1 个 时 间 层 的 一 个 未 知 量 。 至 于 图 4.7 中 的 网 格 点 1 和 7， 它 们 位 于 边界 上 ， 而 推进 求解 
抛物 型 偏 微分 方程 时 假设 预先 给 定 了 边界 条 件 。 在 图 4.7 中，7, 和 7 分 别 代表 7 在 左 、 右 
边界 上 的 值 。 上 述 假设 就 意味 着 它们 都 可 以 由 给 定 的 边界 条 件 确定 ， 因 而 在 每 一 个 时 间 层 上 
都 是 已 知 的 。 
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方程 (4-36) 并 不 是 惟一 能 够 表示 方程 (3-28) 的 差分 方程 。 事 实 上 ， 它 只 是 原 偏 微分 
方程 众多 不 同 表示 中 的 一 种 。 上 面 讨论 了 显 式 方法 ， 作 为 相反 的 例子 ， 让 我 们 回 到 方程 〈3- 
28) 。 此 时 ， 如 果 我 们 大 胆 一 些 ， 把 右边 的 空间 差分 写成 第 n 个 时 间 层 上 的 量 与 第 n+1 个 时 
间 层 上 的 量 的 平均 值 ， 就 是 用 

TI 了 
7 人 7 了 
AL (Ax)? 
来 表示 方程 (3-28)。 

式 〈4-40) 中 所 用 的 这 种 特定 形式 的 差分 称 为 克 兰 克 - 尼 科 尔 森 格式 。( 克 兰 克 - 尼 科 尔 
森 格 式 被 广泛 用 于 求解 控制 方程 是 抛物 型 方程 的 问题 。 在 CFD 中 ， 克 兰 克 - 尼 科 和 尔 森 格式 及 
其 改进 形式 ， 常 常用 于 边界 层 方程 的 有 限 差 分 求解 。) 再 仔细 考察 一 下 式 (4-40) ， 未 知 量 
的 表达 式 中 不 仅 包含 第 个 时 间 层 上 的 已 知 量 7?.,、T? 和 了 :4 ， 还 包含 第 "+1 个 时 间 层 
上 的 多 个 未 知 量 ， 即 : 除了 7? 之 外 还 有 了 2 和 了 ?5 。 所 以 ， 用 在 网 格 点 站 上 的 差分 方程 
(4-40) 并 不 是 独立 的 。 靠 它 自 己 并 不 能 给 出 7?” 的 解 。 相 反 ， 式 〈4-40) 这 样 的 方程 必须 
在 所 有 内 点 上 列 出 ， 形 成 一 个 代数 方程 组 。 相 应 的 未 知 数 了?" (对 所 有 的 让 是 从 这 个 代数 
方程 组 中 同时 求解 出 来 的 ， 这 就 是 隐 式 方法 。 对 于 排列 在 同一 时 间 层 所 有 网 格 点 上 的 未 知 
量 ， 必 须 将 它们 联 立 起 来 同时 求解 ， 才 能 求 出 这 些 未 知 量 ， 这 种 方法 就 定义 为 隐 式 方法 。 由 
于 需要 求解 联 立 的 代数 方程 组 ， 隐 式 方 法 通常 涉及 大 型 矩阵 的 运算 。 于 是 ， 我 们 很 容易 得 到 
这 样 的 印象 ， 隐 式 方法 比 前 面 讨论 的 显 式 方法 需要 更 多 、 更 复杂 的 计算 。 为 了 与 图 4-7 所 示 
的 那 种 简单 的 显 式 有 限 差 分 模板 相对 照 ， 我 们 在 图 4-8 中 给 出 了 隐 式 方法 的 模板 ， 图 中 清楚 
地 画 出 了 第 ”+1 层 上 的 三 个 未 知 量 。 

我 们 用 图 4-8 中 的 七 点 空间 网 格 点 作为 具体 的 例子 。 整 理 式 (4-40) ， 将 未 知 量 放 在 等 
式 左 边 ， 已 知 量 放 到 右边 ， 结 果 得 

QAt n+l QAt | 

2(Ax): “~! -[! + 0A 7 + 


(4-40) 


CAL 
2(Ax)’ 


a a QaAt 
TH = 一 了 ; 


- 7 -27T*+T’ 
i ZA i+l i 六 1 ) 


(4-41) 


图 4-8 ” 隐 式 有 限 差分 的 模板 
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为 了 简化 书写 ， 我 们 用 4、 刀 和 天 表示 式 (4-41) 的 系数 和 右 端 项 
aAt _ aAt  _ - »_ QaAt 
720Ax) S71 +EAr) Ti 2(Ax)’ 


于 是 可 将 式 (4-41) 写 成 


(Ti, -27, + 了 了 7) 


AT**! ~ BT"! +AT?’! =K, (4-42) 
注意 式 (4-42) 中 K, 是 由 第 二 个 时 间 层 上 的 量 构成 的 ,而 这 些 量 都 是 已 知 的 ,所 以 在 式 (4-42 ) 
中 K; 也 是 已 知 的 。 我 们 在 图 4-8 中 的 网 格 点 2 到 6 上 依次 使 用 式 (4-42) 。 

在 网 格 点 2: AT! - BT, +AT, =K, (4-43) 
这 里 为 了 方便 ,省 去 了 上 标 。 记 住 , 、7, 和 7 表示 第 n+1 个 时 间 层 上 的 三 个 未 知 量 ,而 及 
是 上 面 说 过 的 已 知 量 。 此 外 ,由 于 在 网 格 点 1 和 7 上 给 定 了 边界 条 件 , 所 以 式 (443) 中 的 7 
也 是 已 知 的。 于 是 ,上 式 中 关于 7 的 项 也 要 移 到 右边 ,得 到 


-BT, +AT, = 天 -AT, (4-44) 
用 Ks 表示 K, - 47 , 则 K; 也 是 已 知 的 。 式 (4-44 ) 就 写成 
-BT, +AT, = 天 2 (4-45) 
在 网 格 点 3: AT, - BT, +47 = 天， (4-46) 
在 网 格 点 4: AT, - BT, +47 =K, (4.47) 
在 网 格 点 5: AT, -~ BT, + AT, = 天 (4.48) 
在 网 格 点 6: 47 - BT, + AT, = 天 (4-49) 


”网 格 点 7 在 边界 上 ,所 以 由 给 定 的 边界 条 件 , 式 (4-49) 中 的 7 是 已 知 的 ,于 是 式 (4-49) 可 
改写 成 
AT, - BT, = K, -AT, = 天 (4-50) 
其 中 的 天 5 也 是 已 知 的 。 
式 (445) ~ 式 (4-48) 以 及 式 (4-50) 是 五 个 未 知 数 7T,、T、T,、T;、Ts 的 五 个 方程 ,这 组 方程 
联 立 ,可 以 写成 矩阵 形式 


-B 4 0 0 ool Ks, 
A -8B A 0 0 Ts 天 3 
0 4 -B 4 0 六 (4-51) 
0 0 A -B A Ts Ks 
0 0 0 4 -Bir 大 


其 中 的 系数 矩阵 是 一 个 三 对 角 矩 阵 ， 仅 在 三 条 对 角 线 上 有 非 零 元 素 。 方 程 组 (4-51) 的 求解 
涉及 这 三 条 对 角 线 上 各 个 元 素 的 运算 ,通常 采用 托马斯 算法 (国内 称 为 追赶 法 一 一 译 者 
注 )， 这 种 算法 儿 乎 成 了 求解 三 对 角 方 程 组 的 标准 方法 。 关 于 这 种 算法 的 介绍 在 本 书 的 附录 
中 给 出 ， 对 于 本 书 第 3 部 分 各 种 应 用 的 讨论 来 说 ， 这 是 很 方便 的 。 

根据 上 述 例子 ， 隐 式 方法 显然 比 显 式 算法 复杂 得 多 。 还 不 仅 如 此 。 我 们 本 节 所 用 的 模型 
方程 (3-28) 是 一 个 线性 偏 微分 方程 ， 相 应 的 差分 方程 (4-37) 和 (4-40) 也 是 线性 的 。 但 
如 果 偏 微分 控制 方程 是 非 线 性 的 ， 又 会 怎样 昵 ?比方 说 ,假设 方程 (3-28) 中 的 热传导 系数 
( 热 扩 散 率 ) a 是 温度 的 函数 ， 则 方程 (3-28) 成 为 


7) (4-52) 
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现在 ,方程 (4-52) 是 非 线性 偏 微分 方程 。 这 对 于 显 式 方法 并 没有 实质 性 的 影响 。 参 照 方程 (4- 
37) ,此 时 方程 (4-52) 的 ( 显 式 ) 差 分 方程 为 

TI 7? ta(T?) A(T -27 + 7) (4-53) 
对 上 式 中 惟一 的 未 知 数 7，*! 而 言 ,方程 (4-53 ) 仍 就 是 线性 的 ,因为 a 是 在 第 n 个 时 间 层 求 值 
的 , 即 a=a(7") ,而 7? 是 已 知 的 。 相 比 之 下 ,如 果 对 方程 (4-52) 采 用 克 兰 克 - 尼 科 尔 森 格式 ， 


其 右 端 项 的 值 是 第 个 时 间 层 与 第 n+1 个 时 间 层 的 平均 ,从 而 a(7) 也 要 用 广 [a( 了 7) + 
a(T?) ] 来 表示 。 相 应 的 差分 方程 还 是 可 以 写成 式 (441) ,但 是 其 中 所 有 的 a 现在 都 要 换 成 
广 [a(7?"') +a(7?)]。 显 然 ,新 得 到 的 差分 方程 中 包含 有 未 知 函数 了 的 乘积 , 像 a( 了”*') 


7 ae(T2 TI? a(T?")T?' ,等 等 。 换 名 话说， 现在 的 差分 方程 是 非 线性 代数 方程 组 ， 
从 而 需要 对 联 立 的 大 型 非 线性 方程 组 进行 求解 ， 这 是 极其 困难 的 工作 。 这 一 点 是 隐 式 方法 一 
个 很 大 的 缺点 。 为 克服 这 一 困难 ， 通 常 要 将 差分 方程 作 “ 线 性 化 ”近似 。 例 如 在 方程 〈4- 
52) 中 ，a 只 在 第 个 时 间 层 上 求 值 ， 而 不 是 用 nn 层 和 n+1 层 的 平均 值 ， 这 样 差分 方程 中 
就 不 会 出 现 非 线性 项 ， 于 是 得 到 与 方程 (4-31) 一 样 的 差分 方程 ， 其 中 a 的 取 值 为 a (7T?)。 
对 于 流动 控制 方程 的 隐 式 方法 ， 如 何 线 性 化 处 理 将 在 第 6 章 讨论 。 

与 显 式 方法 相 比 ， 隐 式 方 法 如 此 的 复杂 ， 我 们 马上 就 会 间 : 为 什么 还 要 用 隐 式 方法 ? 一 
律 使 用 显 式 方法 行 不 行 ? 很 不 幸 ， 事 情 并 没有 这 么 简单 ， 我 们 还 没有 谈 到 显 式 方法 与 隐 式 方 
法 之 间 最 重要 的 区 别 。 注 意 前 面 每 一 个 差分 方程 中 的 增 量 Ax 和 At。 对 于 显 式 方法 ,一 旦 
Ax 取 定 ， 那 么 At 就 不 是 独立 的 、 不 是 可 以 任意 取 值 的 了 ， 而 是 要 受到 稳定 性 条 件 的 限制 ， 
其 取 值 必须 小 于 等 于 某 个 值 。 如 果 At 的 取 值 超过 了 稳定 性 条 件 的 限制 ， 时 间 推 进 的 过 程 很 
快 就 变 成 不 稳定 的 ， 计 算 程 序 也 会 因为 数字 趋 于 无 穷 大 或 对 负数 开平 方 等 原因 中 止 运行 。 在 
许多 情况 下 ，Ait 必须 取得 很 小 ， 才 能 保持 稳定 性 。 要 将 推进 算法 计算 到 时 间 变 量 的 给 定 值 ， 
程序 就 需要 很 长 的 计算 机 运行 时 间 。 相 反 ， 隐 式 方法 没有 这 种 稳定 性 限制 。 对 许多 隐 式 方法 
而 言 ， 用 比 显 式 方法 大 得 多 的 Ar 仍 能 保持 稳定 性 。 事 实 上 ， 有 些 隐 式 方法 是 无 条 件 稳定 的 。 
也 就 是 说 ， 对 任何 Ai 值 ， 无 论 多 大 ， 都 能 得 到 稳定 的 结果 。 于 是 ， 要 将 推进 算法 计算 到 时 
间 变 量 的 给 定 值 ， 隐 式 方法 所 用 的 时 间 步 数 比 显 式 方 法 少 得 多 。 对 某 些 应 用 来 说 ， 虽 然 隐 式 
方法 一 个 时 间 步 的 计算 会 由 于 计算 复杂 而 用 掉 更 长 的 运行 时 间 ， 但 由 于 时 间 步 很 少 , 使 总 的 
运行 时 间 反 而 比 显 式 方 法 要 少 。 

隐 式 方法 允许 At 取 更 大 的 值 ， 但 还 有 其 他 因素 需要 考虑 。 在 CFD 领域 ， 时 间 推 进 方法 
多 是 用 来 完成 下 面 两 类 计算 . 

1) 由 给 定 的 初始 条 件 得 到 流 场 的 定常 解 。 此 时 ， 我 们 按时 间 步 计算 ， 直到 时 间 步 数 足 
够 多 ， 时 间 变 量 充分 大 ， 达 到 最 终 的 定常 流 解 。 在 这 种 情形 里 ， 最 终 的 定常 解 是 所 求 的 结 
果 ， 时 间 推 进 只 是 达到 定常 解 的 手段 。3. 4. 4 小 节 所 讨论 的 超声 速 钝 体 绕 流 问 题 就 是 很 好 的 
例子 。 

2) 对 真正 的 非 定常 流 ， 求 其 时 间 精 确 解 。 例 如 ， 绕 俯仰 翼 型 随时 间 变 化 的 流 场 ， 以 及 
许多 分 离 流 中 产生 的 非 定常 流 型 。 另 一 个 很 好 的 例子 就 是 1. 2 节 讨 论 过 的 绕 翼 型 的 非 定常 层 
流 分 离 流 (图 1-3a)。 建 议 读者 看 一 看 1.2 节 以 及 图 1-3a， 这 将 有 助 于 使 这 里 的 讨论 达到 更 
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好 的 效果 。 

就 上 面 的 第 一 条 而 言 ， 时 间 推 进 并 不 要 求 是 时 间 精 确 的 ， 只 要 通过 某 种 方式 ， 最 终 能 趋 
于 正确 的 定常 流 场 。 但 对 第 二 条 来 说 ， 时 间 推 进 法 的 时 间 精 度 绝对 是 必要 的 ， 我 们 所 求解 的 
正 是 流 场 随时 间 的 变化 。 在 用 大 的 A: 值 实施 隐 式 方法 时 ， 这 就 是 刚才 所 说 的 需要 考虑 的 因 
素 。 显 然 ， 当 Ai 增 大 时 ， 时 间 导 数 的 差分 表达 式 的 截断 误差 也 随 着 增 大 ， 结 果 用 大 的 At 值 
计算 的 隐 式 方法 就 不 能 精确 地 确定 流 场 随 时 间 的 变化 。 在 这 种 情形 下 ， 隐 式 方 法 的 优点 有 可 
能 完全 丧失 。 

这 到 底 是 什么 意思 呢 ? 简单 地 说 ， 就 是 在 某 些 情况 下 ， 显 式 方法 是 最 合理 的 : 而 在 其 他 
一 些 情况 下 ， 隐 式 方法 显然 才 是 正确 的 选择 。 为 了 搞 清 楚 这 一 点 ，、 我 们 将 两 种 方法 的 主要 优 
缺点 总 结 如 下 。 

1. 显 式 方法 

优点 : 方法 的 建立 及 编程 相对 简单 。 

缺点 : 根据 上 面 的 例子 ， 对 取 定 的 Ax，A 必须 小 于 稳定 性 条 件 对 它 提出 的 限制 。 在 某 
些 情 形 ，Ai 必须 很 小 ， 才 能 保持 稳定 性 。 要 将 时 间 推 进 计算 到 时 间 变 量 的 给 定 值 ， 就 需要 
很 长 的 计算 机 运行 时 间 。 

2. 隐 式 方法 

优点 : 用 大 得 多 的 At 值 也 能 保持 稳定 性 。 要 将 时 间 推 进 计 算 到 时 间 变 量 的 给 定 值 ， 只 
需要 少 得 多 的 时 间 步 ， 这 将 使 计算 机 运行 时 间 更 短 。 . 

缺点 : 方法 的 建立 和 编程 更 复杂 。 而 且 ， 由 于 每 一 时 间 步 的 计算 通常 需要 大 量 的 矩阵 运 
算 ， 每 一 时 间 步 的 计算 机 运行 的 时 间 要 比 显 式 方法 长 得 多 。 另 外 ，Ai 取 大 的 值 ， 截 断 误差 
就 大 ， 隐 式 方法 在 跟踪 严格 的 瞬 态 变化 (未 知 函数 随时 间 的 变化 ) 时 可 能 不 如 显 式 方法 精 
确 。 然 而 ， 对 于 以 定常 态 为 最 终 目 标的 时 间 相关 算法 ， 时 间 上 够 不 够 精确 并 不 重要 。 

1969 ~ 1979 年 的 10 年间， 实际 的 CFD 求解 〈 像 上 面 的 例子 ) 中 很 大 一 部 分 都 使 用 显 
式 方 法 推进 求解 。 今 天 ， 这 种 方法 依然 是 流 场 求解 最 直接 的 方法 。 但 是 ， 许 多 更 复杂 的 
CFD 应 用 ， 其 流 场 的 某 些 区 域 需要 将 网 格 点 分 布 得 很 密 ， 此 时 小 的 推进 步 长 就 会 导致 计算 
机 运行 时 间 异 乎 寻常 地 长 。 例 如 ， 高 雷诺 数 粘性 流 就 是 很 好 的 例子 。 在 这 种 流动 中 ， 物 面 附 
近 的 流 场 会 产生 急剧 的 变化 ， 因 此 在 物 面 附近 需要 更 密 的 空间 网 格 。 在 这 种 情况 下 ， 上 面 列 
出 的 隐 式 方法 的 优点 〈 即 使 对 于 很 密 的 网 格 ， 也 能 够 使 用 大 的 时 间 步 长 ) 变 得 很 有 吸引 力 。 
由 于 这 个 原因 ， 隐 式 方法 成 为 20 世纪 80 年 代 CFD 应 用 关注 的 焦点 。 然 而 在 今天 ， 计 算 机 
的 体系 结构 有 了 很 大 的 发 展 ， 开 发 出 了 大 规模 并 行 处 理 计算 机 (比如 互 连 式 计算 机 。 请 回 
顾 一 下 1.5 节 讨 论 过 的 各 种 类 型 的 新 型 计算 机 ) 。 这 使 得 当前 的 重点 又 转移 回 到 显 式 方法 。 
在 这 种 大 规模 并 行 处 理 机 上 ， 显 式 方 法 可 以 实现 流 场 中 上 千 个 网 格 点 的 同时 计算 。 事 实 上 ， 
这 种 计算 机 就 是 为 显 式 方法 设计 的 。 

经 过 这 样 的 回顾 ， 求 解 给 定 问题 时 到 底 选 择 显 式 方法 还 是 隐 式 方法 又 变 得 不 很 清楚 了 。 
当 你 面临 这 种 选择 时 ， 你 必须 自己 作出 最 佳 的 判断 。 这 一 节 的 目的 只 能 是 介绍 这 两 种 方法 的 
一 般 性 质 ， 然 后 对 比 一 下 两 者 的 优 缺 点 。 

最 后 要 指出 ， 本 节 的 讨论 虽然 是 围绕 有 限 差分 方法 展开 的 ， 但 并 不 是 仅 适 用 于 有 限 差 分 
方法 。 有 限 体 积 法 同样 也 有 两 类 方法 ， 其 区 别 和 优 缺 点 与 这 一 节 所 讨论 的 完全 一 样 。 
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4.5 误差 与 稳定 性 分 析 


关于 数值 方法 稳定 性 性 质 的 问题 是 由 上 一 节 显 式 方 法 引出 来 的 。 如 果 推 进 方向 上 的 增 量 
(在 当时 的 例子 中 就 是 At) 超过 了 某 个 预先 设 定 的 值 ， 显 式 方法 就 变 成 数值 不 稳定 的 。 从 原 
理 上 讲 ， 这 个 最 大 的 可 允许 值 ， 来 自 于 对 有 限 差分 形式 的 控制 方程 所 作 的 正式 的 稳定 性 分 
析 。 但 是 对 非 线 性 的 欧 拉 方程 或 纳 维 -斯 托 克 斯 方程 的 有 限 差分 表示 ， 还 没有 严格 的 稳定 性 
分 析 。 然 而 ， 还 是 有 一 些 简 化 的 方法 ， 可 以 用 到 较为 简单 的 模型 方程 上 ， 并 得 到 一 些 合理 的 
指导 性 结论 。 按 照 作 者 的 观点 ， 对 数值 方法 进行 严格 的 稳定 性 分 析 属 于 应 用 数学 的 范畴 ， 肯 
定 超出 了 本 书 的 范围 。 但 是 对 于 CFD 工作 者 来 说 ， 了 解 稳定 性 分 析 的 基本 知识 以 及 分 析 所 
得 到 的 结论 还 是 很 重要 的 。 这 一 点 可 以 通过 对 线性 模型 方程 作 一 个 简单 的 近似 分 析 来 进行 讨 
论 ， 而 这 一 节 的 目的 就 在 于 此 。 

下 面 介绍 的 稳定 性 分 析 是 针对 特定 的 差分 方程 的 ， 其 结果 也 仅 限 于 这 些 特定 的 方程 。 从 
这 个 意义 上 讲 ， 本 节 可 以 看 成 是 〈 稳 定性 分 析 的 ) 一 组 例子 ， 虽 然 不 多 ， 但 用 途 广泛 ， 因 
为 这 些 例 子 反映 了 一 般 的 处 理 方法 。 所 以 ， 这 一 节 既 是 给 读者 一 些 例 子 ， 也 是 在 向 读者 介绍 
方法 。 

我 们 还 是 用 一 维 热传导 方程 (3-28) 作为 模型 方程 ， 第 三 次 重复 这 个 方程 就 是 

or 87 
中 
对 于 这 个 方程 的 差分 表示 ， 我 们 选择 显 式 格式 (4-36) ， 这 里 也 重复 写 一 饥 
7 -7T? a(T%1 -27? +T?.) 
AL | (Ax)’ 

稳定 性 到 底 是 什么 ? 是 什么 使 得 一 组 给 定 的 计算 变 成 不 稳定 的 ? 这 个 问题 的 答案 在 很 大 
程度 上 是 建立 在 数值 误差 的 基础 之 上 。 当 你 读 完 这 一 节 ， 希 望 你 能 对 这 个 问题 的 答案 有 更 好 
的 理解 。 数 值 误差 是 执行 一 组 给 定 的 计算 时 所 产生 的 误差 。 更 准确 地 说 ， 当 计算 过 程 从 一 个 
推进 步 进 行 到 下 一 步 时 ， 数 值 误 差 的 传播 方式 才 是 问题 答案 的 基础 。 简 单 来 讲 ， 在 从 一 个 推 
进步 进行 到 下 一 步 时 ， 如 果 某 个 特定 的 数值 误差 被 放大 了 ， 那 么 计算 就 变 成 不 稳定 。 如 果 误 
差 不 增 长 ， 其 至 在 从 一 个 推进 步 进 行 到 下 一 步 时 ， 误 差 还 在 衰减 ， 那 么 计算 通常 就 是 稳定 
的 。 所 以 要 考虑 稳定 性 ， 就 先 要 讨论 数值 误差 。 数 值 误差 是 什么 ?有 什么 样 的 行为 方式 ? 现 
在 我 们 就 开始 讨论 这 一 问题 。 

考虑 一 个 偏 微 分 方程 ， 例 如 方程 (3-28) 。 这 个 方程 的 数值 解 受到 两 种 误差 的 影响 : 

(1) 离散 误差 ” 偏 微 分 方程 (如 式 (3-28)) 的 精确 解 (解析 解 ) 与 相应 的 差分 方程 
(如 式 (4-36)) 的 精确 解 (无 舍 和 人 误差 的 解 ) 之 间 的 差 。 按 照 4.3 节 的 讨论 ， 离 散 误差 就 
是 差分 方程 的 截断 误差 再 加 上 对 边界 条 件 进 行 数值 处 理 时 引进 误差 。( 从 概念 上 讲 ， 离 散 误 
差 不 能 等 同 于 截断 误差 ， 这 一 点 译 者 在 4. 3 节 就 已 经 指出 来 了 。 一 一 译 者 注 ) 

(2) 舍 人 误差 对 数值 进行 多 次 重复 计算 产生 的 数值 误差 。 因 为 计算 机 通常 要 将 数值 
舍 人 到 某 个 有 效 数 字 。 

记 

4 = 偏 微分 方程 的 精确 解 


(4-36) 


计算 流体 力学 基础 及 其 应 用 


D = 差分 方程 的 精确 解 
N= 在 某 个 具有 有 限 精 度 的 计算 机 上 实际 计算 出 来 的 解 。 
则 


离散 误差 =4-D 
伟人 误差 =e=N-DD (434) 
由 上 式 ， 我 们 有 
N=D+e (4-55) 


其 中 是 舍 人 误差 ， 为 简单 起 见 ， 在 本 节 的 讨论 中 有 时 就 简称 为 误差 。 数 值 解 N 应 该 满足 
差分 方程 ， 因 为 我 们 在 计算 机 上 编程 ， 解 的 就 是 差分 方程 。 在 现在 的 例子 中 ， 我 们 在 计算 机 
上 通过 编程 ， 求 解 方程 〈4-36) ， 尽 管 所 得 到 的 结果 已 经 带 有 了 含 人 误差 。 所 以 ， 由 方程 
(4-36) ， 有 

(Di +8”) - (D+e?) om int Ei) 2D +er) + (Di +er1) 


和 CA (4-S6 ) 
而 根据 定义 ，D 是 差分 方程 的 精确 解 ， 所 以 它 当 然 精 确 地 满足 差分 方程 ， 即 
Di -DD -2D? + 大， L457) 
At To (Ax)?’ .| 
从 式 〈4-56) 中 减 去 式 (4-57) ， 得 
er -2? _ Bir! 一 2Ei + Bi.1 
A: (Ar) (4-58) 


从 式 (4-58) 可 以 看 出 ,误差 = 也 满足 差分 方程 。 

现在 我 们 考虑 差分 方程 (4-36) 的 稳定 性 。 假 设 在 求解 这 个 方程 的 某 个 阶段 ， 误 差 s， 
已 经 存在 了 。 当 求解 过 程 从 第 n 步 推进 到 第 n+1 步 时 ， 如 果 e; 衰减 ， 至 少 是 不 增 大 ， 那 么 
求解 就 是 稳定 的 ; 反之 ， 如 果 e 增 大 ， 求 解 就 是 不 稳定 的 ， 也 就 是 说 ， 求 解 要 是 稳定 的 ， 
应 该 有 


一 | 生 1 (4-59) 


2i 

从 方程 (4-36) 出 发 ， 让 我 们 考察 一 下 ， 什 么 条 件 下 式 (4-59) 才能 成 立 ? 

首先 ， 我们 来 看 看 舍 和 人 误差 的 样子 。 对 于 非 定常 一 维 问题 ， 如 方程 (3-28) ， 任 何 给 定 
时 间 步 上 的 会 入 误 差 可 以 画 成 随 % 变化 的 ， 如 图 4-9 所 示 。 这 里 ， 假 设 方程 的 求解 区 域 长 度 
为 L。 为 了 下 面 方 便 , 将 原点 放 在 区 域 的 中 点 ， 于 是 左边 界 在 ~L/2 处 ， 右 边界 在 1/2 处 。 
图 4-9 中 & 沿 x 轴 的 分 布 是 一 种 
完全 随机 的 变化 。 但 注意 在 
-LL 人 2 和 1/2 处 e =0。 这 是 因为 
在 区 域 的 两 个 端点 处 都 有 指定 的 
边界 条 件 ， 所 以 没有 任何 误差 ， 
边界 条 件 总 是 提供 精确 的 已 知 
值 。 


在 任意 给 定 的 时 刻 ， 图 4-9 图 4.9 含 人 误差 作为 > 函数 的 变化 
中 = 随 x 的 随机 变化 可 以 用 
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Fourier 级 数 解析 地 表示 成 
s(x) = dD Ase™ (4-60) 


因为 et = cosk,x +isinkux， 所 以 式 〈4-60) 即 表 示 正 驼 级 数 ， 也 代表 余弦 级 数 。j 称 为 波 
数 。 式 (4-60) 的 实 部 就 代表 误差 。 

在 继续 讨论 之 前 ， 先 来 考察 一 下 波 数 的 含义 。 为 简单 起 见 ， 只 考虑 图 4-10 所 示 的 x 的 
正弦 函数 。 根 据 定义 ， 波 长 是 包含 一 个 完整 波形 的 x 区 间 长 度 ， 如 图 4-10 所 示 。 所 以 ， 将 
这 个 正弦 函数 写成 读者 熟悉 的 形式 ， 即 


7 =sin me (4-61 ) 
而 用 波 数 的 记号 ， 它 应 该 写成 yn 
y = sink,% (4-62) 
比较 式 (4-61) 和 式 (4-62) 两 式 可 知 ， 波 
数 由 下 式 给 出 


有 = (4-63) 
在 式 (4-60) 中 ， 波 数 , 还 带 有 下 标 图 4-10 正 弦 函数 
m， 所 以 还 要 解释 m 的 含义 。m 与 一 个 给 定 的 区 间 所 包含 的 波形 的 个 数 有 关 。 考 虑 * 轴 上 长 
度 为 上 的 一 个 区 间 (图 4-11) 。 如 果 这 个 区 间 只 包含 一 个 完整 的 正弦 波 ， 则 波长 就 是 人 = 了 了， 
如 图 4-11a 所 示 。 这 个 正弦 波 由 式 (4-62) 表示 ， 其 中 的 &, 由 式 (4-63) 确定 。 此 时 因为 
A = 工 ,所 以 有 太 =2m/L。 现 在 考虑 区 间 内 包含 两 个 正弦 波 的 情形 ， 如 图 4-11b 所 示 ， 新 的 正 号 
波 的 波长 为 A =L/2， 波 的 方程 还 是 
y = sink, x 

而 此 时 大 =27/(L2) = (2w/L) x 
2。 照 此 推理 ， 如 果 区 间 内 含有 三 
个 波 ， 则 记 , = (2mL) x3， 等 
等 。 于 是 对 波长 不 同 的 各 种 正 改 
波 ， 可 以 将 它们 的 波 数 写 做 


_ (27 _ ... 
| En m=1,2,3, 


(4-64) 
这 就 解释 了 波 数 , 中 下 标 m 的 含 
义 ， 它 就 等 于 给 定 区 间 包 含 的 波形 
的 个 数 。 由 式 (4-64) 可 知 ， 波 数 


本 身 也 与 给 定 区 间 内 波形 的 个 数 成 

正比 。 波 数 越 高 ， 区 间 内 包含 的 波 

形 的 个 数 就 越 多 。 中 流失 1 
现在 ,我 们 可 以 更 好 地 理解 式 图 4-11 正弦 函数 


(4-60) 的 意义 了 。 式 中 对 m 求 
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和 ， 表 示 一 系列 正弦 函数 和 余弦 函数 相 加 ， 而 这 些 函 数 具 有 越 来 越 大 的 波 数 。 也 就 是 说 ， 式 
(4-60)〉 是 一 系列 项 的 和 ， 每 一 项 代表 一 个 谐 波 。 当 项 数 趋 于 无 限时 ， 式 (4-60) 就 能 表示 
s (作为 x 的 函数 ) 的 连续 变化 (图 4-9)。 然 而 ,一 个 实际 的 数值 解 只 涉及 有 限 多 个 网 格 
点 ， 所 以 式 (4-60) 中 的 项 数 只 能 是 有 限 多 个 。 

为 了 能 说 清楚 这 一 点 ， 图 4-12 中 画 出 了 进行 数值 计算 的 区 间 。 其 最 大 可 能 的 波长 是 
Anu = 工 ， 这 就 是 式 《4-60) 中 第 一 项 的 波长 ， 对 应 着 m =1; 另 一 方面 ， 最 小 可 能 的 波长 来 
自在 相 邻 三 个 网 格 点 上 都 等 于 零 的 正弦 函数 〈 或 余弦 函数 ) ， 如 图 4-12 所 示 。 所 以 ， 最 小 可 
能 的 波长 为 Au。=2Ax。 假 设 在 区 间 上 分 布 了 w+1 个 网 格 点 ， 它 们 之 间 共 有 N 个 子 区 间 ， 
于 是 Ax =LAN， 从 而 和 ,=2LAN。 由 式 (4-63) 


27 _TN 
m” 2L/N LL (4-65) 


比较 式 (4-64) 和 式 〈4-65) ， 可 
以 看 出 ， 式 〈4-65) 中 的 m 等 于 
N/2， 这 是 式 (4-60) 中 所 能 包含 
的 最 高 阶 的 谐 波 。 所 以 ， 对 于 有 


N+1 个 网 格 点 的 区 间 ， 由 式 (4- Amin= 2Ax 
60)， 有 一 Amax=L 


N/2 


2E(X) = 2 4Ane (4-66) 图 4-12 ”伟人 误差 的 Fourier 分 量 中 

现在 我 们 还 没有 完成 表示 舍 人 的 最 大 波长 和 最 小 波长 
误差 的 工作 。 式 (4-66) 只 给 出 了 给 定时 间 层 (第 层 ) 上 的 空间 变化 。 根 据 式 (4-59)， 
为 了 确认 数值 稳定 性 ， 我 们 对 e 随时 间 的 变化 更 感 兴趣 。 所 以 ， 通 过 假定 振幅 4 是 时 间 的 
函数 ， 我 们 将 式 (4-66) 推广 成 


el(x,t) = FAs) em (4-67) 


此 外 ,假设 误差 随时 间 按 指数 函数 的 方式 增长 或 衰减 ， 即 随时 间 按 指数 函数 变化 ， 这 也 
是 合理 的 。 于 是 


N/2 。 
E(xX,t) = 》 eve (4-68) 
=1 


式 中 ，a 为 常数 (m 不 同 ,a 的 值 也 可 以 不 同 ) 。 

式 (4-68) 最 终 给 出 了 售 人 误差 随 空间 和 时 间 变 化 的 一 个 合理 的 表达 式 。 

至 此 ， 我 们 已 经 把 e 表示 成 截断 了 的 Fourier 级 数 ， 其 中 振幅 随时 间 按 指数 函数 变化 。 
现在 可 以 进行 如 下 的 研究 。 由 于 原来 的 差分 方程 (4-36) 是 线性 的 ， 而 式 (4-58) 已 经 表明 
合 人 误差 就 满足 这 个 差分 方程 ， 所 以 如 果 将 式 (4-68) 代入 到 式 (4-58) 中 ， 级 数 中 每 一 项 
的 变化 方式 与 整个 级 数 的 变化 方式 是 一 样 的 。 于 是 ， 可 以 只 考虑 级 数 中 的 一 项 ， 即 

En(X,t) =e"e (4-69) 

关于 稳定 性 的 特性 ， 用 这 种 形式 表示 的 e 就 可 以 进行 研究 ， 而 不 会 失去 一 般 性 。 我 们 之 
所 以 对 = 的 更 一 般 的 形式 式 (4-68) 进行 讨论 ， 其 意义 在 于 它 能 让 我 们 了 解 舍 人 误差 分 析 实 
际 上 是 在 研究 什么 ， 同 时 也 让 我 们 掌握 了 式 (4-69) 所 包含 的 意义 。 
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让 我 们 继续 分 析 在 一 个 时 间 步 里 a 是 如 何 变化 的 ， 并 找 出 Ai 应 该 满足 什么 条 件 ， 才 能 
使 式 〈4-59) 成 立 。 首 先 ， 将 式 〈4-69) 代入 式 (4-58) 


ea + At) @itm’ _ e* em @" erm +Ax) _ 2e4 imx 十 eeikm(x -Ar) 
二 人 


A = (Aw)? (4-70) 
从 上 式 中 约 去 因子 ee ,得 
eel _ Geiktnar 2 4+ © ihm” 
AL (Ax) 
也 就 是 
os QAt ，iknhe ,ikiAr ,| 
e =1+7Axate +e 2) (4-71) 
根据 恒等式 z 
cos(k, Ax) -2 2 ~ 
式 (4-71) 又 可 以 写成 
oA 一 ZaAt Cos 和 ) 一 - 
1 + [eos( kAr) -1] (4.72) 
再 利用 另 一 个 三 角 公 式 
.2 kAx 1 — cos(k, Ax) 
sin -5 = 7 
式 (4-71) 最 终 成 为 
aAt 4aAt . ,EnAx 
1 -7 ss (4-73) 
而 由 式 (4-69) 
n+l @e +A) ikme 
ee (4774) 
综合 式 (4-59) . 式 (4-73) 、 式 (4-74) 各 式 , 我 们 有 
er ahil _ 4aAt . 2 KnAx 
sr = |e 四 CAm)asin 7 < (4-75) 
根据 式 (4-59) ,要 得 到 稳定 的 解 , 式 (4-75 ) 必须 得 到 满足 。 在 式 (4-75) 中 
| _ 4aAt ， 2 En Ax =C 
[AnJasin 7 | 二 
称 为 放大 因子 。 解 不 等 式 (4-75) , 即 G<1 ,应 该 有 两 种 情况 同时 成 立 。 
4aAt ，， kk Ax 
1) 1 Aw) 7 志 1 ,由 此 有 下 式 
4aAt . ， kAx 
-Ax sin -本 20 (4-76) 
因为 4aAt/(Ax)” 总 是 正 的 ,所 以 式 (4-76) 自 然 是 成 立 的 。 
2) 1 -tsin > -1, 由 此 有 下 式 
x 


4aAt .2 hk Ax 
Sl 一 一 


三 
Ars™ 2 -1<I 
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要 使 上 式 成 立 , 应 该 有 
CA 一 工 
(Az)” 2 
式 (4-77) 给 出 了 一 个 稳定 性 条 件 , 来 保证 差分 方程 (4-36 ) 的 解 是 稳定 的 。 显 然 , 对 于 给 定 
的 Ax,At 的 值 必须 足够 小 ,才能 满足 式 (4-77) 。 
和 它 表明 :对 于 显 式 有 限 差分 格式 ,稳定 性 要 求 对 推进 变量 有 所 


限制 。 只 要 < 二 ,在 :方向 后 面 的 推进 中 ,误差 都 不 会 增 大 ,数值 解 将 呈现 稳定 的 态势 。 


反之 ,如 果 > > 2 ,误差 将 会 持续 增 大 ,最 终 导 致 数值 推进 的 解 在 计算 机 上 “ 爆 掉 ”。 


以 上 的 分 析 作 为 一 个 例子 ,代表 了 一 种 通用 的 分 析 方 法 ,叫做 von Neumann( 汉 ，… 诺 伊 曼 ) 
稳定 性 方法 。 这 种 方法 常常 用 来 研究 线性 差分 方程 的 稳定 性 性 质 。 
稳定 性 条 件 的 具体 形式 取决 于 差分 方程 的 形式 。 作 为 例子 ,让 我 们 再 简略 地 研究 一 下 另 


一 个 简单 的 方程 ,看 看 它 的 稳定 性 特性 。 这 次 是 一 个 双 曲 形 方程 。 考 虑 一 阶 波动 方程 (习题 
3-5), 即 


(4-77) 


ou _ 
Ey +c = =0 (4-78 ) 
用 中 心 差分 代替 式 中 的 空间 导数 ,有 


n n 
Ou _ Witl™ Wi-l 


= (4-79) 
Ox 2Ax 
如 果 再 用 简单 的 向 前 差分 代替 时 间 导 数 ,就 给 出 了 代表 方程 (4-78 ) 的 差分 方程 ,形式 为 
wr 一 外 Li 一 Li 1 
TY (4-80) 


这 个 式 子 大 概 是 从 方程 (4-78) 所 能 得 到 的 最 简单 的 差分 方程 ,有 时 被 称 为 欧 拉 显 式 格式 。 然 
而 将 汉 ， 诺 伊 曼 稳定 性 分 析 应 用 于 方程 (4-80) ,得 到 的 结果 却 表明 ,无 论 At 如 何 取 值 ,方程 
(4-80) 总 是 给 出 不 稳定 的 解 。 因 此 ,方程 (4-80 ) 被 称 为 无 条 件 不 稳定 的 。 如 果 我 们 还 是 用 一 
阶 差分 代替 时 间 导 数 ,但 这 次 用 两 个 网 格 点 ;+1 和 i -1 上 的 平均 值 来 代表 几 , 即 


于 是 
Ou 


9 At 
将 式 (4-79) 和 式 (4-81) 代 和 人 式 (4-78) ,有 


(4-81 ) 


A L482) 

上 式 中 的 差分 ,也 就 是 用 式 (4-81) 表 示 时 间 导 数 ,叫做 Lax (拉克 斯 ) 方 法 ,数学 家 Peter 

Lax 首先 提出 了 这 种 方法 。 如 果 我 们 像 前 面 一 样 ,还 假设 ce, (x,t) = exe” ,并 代 人 方程 (4- 
82) , 则 它 的 放大 因子 为 

e” =cos(k,Ax) ~iCsin(k, Ax) (4-83 ) 
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-全 
式 中 ,C=c eo 


稳定 性 的 要 求 1e“1 友 1 ,用 在 式 (4-83) 上 ,给 出 
C=lcl 芭 <1 (4-84) 
Ax 


式 (4-84) 中 的 C 称 为 柯 朗 ( Courant) 数 。 此 式 表明 ,要 使 方程 (4-82) 的 解 是 稳定 的 ,应 该 
有 Ai< 仔 。 式 (4-84) 为 称 为 柯 朗 - 弗 里 德里 奇 - 列 维 ( Courant-Friedrichs-Lewy) 条 件 ,一 般 写成 
CFL 条 件 ,这 个 条 件 对 双 曲 型 方程 来 说 是 一 个 重要 的 稳定 性 准则 。CFL 条 件 的 历史 可 以 追 淹 
到 1928 年 。CFL 条 件 , 即 柯 朗 ( Courant) 数 必须 小 于 1, 最 多 等 于 1, 也 是 二 阶 波动 方程 (习题 
3.4) 
Ou _ 20u 
a ox 
的 稳定 性 条 件 。 方 程 (4-85 ) 的 特征 线 与 CFL 条 件 之 间 存 在 着 某 种 联系 ,这 种 联系 有 助 于 阐明 
CFL 条 件 的 物理 意义 。 现 在 就 让 我 们 来 寻求 这 种 联系 。 方 程 (4-85 ) 的 特征 线 ( 参见 3.2 节 ) 
为 (假设 c>0) 


(4-85 ) 


， -| ct ( 右 行 ) (4-86a) 
-ct ( 左 行 ) (4-86b) 
图 4-13ab 画 出 了 这 两 族 特征 线 。 在 图 4-13a.b 中 ,都 假设 b 点 是 通过 网 格 点 i-1 的 右 行 特 
征 线 与 通过 网 格 点 i+1 的 左 行 特 征 线 的 交点 。 但 是 ,这 个 由 通过 网 格 点 2-1 和 i+1 的 特征 
线 相交 所 确定 的 点 , 却 有 着 特别 的 意义 ,因为 它 对 应 着 CFL 条 件 的 上 限 , 即 柯 朗 数 C =1。 为 了 
更 清楚 起 见 , 用 Aic., 表 示 当 C=1 时 ,由 式 (4-84) 所 确定 的 At, 那 么 由 式 (4-84) 
Al， = 竺 (4-87) 
在 图 4-13ab 中 ,如 果 从 网 格 点 i 向 上 移动 距离 Atc- ,就 恰好 落 在 5 点 上 。 这 是 因为 对 式 
(4-86a) 和 式 (4-86b) 给 出 的 特征 线 , 即 
At = + 全 (4-88) 
显然 ， 式 (4-87) 给 出 的 增 量 At 与 CFL 条 件 有 关 ; 而 式 (4-88) 给 出 的 增 量 At 与 特征 
线 的 交点 有 关 。 但 是 ， 这 两 个 增 量 却 又 恰好 相等 。 所 以 Atc -就 是 图 4-13a、b 中 56 点 与 网 格 
点 i 之 加 的 距离 。 
现在 考虑 C<1 的 情形 ， 即 图 4-13a。 由 式 (4-84 ) Atc i < Ate-i o 设 d 点 是 网 格 点 1 正 
上 方 与 网 格 点 距离 为 Atc 的 点 。 由 于 4 点 的 数值 解 是 用 网 格 点 上 -1 和 i+1 处 的 信息 由 差分 
方程 计算 出 来 的 ， 所 以 在 d 点 的 数值 解 的 依赖 区 域 是 图 4-13a 中 的 三 角形 ade。 而 在 d 点 的 
解析 解 的 依赖 区 域 是 由 通过 4 点 的 特征 线 确定 的 〈 这 些 特征 线 与 通过 点 的 特征 线 平行 ) ， 
即 图 4-13a 中 的 阴影 区 ， 从 图 4-13a 中 可 以 看 出 ， 在 d 点 的 数值 解 的 依赖 区 域 包含 了 解析 解 
的 依赖 区 域 。 
相反 ， 考 虑 C >1 的 情形 ， 即 图 4-13b。 由 式 (4-84)，Aitc,1 > Atc.1。 设 d 点 是 网 格 点 i 
正 上 方 与 网 格 点 i 距离 为 Atc>: 的 点 。 由 于 d 点 的 数值 解 是 用 网 格 点 i-1 和 i+1 处 的 信息 由 
差分 方程 计算 出 来 的 ， 所 以 在 a 点 的 数值 解 的 依赖 区 域 是 图 4-13b 中 的 三 角形 adc。 而 在 d 


计算 流体 力学 基础 及 其 应 用 


a) 稳定 情形 


b) 不 稳定 情形 


图 4-13 ”依赖 区 域 与 稳定 性 


点 的 解析 解 的 依赖 区 域 是 由 通过 d 点 的 特征 线 确 定 的 ， 即 图 4-13b 中 的 阴影 区 。 但 在 图 4- 
13b 中 ， 数 值 解 的 依赖 区 域 没有 能 把 解析 解 的 依赖 区 域 全 部 包含 进来 。 因 而 C > 1 将 导致 不 
稳定 性 。 

于 是 ， 我 们 可 以 为 CFL 条 件 作 如 下 的 物理 解释 : 要 保证 稳定 性 ， 数 值 解 的 依赖 区 域 必 
须 全 部 包含 解析 解 的 依赖 区 域 。 

以 上 考虑 的 是 稳定 性 。 至 于 精度 问题 ， 尽 管 是 完全 不 同 的 问题 ， 但 有 时 也 能 够 用 从 图 
4-13 中 进行 考察 。 考 虑 图 4-13a 所 示 的 稳定 的 情形 。 在 d 点 的 解析 解 的 依赖 区 域 是 图 4-13a 
中 带 阴 影 的 三 角形 。 根 据 第 3 章 中 的 理论 ， 在 d 点 的 解析 解 依 赖 于 这 个 阴影 三 角形 内 的 点 。 
但 网 格 点 i 一 1 和 i+1 却 都 在 解析 解 的 依赖 区 域 之 外 ， 所 以 并 不 影响 d 点 处 的 解析 解 。 另 一 
方面 ， 计 算 d 点 处 的 数值 解 却 用 到 了 网 格 点 i-1 和 i+1 处 的 信息 。 这 种 情形 在 Atc :取得 很 
小 《Atcc1 << Atc-1) 的 时 候 更 为 糟糕 。 在 这 种 情形 下 ， 即 便 计 算是 稳定 的 ， 但 结果 却 有 可 
能 很 不 精确 。 因 为 4 点 解析 解 的 依赖 区 域 与 计算 a 点 数值 解 所 用 的 网 格 点 的 实际 位 置 明显 地 
不 匹配 。 通 过 以 上 的 讨论 ， 我 们 可 以 断定 ， 从 稳定 性 考虑 ， 柯 朗 数 必须 小 于 等 于 1 (C<1); 
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但 从 精度 考虑 ，C 尽 可 能 接近 1 才 更 合适 。 

在 前 面 的 讨论 中 ， 我 们 将 注意 力 集中 在 误差 的 性 质 上 ， 将 它 作 为 分 析 给 定 的 差分 方程 稳 
定性 特性 的 手段 ， 其 中 着 重 研究 了 由 式 (4-55) 定义 的 全 入 误差 的 性 质 。 但 这 些 讨论 有 可 能 
给 读者 留 下 一 个 错误 的 印象 ， 以 为 如 果 有 一 台 理 想 的 计算 机 ， 不 产生 合 人 误差 ， 就 不 存在 不 
稳定 的 现象 。 事 实 并 不 是 这 样 的 。 数 值 稳定 性 的 一 般 概念 是 建立 在 解 本 上 身 随 时 间 变 化 特性 的 
基础 上 的 ， 本 质 上 与 会 人 误差 并 没有 必然 的 联系 。 例 如 ， 我 们 可 以 建立 一 种 广义 的 冯 ， 诺 伊 
曼 分 析 方 法 ， 将 解 本 身 写 成 Fourier 级 数 ， 即 

U(x) = 多 人 ein (4-89) 


而 不 是 把 会 人 误差 写成 Fourier 级 数 (4-60) 。 在 式 (4-89) 中 ,VV 是 解 的 第 m 个 谐 波 的 振 
幅 。 这 样 一 来 ， 放 大 因子 将 变 成 


(4-90 ) 


而 稳定 性 条 件 还 是 1 G1 <1。 

这 方面 的 内 容 ， 以 及 有 关 稳 定性 的 其 他 考虑 ， 将 留 给 读者 自己 去 做 进一步 的 学 习 。 我 们 
的 目的 仅仅 是 给 读者 一 个 概念 ， 即 : 稳定 性 考虑 对 CFD 是 很 重要 的 。 同 时 ， 对 如 何 处 理 稳 
定性 给 读者 一 些 思路 。 


4.6 小 结 


“离散 化 ”一 直 是 本 章 的 关键 词 。 我 们 已 经 看 到 了 如 何 将 偏 微分 方程 离散 化 ， 也 包括 流 
动 控制 方程 的 离散 。 这 种 离散 化 是 有 限 差分 方法 的 基础 。 此 外 ， 通 过 习题 4.7， 读 者 还 能 了 
解 积分 形式 的 流动 控制 方程 如 何 离散 ， 这 种 离散 化 是 有 限 体 积 方法 的 基础 。 有 限 差 分 方法 和 
有 限 体积 方法 在 CFD 中 都 是 很 常见 的 。 但 是 要 记 住 ， 本 章 讨论 的 离散 化 只 是 一 种 工具 ， 它 
本 吴 并 不 能 为 求解 任何 给 定 的 流动 问题 构造 任何 特定 的 方法 。 确 定 一 个 CFD 方法 所 要 考虑 
的 问题 ， 包 括 如 何 选择 求解 工具 ， 怎 样 使 用 以 及 按 什么 样 的 次 序 使 用 这 些 工具 来 寻求 一 个 
解 ， 还 有 怎样 处 理 边界 条 件 ， 等 等 。CFD 中 一 些 常用 的 方法 将 在 第 6 章 讨论 ， 而 这 些 方法 应 
用 于 某 些 经 典 的 流体 流动 问题 ， 将 在 本 书 的 第 3 部 分 中 详细 地 介绍 。 另 一 方面 ， 虽 然 没 有 具 
体 介绍 方法 本 身 ， 但 在 这 一 章 已 经 开始 接触 到 CFD 方法 的 某 些 重要 方面 。 例 如 ， 我 们 曾经 
指出 ， 任 何 一 种 CFD 方法 都 可 以 妇 类 到 两 种 主要 方法 一 一 显 式 方法 或 隐 式 方法 的 某 一 类 中 。 
我 们 讨论 了 显 式 方法 和 隐 式 方法 指 的 是 什么 。 此 外 ， 我 们 还 涉及 了 这 些 方 法 的 稳定 性 ,介绍 
了 冯 “' 庄 伊 曼 稳定 性 分 析 方 法 ， 这 种 分 析 为 我 们 指出 了 显 式 方法 的 一 些 稳定 性 限制 和 稳定 性 
准则 。 通 过 这 一 章 ， 我们 已 经 向 CFD 迈进 了 一 大 步 。 读 者 在 继续 进行 下 面 的 讨论 之 前 ， 先 
回 到 本 章 的 路 线 图 (图 4-2)， 并 确定 你 对 图 中 每 一 个 方 框 里 的 内 容 都 已 经 了 解 了 。 注 意 ， 
我 们 将 重点 放 在 了 有 限 差分 方法 上 ， 并 决定 不 讨论 有 限 体 积 方法 和 有 限 元 方法 。 目 前 ， 有 限 
元 方法 在 CFD 中 的 应 用 还 没有 形成 规模 。 有 限 差分 方法 和 有 限 体 积 方 法 在 全 部 CFD 实际 应 
用 中 占 到 了 约 95% 。 但 总 有 一 天 形势 会 发 生变 化 。 我 们 要 指出 ， 在 结构 力学 中 情形 恰好 相 
反 ， 在 选择 数值 方法 时 几乎 总 是 选择 有 限 元 方法 。 路 线 图 4-2 中 还 强调 了 显 式 方法 与 隐 式 方 
法 的 对 比 、 稳 定性 ， 等 等 ， 这 些 内 容 对 有 限 有 差分 方法 和 有 限 体积 方法 都 是 一 样 的 。 
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最 后 要 指出 ， 我 们 还 没有 完全 准备 好 ， 不 能 直接 进入 CFD 方法 的 讨论 。 我 们 还 有 一 件 
事 没有 讨论 ， 就 是 网 格 生成 及 所 需 的 坐标 变换 ， 这 是 下 一 章 的 内 容 。 


阅读 指南 
就 针对 某 些 类 型 的 流动 开展 有 意义 的 实际 计算 而 言 ， 我 们 目前 已 经 有 了 足够 多 的 信息 。 
这 里 设立 的 路 标 是 为 那些 要 尽快 上 手 开展 实际 计算 的 读者 准备 的 。 至 于 那些 在 着 手 实际 计算 
之 前 还 想 加 深 CFD 背景 的 读者 ， 按 本 书 中 的 顺序 读 下 去 就 行 了 。 我 们 在 下 一 章 将 研究 网 格 
生成 与 坐标 变换 ， 这 对 于 第 8 章 讨 论 的 应 用 来 说 是 很 重要 的 内 容 。 但 是 对 于 此 刻 确实 已 经 读 
得 很 累 了 ， 想 要 开展 计算 研究 的 那些 读者 ， 我 们 建议 了 下 面 的 路 线 。 这 条 路 线 将 把 他 们 带 向 
一 个 具体 的 不 可 压 粘 性 流动 问题 一 一 库 埃 特 流 的 隐 式 和 显 式 求解 。 要 进行 这 一 应 用 ， 除 了 在 
现 已 掌握 的 内 容 之 外 ， 基 本 上 不 再 需要 任何 信息 了 。 于 是 你 就 可 以 
| 从 这 里 
| 
转 到 9.1~9.3 节 ， 求 解 库 埃 特 流 ( 隐 式 方法 ) 
! 
然后 转 到 习题 9-1 ， 库 埃 特 流 的 显 式 求解 


与 这 条 路 线 对 应 的 信息 流程 由 图 1-32a 给 出 ， 建 议 这 些 读 者 此 时 再 看 一 下 那 张 图 。 活 着 这 条 
路 线 前 进 ， 只 有 很 少 的 基本 内 容 需 要 理解 ， 基 本 上 只 需 包括 隐 式 差分 与 显 式 差分 的 原理 。 还 
有 另外 一 条 更 长 一 点 的 路 线 供 读者 选择 ， 这 条 路 线 将 把 读者 带 向 拟 一 维 喷 管 流动 欧 拉 方程 的 
显 式 时 间 推 进 求解 。 这 条 路 线 需 要 读者 花 更 多 的 时 间 ， 但 是 也 为 读者 提供 了 用 已 掌握 的 知识 
着 手 进行 一 次 计算 研究 的 机 会 。 此 时 你 可 以 
从 这 里 
} 
转 到 6.3 节 麦 者 巧 克 (MacCormack) 格式 
! 
然后 转 到 7. 1 ~7.4 节 ， 亚 声速 和 超声 加 等 炉 喷 管 流 动 的 计算 求解 
对 应 这 条 路 线 的 信息 流程 由 图 1-32b 给 出 ， 请 再 看 一 下 那 张 图 。 此 时 需要 掌握 的 知识 包括 时 
间 推 进 有 限 差分 求解 ， 以 及 有 关 人 工 粘性 的 一 些 概 念 。 
在 现 阶段 ， 一 旦 有 读者 选择 了 去 从 事 这 些 计 算 研究 中 的 某 一 项 ， 或 者 两 项 者 做， 那么 请 

记 住 ， 做 完 之 后 一 定 要 回 到 现在 的 位 置 ， 像 其 他 读者 一 样 继续 把 CFD 读 下 去 。 我 们 将 在 第 5 
章 转向 网 格 生成 的 内 容 ， 在 第 6 章 介绍 多 个 不 同 的 CFD 方法 。 


习题 

4-1 用 泰勒 级 数 推导 9u/9y 的 一 阶 向 前 和 向 后 差分 。 

4-2 ”用 泰勒 级 数 推导 9u/9y 的 二 阶 中 心 差分 。 

4-3 考虑 函数 由 xy) =e” +e ,点 (x,y) =(1,1) 

(a) 在 该 点 计算 94$/9x 和 363g/9y 的 精确 值 ; (b) 取 Ax = Ay=0.1， 在 该 点 用 一 阶 向 前 
差分 计算 3 由 /ax 和 av/ay 的 近似 值 ， 并 计算 相对 于 精确 解 的 误差 ;(c) 取 Ax =Ay=0.1, 在 
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该 点 用 一 阶 向 后 差分 计算 3d/ax 和 ad/ay 的 近似 值 ， 并 计算 相对 于 精确 解 的 误差 ; (d) 取 
Ax =Ay =0.1， 在 该 点 用 二 阶 中 心 差分 计算 3$/6x 和 3d/ay 的 近似 值 ， 并 计算 相对 于 精确 解 
的 误差 。 

44 取 Ax=Ay=0,01， 重复 习题 4.3。 对 这 里 得 到 的 结果 和 习题 4-3 中 的 结果 ， 比 较 
它们 的 精度 。 

4-5 推导 式 (4-18)。 

4-6 推导 下 面 的 三 阶 精度 单 侧 差分 表达 式 

(二 -a ( —1lw; +1l8u -Ou jr2 +2uij43) 

4-7 对 习题 2-2 推导 的 连续 性 方程 、 动 量 方程 和 能 量 方程 总 的 积分 形式 ,推导 相 应 的 

离散 化 公式 ， 这 种 离散 化 形式 是 有 限 体积 方法 的 基础 。 
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数值 网 格 生成 ， 虽 然 用 到 的 数学 知识 是 很 古老 的 ， 但 在 实际 应 用 方面 还 是 相当 年 轻 的 。 
在 这 个 领域 ， 需 要 工程 师 对 物理 特性 的 体会 ， 数 学 家 对 函数 性 质 的 理解 ， 以 及 极 大 的 想象 
力 ， 也 许 还 需要 神 的 帮助 。 
Joe F. Thompson, Z. V. A. Warsi, and C. Wayne Mastin, 
《数值 网 格 生成 》，North-Holland， 纽 约 ，1985 


5.1 引言 


第 4 章 讨论 的 有 限 差 分 方法 ， 计 算 需要 在 一 组 离散 的 网 格 点 上 进行 。 这 些 分 布 在 整个 流 
场 内 的 离散 点 称 为 网 格 。 对 于 流 过 一 个 给 定 几 何 外 形 的 流动 来 说 ， 确 定 适当 的 网 格 是 一 件 非 
常 重要 的 事情 ， 决 不 能 看 成 是 无 关 紧 要 的 。 确 定 这 种 网 格 的 方法 称 为 网 格 生 成 。 在 CFD 中 ， 
网 格 生 成 非常 受 重视 。 对 一 个 给 定 的 问题 ， 所 选择 的 网 格 类 型 既 可 以 保证 数值 求解 的 成 功 ， 
也 可 能 导致 它 的 失败 。 正 因为 如 此 ， 网 格 生成 在 CED 中 已 成 为 一 个 独立 的 部 分 。 

生成 合适 的 网 格 是 一 回 事 ， 而 在 网 格 上 对 流动 控制 方程 进行 求解 则 是 另外 一 回 事 。 从 
4. 2 节 我 们 知道 ， 标 准 的 有 限 差分 方法 需要 均匀 网 格 。 在 有 限 差分 方法 里 ， 还 没有 一 种 直接 
的 方法 能 在 非 均 匀 网 格 上 数值 求解 流动 控制 方程 。 即 便 在 流 场 中 生成 了 非 均 匀 网 格 (具体 
原因 在 后 面 的 章节 里 讨论 ) ， 也 需要 将 它 变 换 成 均匀 分 布 的 矩形 网 格 。 同 时 ， 偏 微分 控制 方 
程 也 要 重新 改写 ， 以 适应 这 种 变换 后 的 矩形 网 格 。 既 然 这 种 网 格 变换 来 自 于 有 限 差分 方法 的 
需求 。 因 此 ， 本 章 所 涉及 的 大 部  : 
分 有 关 偏 微分 控制 方程 的 变换 ， 
都 是 与 有 限 差 分 方法 相 联系 的 。 
因此 ， 让 我 们 在 上 一 章 的 基础 上 
继续 研究 。 

如 果 所 有 的 CFD 应 用 都 可 
以 在 物理 空间 上 直接 使 用 均匀 分 
布 的 网 格 ， 那 么 就 不 必 对 第 2 章 
推导 的 偏 微分 方程 进行 变换 了 。 
只 需 简 单 地 在 空间 (x，y，z， 图 5-1 纯 和 矩形 网 格 里 的 翼 型 
i) 中 运用 这 些 方程 ， 利 用 4.2 
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和 4. 3 节 导 出 的 差分 公式 来 离散 这 些 方程 ， 用 均匀 不 变 的 Ax，Ay，Az 和 At 值 进行 计算 就 
可 以 了 。 然 而 ， 实 际 问 题 中 这 种 情形 是 很 少 的 。 例 如 ， 计 算 绕 费 型 的 流动 ， 如 果 使 用 均匀 的 
和 矩形 网 格 ， 如 图 5-1 所 示 ， 可 能 会 带 来 如 下 的 问题 : 

1) 有 些 网 格 点 落 人 经 型 内 部 ， 而 不 是 在 流 场 里 ， 如 何 给 定 这 些 点 上 的 流动 参量 ? 

2) 只 有 少量 的 网 格 点 落 在 机 型 表面 上 ， 这 也 不 好 。 因 为 辟 型 表面 是 极其 重要 的 边界 ， 
表面 上 的 边界 条 件 确定 了 整个 流动 ， 因 此 数值 求解 时 必须 能 够 非常 清楚 地 识别 出 翼 型 表面 。 

由 此 可 以 断定 ， 图 5-1 中 
的 矩形 网 格 对 求解 这 个 流动 是 
不 合适 的 。 相 反 ， 图 5-2a 所 
示 的 网 格 才 是 合适 的 。 图 中 我 
们 见 到 的 是 严格 围绕 着 翼 型 
的 、 非 均匀 的 曲线 网 格 。 通 过 
定义 新 的 坐标 线 & 和 m， 使 得 
辟 型 表面 成 为 一 条 坐标 线 (7 
= 常数 ) 。 这 种 坐标 系 称 为 贴 
体 坐 标 系 ，5. 7 节 将 对 此 进行 
详细 的 讨论 。 重 要 的 是 ， 网 格 
点 自然 而 然 地 落 在 了 虽 型 表面 
上 ， 如 图 5-2a 所 示 。 但 同样 
重要 的 是 ,在 图 5-2a 所 示 的 物 
理 区 域内 ,网 格 即 不 是 矩形 的 ， 


也 不 是 均匀 分 布 的 ,通常 的 差 9 Te ¢ 
分 很 难 应 用 。 所 以 必须 将 物理 计算 平面 

区 域内 的 曲线 网 格 转换 成 用 

#7 表示 的 矩形 网 格 , 如 图 5- 图 52 贴 体 坐标 系 


2b 所 示 。 图 5-2b 所 示 的 和 抢 形 
网 格 称 为 计算 平面 ,而 图 5-2a 所 示 的 曲线 网 格 称 为 物理 平面 。 我 们 必须 确定 一 个 变换 ,建立 
起 两 者 之 间 的 一 一 对 应 关系 ,使 物理 平面 内 的 点 (例如 图 5-2a 中 的 点 a、b\e) 与 计算 平面 内 的 
点 (图 5-2b 中 的 点 a8\c, 这 些 点 之 间 的 间距 A 和 An 是 均匀 的 ) 一 一 对 应 。 流 动 控制 方程 将 
在 计算 平面 (图 5-2b) 里 用 有 限 差分 方法 求解 ,计算 得 到 的 信息 将 利用 网 格 点 之 间 的 一 一 对 应 
直接 带 回 到 物理 平面 。 要 在 计算 平面 内 求解 ,这 些 方程 必须 用 变量 & 和 ”表示 ,而 不 是 用 x 和 
y 表示 。 也 就 是 说 ,必须 将 控制 方程 从 (x,y) 变换 到 新 的 自 变量 (&,m)。 

本 章 的 目的 ， 先 是 给 出 偏 微分 控制 方程 在 物理 平面 和 计算 平面 之 间 的 变换 ， 然 后 讨论 各 
种 特殊 网 格 。 正 如 前 面 提 到 的 ， 这 部 分 内 容 是 CFD 研究 中 一 个 非常 活路 的 领域 ， 称 为 网 格 
生成 。 从 这 种 意义 上 来 说 ， 这 一 章 只 能 介绍 一 些 皮 毛 。 然 而 ， 本 章 的 内 容 却 足以 为 读者 建 
立 网 格 生成 的 基本 思路 和 基本 原理 ， 并 了 解 网 格 生成 是 如 何 与 整个 CFD 结合 在 一 起 的 。 

图 5-3 给 出 了 本 章 的 路 线 图 。 图 中 左边 的 方 框 表 示 变 换 过 程 的 各 个 方面 ， 这 些 内 容 将 被 
用 在 右边 的 方 框 所 代表 的 网 格 生 成 的 过 程 中 。 下 一 节 将 研究 导数 变换 的 意义 ， 即 左边 第 一 个 
方 框 的 内 容 。 
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5 
度量 与 雅克 有 限 差分 计算 


比 行列 式 用 的 网 格 生成 
计算 区 域内 流动 方 
程 下 


有 限 体积 计算 
用 的 网 格 生 成 


的 强 守恒 形式 


非 结 构 网 格 


笛 卡 儿 网 格 


图 5-3 第 5 章 的 路 线 图 
5.2 方程 的 一 般 变 换 


为 简 音 起见， 考虑 二 维 非 定常 流 场 ， 其 自 变 量 为 x、y 和 :t。 对 于 自 变量 为 x、y、z 和: 
的 三 维 非 定 常 流 场 ， 结 果 是 类 似 的 ， 只 是 包含 了 更 多 的 项 。 
我 们 要 将 物理 平面 中 的 自 变 量 (x,y, 1t) 变换 成 计算 平面 中 的 一 组 新 自 变量 (上 ，7， 
7) ， 用 方程 
€=é(x,7,t) (5-1a) 
n=n(x,y,t) (5-1b) 
T=7(t) (5-1c) 
表示 这 个 变换 。 目 前 这 个 变换 是 以 一 般 形 式 写 出 来 的 。 对 于 实际 应 用 ,方程 (5-1a ~ e) 表 
示 的 变换 必须 由 具体 的 解析 关系 式 给 出 ， 有 时 也 可 以 由 特定 的 数值 对 应 关系 给 出 。 在 上 述 变 
换 中 ,7 只 是 上 的 函数 ， 并 常常 以 7 =t 的 形式 给 出 ， 这 好 像 没有 什么 意义 。 然 而 ， 整 个 变换 
中 必须 包括 式 (5-1c)， 否 则 就 无 法 生成 某 些 必 要 的 项 。 
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考虑 以 x、y 和 + 为 自 变量 的 一 个 或 一 组 偏 微分 方程 ， 例 如 第 2 章 推导 出 的 连续 性 方程 、 
动量 方程 和 能 量 方程 。 在 这 些 方程 中 ,未 知 函 数 是 以 导数 的 形式 出 现 的 ， 如 ap/axz、au/ay、 
9e/9t。 因 此 ， 要 将 这 些 方程 从 (x*，y， it) 空间 变换 到 (上 #，?9，7) 空间 ， 需 要 对 导数 进行 
变换 ， 也 就 是 把 原 偏 微分 方程 中 关于 x、y、: 的 导数 变换 成 关于 上 、7、r 的 导数 。 比 如 说 ， 
要 用 3u/a5 和 6u/am 等 的 某 种 组 合 来 代替 ax/ay。 导 数 的 变换 可 以 由 式 (5-la ~c) 给 出 的 变 
换 关 系 用 下 述 方法 得 到 。 根 据 求 导 的 链 式 法 则 ， 有 


(说 (说 ( 计 ,( 忆 ,到 (说,( 罗 ， 


在 上 述 表达 式 中 添加 下 标 是 为 了 强调 求 偏 导数 的 过 程 中 哪些 变量 保持 不 变 。 在 下 面 的 表达 式 
中 将 省 略 这 种 下 标 ， 但 将 它们 记 在 心里 总 是 有 用 的 。 这 样 ， 上 述 表 达 式 可 以 写成 


二 轩 "同人 3 
类 似 的 ， 有 
ED 3 
还 有 
国 二 全 人 蜀 全 人 全， 
也 就 是 
和 刘 罗 - 册 加: 鸭 多 | ea 


式 (52)、 式 (5-3) 和 式 (5-5) 可 以 将 关于 x、y 和 4 的 导数 变换 成 关于 &、n 和 7 的 
导数 。 例 如 ， 在 流动 控制 方程 式 (2-29) 、 式 (2-33)、 式 (2-50a ~c)、 式 (2-56a ~c)、 式 
(2-66) 和 式 (2-81) 中 ， 只 要 见 到 关于 x 的 导数 ， 就 用 式 (5-2) 代替 它 ; 看 到 关于 y 的 导 
数 ， 用 式 (5-3) 代替 它 ; 凡是 关于 的 导数 ， 用 式 (5-5) 代替 。 关 于 &、 和 7 的 导数 中 
的 系数 称 为 度量 。 例 如 ，6E/9x、6EL90Yy、9m/9x 和 6m/9y 都 是 度量 ， 它 们 可 以 从 变换 式 (5- 
la ~c) 中 求 得 。 如 果 式 (5-1a ~c) 是 以 封闭 形式 的 解析 表达 式 给 出 ， 那 么 度量 也 可 以 求 出 
封闭 形式 的 表达 式 。 然 而 , 式 (5-1a ~e) 给 出 的 变换 常常 只 是 纯 数 值 的 对 应 关系 ， 这 种 情 
况 下 只 能 用 有 限 差分 来 计算 度量 ， 通 常 是 用 中 心 差分 计算 。 

考虑 第 2 章 推导 的 粘性 流动 控制 方程 。 可 以 看 到 ， 方 程 的 粘性 项 中 包含 二 阶 导数 。 方 程 
式 (2-58a ~c) 就 是 这 样 ， 它 包括 (jv/9x)/9x 这 样 的 项 。 对 这 些 二 阶 导数 也 需要 进行 变 
换 。 这 可 以 用 下 面 的 方法 来 完成 。 在 式 (5-2) 中 , 令 


-到 ( 因 :( 忆 时 


则 有 
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FE 


荡 - 关 =- 纪 [ (名 ( 转 +( 纪 (加)] 
- (强人 +( 芍 (二 (二 全 (到 (5 6-6 


等 式 (5-6) 中 的 最 后 一 步 是 由 两 项 乘积 的 求 导 法 则 得 出 的 。 将 等 式 中 的 也 和 5 分 别 记 


作 B 和 C， 它 们 所 表示 的 导数 是 一 个 “复合 导数 ”， 它 们 包含 了 关于 (x,，y, t) 中 的 某 一 个 
自 变量 和 (此 ，7，r) 中 另 一 个 自 变量 的 导数 。 这 还 不 是 我 们 想 要 的 结果 ， 因 为 我 们 要 将 
9 /ax 完全 用 关于 &、n 和 7 的 导数 来 表示 。 因 此 还 需要 对 B 和 C 做 进一步 推导 。B 所 表示 
的 复合 导数 可 以 重 写成 


由 方程 (5.2) 给 出 的 链 锁 规则 ， 得 到 
B= (看 jz) (到 th 


2 


C-i (mm) = 加 +( 识 加 (53) 
用 式 (57) 和 式 (5-8) 代替 式 (56) 中 B 和 C 所 代表 的 项 ， 并 重新 排列 各 项 的 顺 


序 ， 得 到 
各 - 放 芭 说 (到 j*( 当 罗汉 | 
le 
式 (5-9) 利用 关于 上 和 7 的 一 阶 偏 导数 、 二 阶 偏 导数 和 混合 偏 导 数 乘 以 不 同 的 度量 ， 


给 出 了 关于 x 的 二 阶 偏 导 数 。 
接 下 来 ， 推 导 关 于 y 的 二 阶 偏 导数 。 令 


p= (局 ( 吉 ， (3 (| 


同样 


(5-9) 


从 式 (5-3)， 有 
poateale Mole) 
- 央 ( 的 "(的 ( 沿 * 凡 押 * 提 |( 讽 | G0) 
其 中 ， -和 P=， 还 是 利用 式 (5-3)， 有 
=- 吉庆-( 站 |( 鸭 +( 到 二 |( 红 (S11) 
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rn (m)- (到 (天 + (党 (到 (5-12) 
将 式 (5-11) 和 式 (5-12) 代 回 式 (5-10) ， 并 重新 排列 各 项 的 顺序 ， 得 到 


妆 -( 齐 [ 吹 *( 说 ( 轴 *( 交 (的 
lo lle) 
式 (5-13) 利用 关于 志和 的 一 阶 偏 导数 、 二 阶 偏 导数 和 混合 偏 导数 乘 以 不 同 的 度量 ,给 出 


了 关于 y 的 二 阶 偏 导数 。 
再 接 下 来 ， 推 导 二 阶 混合 偏 导数 ， 即 


茄 - 基 -加 -到 ( 乔 的 +( 启 ( 匀 ] 


-( 光 (x5) (2 (说) + (my) (am) (5-14) 
其 中 出 现 了 与 式 (5-6) 中 8 和 C 含义 相同 的 项 。 
用 式 (5-7) 和 式 (5-8) 代替 式 (5-14) 中 的 这 两 项 ， 并 重新 排列 各 项 的 顺序 ， 得 到 


茄 -( 淹 半 "(为 ( 开 )*( 咎 | 轩辕: 
(a) (a) (la)(y) (a)(a) 
式 (5-15) 利用 关于 上 和 7 的 一 阶 偏 导数 、 二 阶 偏 导 数 和 混合 偏 导数 乘 以 不 同 的 度量 ， 
给 出 了 关于 x 和 y 的 二 阶 混合 偏 导 数 。 
仔细 看 看 上 面 所 有 带 框 的 关系 式 。 要 将 第 2 章 得 出 的 流动 控制 方程 从 自 变 量 x、y 和 + 
变换 到 新 的 自 变量 二、?7 和 T， 这 些 关系 式 给 出 了 所 有 必须 用 到 的 变换 。 显 然 ， 变 换 后 ， 关 
于 、7 和 7 的 控制 方程 会 变 得 相当 长 。 考 虚 一 个 简单 的 例子 ,不 可 压缩 无 粘 无 旋 定 常 流 ， 


其 控制 方程 是 拉 普 拉 斯 方程 。 
例 S-1 拉 普 拉 斯 方程 


(5-13) 


(5-15) 


(5-16) 


将 方程 (5-16) 从 (x, yY) 变换 到 (&，,，”)， 其 中 =E(x,y) ,n=n(x,y)。 
利用 式 (5-9) 和 式 (5-13)， 得 


罗拉 国 "(区 罗 "的 ( 的 : 
上 5 人 中 |( 中 ?2 和 (到 (的 ， 
CM 
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将 上 式 合 并 同类 项 ， 最 终 得 到 
gg aé\? age? 9 由 any? 97 
a) + 5) J asl la) (wm)]+ 
时 oan\/oae\ /an /oat 
?0 (a) (3s) * (m0) (a)]* 
a , 2 ; 2 (27 ; 5 _0 
3tox dy) an\ax oy 

考察 方程 式 (5-16) 和 式 (5-17 ) 。 前 者 是 物理 平面 (*，y) 上 的 拉 普 拉 斯 方程 ， 后 者 
是 计算 平面 (二 ，7) 上 经 过 变换 的 拉 普 拉 斯 方程 。 变 换 后 的 方程 显然 包含 了 更 多 的 项 。 不 
难 想像 ， 第 2 章 推导 的 连续 性 方程 、 动 量 方程 和 能 量 方程 变换 后 会 是 什么 样子 : 会 有 很 多 很 
多 的 项 。 

当 流 动 控制 方程 用 强 守恒 形式 (2-93) 表示 时 ， 二 有 阶 导 数 的 变换 ， 即 式 (5-9) 、 式 (5- 
13) 和 式 〈$-15) 各 式 就 用 不 到 了 。 回 到 2. 10 节 ， 看 看 方程 (2-93) 以 及 式 中 的 列 向 量 的 
定义 式 (2-94) 到 式 (2-98) 。 注 意 到 ， 由 式 (2-95) 到 式 (2-97) 表示 的 下 、CG 和 五 中 ， 
粘性 项 直接 以 7,,。、7;,、k9T/9x 等 形式 出 现 。 这 些 项 只 包括 速度 分 量 的 一 阶 导 数 (如 9u/9x%、 
9u/0y) 或 温度 的 一 阶 导数 。 对 下 、G 和 上 内 部 的 这 些 项 进行 变换 时 ， 只 需 用 到 一 阶 导数 的 
变换 式 (5-2) 和 式 (5-3)。 接 下 来 ,方程 (2-93) 本 身 出 现 的 一 阶 导数 也 是 通过 式 (5-2)、 
式 (5-3)、 式 (5-5) 各 式 进行 变换 的 。 因 此 ， 当 流动 控制 方程 用 式 (2-93) 的 形式 表示 时 ， 
两 次 运用 一 阶 导数 的 变换 ， 也 就 是 两 次 使 用 式 (5-2)、 式 (5-3) 和 式 (5-5)， 就 可 以 完成 
方程 的 变换 。 相 比 之 下 ， 用 式 (2-58a ~c) 表示 的 控制 方程 ， 粘 性 项 里 直接 出 现 了 二 阶 导 
数 。 对 于 这 种 形式 的 控制 方程 进行 变换 ， 即 要 用 到 式 (52)、 式 (5-3) 、 式 (5-5) 等 一 阶 
导数 的 变换 ， 也 要 用 到 式 (5-9) 、 式 (5-13)、 式 (5-15) 等 二 阶 导数 的 变换 。 

再 次 强调 ， 式 (5-1) 到 式 (5-3)、 式 (5-5) 、 式 (5-9)、 式 (5-13) 和 式 (5-15) 各 
式 ， 是 用 来 将 流动 控制 方程 从 物理 平面 ((*,y) 平 面 ) 变 换 到 计算 平面 (#,7) 乎 面 ) 的 。 在 大 
多 数 CFD 应 用 中 ， 这 种 变换 的 目的 是 将 物理 平面 中 的 非 均 匀 网 格 (图 5-2a) 变换 成 计算 平 
面 中 的 均匀 网 格 〈 图 53-2b) 。 变 换 后 的 偏 微分 控制 方程 就 在 计算 平面 上 进行 有 限 差 分 离散 。 
而 在 计算 平面 ， 有 着 均匀 的 人 和 均匀 的 An， 如 图 5-2b 所 示 。 流 场 变量 的 计算 是 在 计算 平 
面 的 所 有 网 格 点 (如 图 5-2b 中 的 点 ae、 和 ec) 上 进行 的 。 这 些 流 场 变 量 也 就 是 物理 平面 相 
应 的 网 格 点 (图 5-2a 中 的 点 &、5 和 c) 上 的 流 场 变量 。 完 成 这 一 过 程 的 变换 ， 其 一 般 形式 
由 式 (5-la ~c) 给 出 。 当 然 ， 在 求解 给 定 的 问题 时 ， 式 (5-1a ~c) 需要 具体 地 给 出 来 。 在 
下 面 的 几 节 里 将 给 出 一 些 具体 的 变换 。 


(5-17) 


5.3 ”度量 和 和 雅 可 比 行列 式 


在 式 〈5-2) ~ 式 (5-15) 各 式 中 ， 涉 及 网 格 几何 性 质 的 项 ， 如 丝 /9x、9é/9y、9m/9%、 
9m/8y， 称 为 度量 。 如 果 变 换 式 (5-1a ~c) 以 解析 的 形式 给 出 ， 则 度量 也 可 能 得 到 解析 的 
值 。 然 而 ， 在 许多 CFD 应 用 中 ， 变 换 式 (5-1a ~e) 是 以 数值 的 形式 给 出 的 ， 因 此 度量 也 要 
用 有 限 差分 计算 。 

此 外 ， 在 许多 应 用 中 ， 使 用 变换 式 〈5-la ~c) 的 逆 变 换 更 方便 。 也 就 是 说 ， 我 们 要 利 
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用 逆 变 换 
x=x(é,n,7) (5-18a) 
y=7y(é,n,7) (5-18b) 
t=t(7) (5-18c) 


在 式 (5-18a ~c) 中 ,é,n 和 7 是 自 变量 。 然 而 ,在 导数 的 变换 式 (52) ~ 式 (5-15) 中 ,9é/ 
3x、9m/9y 等 度量 是 以 x,y 和 + 为 自 变量 的 偏 导数 。 因 此 ,为 了 用 逆 变 换 式 (5-18a ~c) 计 算 这 
些 方程 中 的 度量 ,需要 建立 度量 纶 /3x、9m/9y 等 与 道 度量 ax/85、3y7/3y 等 的 关系 ,而 这 些 逆 度 
量 能 够 从 逆 变 换 式 (5-18a ~ e) 中 直接 求 得 。 现 在 就 让 我 们 找 出 这 样 的 关系 式 。 

考虑 流动 控制 方程 中 的 一 个 未 知 函 数 ， 例 如 速度 的 x 分量 w。 令 w=wu(x,y) ,由 变换 式 
(5-18a) ~ 式 (5-18b), 即 x=x(é,n) 和 y=y(E,m) ,w 的 全 微分 为 


dug 4 Ou - 

d= dt yy (5-19) 
由 方程 (5-19)， 有 

Ou _Ou ox du 97 _ 

ee dx 0€ 8y aE (5-20) 
和 

uu, ou 9y (5-21) 


0m ax 9n 9y 9 
式 (5-20) 和 式 (5-21) 可 以 看 作 是 两 个 未 知 数 9u/9x 和 9u/9y 的 方程 组 ， 用 克 莱 姆 法 
则 ， 从 方程 组 式 (5-20) 和 式 (5-21) 中 解 出 9u/9x， 得 到 


du 07 
0 有 
ou 0 
Ou 157 97 
ou_ 1 on 5-22a 
以 3 
ex 9 
9n 07 
在 方程 (5-22) 中 ,分 母 上 的 行列 式 称 为 雅 可 比 行列 式 ， 记 作 
ox 9 
a(ziy) _ | 中 引 
= 三 5-22b 
9n7 97 
因此 ， 将 式 (5-22) 分 子 上 的 行列 式 展开 ， 可 以 写成 下 面 的 形式 
ou_1[I/ou(W /ou - 
-7[ (a (50) (直人 中 5233) 


回 到 方程 组 式 (5-20) 和 式 (5-21)， 解 出 9u/9y 
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9x Ou 
3 有 E 
Ox du 
du _ 107 07 

07 lox 9y 
of ooé 
x 对 
09m 37 


ou 1 Ou\/ 9% Buy{ Ox 
oy J (32)(3e) -( 询 (二 6523) 
考察 式 (5-23a) 和 式 (5$-23b) ， 它 们 是 用 计算 平面 中 流 场 变量 的 导数 来 表示 物理 平面 
中 流 场 变量 的 导数 。 式 (5-23a) 和 式 (5-23b) 实现 的 导数 变换 与 变换 式 (5-2) 和 式 (5- 
3) 是 一 样 的 。 然 而 ， 式 (5-2) 和 式 (5-3) 中 的 度量 是 at/ax，8?/ay 等 ， 但 新 的 方程 式 
(5-23a) 和 式 (5-23b) 则 不 一 样 ， 它 们 包含 了 逆 度 量 ax/8E ，ay/amn 等 。 还 要 注意 到 方程 式 
(5-23a) 和 式 (5-23b) 中 含有 变换 的 雅 可 比 行列 式 。 因 此 ， 只 要 给 出 了 形 如 式 (5-18a) 到 
式 (5-18c) 的 变换 ， 很 容易 就 能 从 中 求 出 度量 3x/3E、6x/9”7 等 。 变 换 后 的 流动 控制 方程 可 
以 用 这 些 逆 度 量 和 雅 可 比 行列 式 来 表示 。 为 了 能 够 进行 更 有 一 般 性 的 讨论 ， 将 方程 式 (5- 
23a) 和 和 式 (5-23b) 写成 更 一 般 的 形式 


pr 7[( 汉 (用 -( 河 ( 动 ] (5-24a) 


或 者 


9 1! 0 1 gxX 0 1 9X 
w= (an)(a) - (ae)(an)] (5-24b) 

作为 一 种 技巧 ， 式 (5-23a) 和 式 (5-23b) 中 使 用 未 知 函 数 “来 推导 北 变 换 ， 而 方程 式 
(5-24a) 和 式 (5-24b) 则 强调 了 导数 的 道 变换 式 可 以 用 于 任何 未 知 函 数 (不 只 是 wu)。 最 后 
还 要 指出 ， 二 阶 导数 的 变换 也 可 以 用 道 度量 表示 。 也 就 是 说 ， 存 在 着 与 式 (5-9) 、 式 〈5- 
13) 和 式 (5$-15) 各 式 类 但 的 表达 式 ， 其 中 包含 道 度量 和 雅 可 比 行列 式 。 限 于 篇 幅 ， 我 们 
不 打算 再 推导 这 些 表 达 式 了 。 

有 些 显 而 易 见 的 事 还 是 值得 说 一 下 。 如 果 看 到 用 变换 后 的 坐标 系 表示 的 流动 榨 制 方程 ， 
其 中 出 现 雅 可 比 行列 式 J， 就 知道 这 些 方程 是 在 与 逆 变 换 和 逆 度 量 打 交道 。 如 果 在 变换 后 的 
方程 中 没有 看 到 J， 通 常 就 要 与 前 面 5. 2 节 定 义 的 直接 变换 和 直接 度量 打交道 。 惟 一 的 例外 
是 5.4 节 将 要 讨论 的 内 容 。 再 一 次 提醒 读者 ， 给 定 由 式 (5-1a ~c) 表示 的 直接 变换 ， 则 a9é/ 
9x、9m/9y 这 样 的 直接 度量 最 容易 从 这 种 变换 中 求 得 ， 并 且 用 式 (52)、 式 (5-3) 和 式 
(5-5) 表示 导数 的 变换 也 最 直接 。 相 反 ， 若 给 定 由 式 (5-18a ~ c) 表示 的 逆 变 换 ， 则 ax/6E、 
9y/9m 这 样 的 逆 度 量 是 最 容易 求 的 ， 而 用 式 (5-24a) 和 式 〈5-24b) 表示 导数 的 变换 才 是 最 
直接 的 。 
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还 要 提醒 读者 ， 在 本 章 中 考虑 的 是 两 个 空间 变量 x 和 y。 对 于 从 (*，y，z) 到 (&, 7， 
“) 的 三 维 空间 变换 ， 也 有 类 似 的 ， 但 更 为 元 长 的 表达 式 。 为 了 清楚 地 解释 基本 原理 ， 而 不 
是 过 多 地 考虑 细节 ， 我 们 有 意识 地 将 讨论 局 限 在 二 维 。 

式 (5-24a ~b) 可 以 用 更 正式 一 点 的 方式 得 到 。 让 我 们 来 研究 这 种 方式 ， 因 为 它 给 出 了 
直接 处 理 不 同 度量 的 一 种 通用 方法 。 当 需要 推广 到 空间 三 维 时 ， 这 种 方式 也 是 最 让 接 的 。 为 
简明 起 见 ， 下 面 还 是 只 考虑 空间 二 维 。 考 虑 二 维 的 直接 变换 

E=€ (x, y) (5-25a) 
n=n (x, 7) (5-25b) 

对 比 式 (5-25a ~b) 与 ( 式 5-1a ~c)， 会 发 现 从 前 面 讨论 中 省 略 了 7 =t。 因 为 这 里 的 
讨论 只 对 空间 度量 感 兴趣 ， 所 以 忽略 了 时 间 的 变换 。 

根据 全 微分 的 表达 式 ， 从 式 (5-25a) 和 式 (5-25b) 可 以 得 到 


入 -只 | + dy (5-26a) 
Ox oy 
dn = Pde + dy (5-26b) 
或 者 用 矩阵 形式 表示 
站 中 
dé _|ax 9y dx _ 
[a = 97 ws (5727) 
ox 07 
4 =x(E1) (5-28a) 
7=7(¢,7) (5-28b) 
进行 全 微分 ,得 
dx = ad + ed (5-29a) 
-V4 - 
dy a + ad (5-29b) 
或 者 也 用 和 矩阵 形式 表示 
CR 
dx] | 上 dn id 
加 ar a3y [ (5-30) 
0¢ on 
从 式 《5-30) 解 出 右边 的 列 向 量 ， 也 就 是 用 式 中 2 x2 系数 矩阵 的 逆 矩 阵 去 左 乘 ， 得 到 
ox ory 
dél1 | 上 站 67 dx 
|。 ay oy 四 (531) 
9 07 


比较 式 (5-27) 和 式 (5-31) ， 得 到 
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EE EY (we az 
ax 67 0 an 


= (5-32) 
nm mm| IY 多 
dx 0y 0€ on 
根据 计算 道 矩 阵 的 标准 法 则 ， 式 (5-32) 可 写 为 
0 x 
a om 
EE 9 _ 
ax | \ 膨 3 (5-33) 
m7 57 9x 9x 
dx 9y a 97 
9 
. 905 97 
考虑 式 (5-33) 分 母 上 的 行列 式 。 因 为 行列 式 转 置 后 ， 其 值 不 变 ， 我 们 有 
ax dx| ax 上 
0 09| 1% 3¢ =] (5-34) 


2 人 纱 ox 07 

0¢ 97n 907 07 
由 式 《5-22a) 给 出 的 了 的 定义 可 以 看 出 , 式 (5-34) 中 的 行列 式 正好 就 是 变换 的 雅 可 比 行 
列 式 J。: 将 式 (5-34) 代入 到 式 (5-33》， 得 到 


0 3 0y _ Ox 

ox 9y _ 工 on 077 (5.35) 

on ml J| wy 

dx 97 3 3 

比较 等 式 (5-35) 中 两 个 矩阵 的 对 应 元 素 ， 就 得 到 用 逆 度 量 表示 的 直接 度量 的 关系 式 ， 
即 

EE_1% -36a 
了 了 (5-36a) 
nm__1%y - 
ar Jt (536b) 
EE_ _ 工 虹 
97= J 37 (5-36c) 
mm_l1% 
ay 本 中 (5-36d ) 


上 述 公式 给 出 了 直接 度量 与 逆 度 量 之 间 的 关系 式 。 
把 式 (5-36a) 和 式 (5-36b) 代 人 到 式 (5-2) 和 式 (5-3) 中 ， 得 到 


#7 (lan) ~(#) (0)] 
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9 1 0 \/9x 0\/9x 
wT (5)(a) (aa 
这 两 个 等 式 与 用 逆 度 量 给 出 的 变换 式 (5-24a) 和 式 (5-24b) 完全 相同 ， 表 明 上 述 结果 
与 前 面 的 分 析 是 一 致 和 的 。 上 述 公 式 可 直接 推广 到 空间 三 维 ， 得 到 三 维 情形 下 与 式 (5-36a)、 
式 (5-36b) 对 应 的 公式 。 


5.4 再 论 适合 CFD 使 用 的 控制 方程 


在 2.10 节 , 方程 (2-93) 给 出 了 流动 控制 方程 的 强 守恒 形式 。 对 于 空间 二 维 的 非 定常 
流 ， 如 果 没 有 源 项 ， 则 方程 化 成 


UV ac-0 (5-37) 
ot Ox 07 
(为 简明 起 见 ， 这 里 只 考虑 空间 二 维 x、y 的 情形 ， 而 不 是 三 维 x、y、z 的 情形 。 但 以 下 的 分 
析 可 直接 推广 到 三 维 。) 
问题 : 在 计算 平面 (#，7) 中 , 方程 (5-37) 还 能 写成 强 守恒 形式 吗 ? 也 就 是 说 ， 变 
换 后 的 方程 还 能 写成 


aU, 97 3G 
tt + 到 =0 (5-38) 
这 样 的 形式 吗 ? 式 中 ,，F， 和 6, 吓 原来 的 通 量 和 C 的 适当 组 合 。 在 2. 10 节 ， 我 们 讨论 过 
强 守恒 形式 对 CFD 计算 的 一 些 优点 。 如 果 能 ， 所 有 的 优点 就 都 能 在 计算 平面 保持 下 来 。 对 
于 这 个 问题 ， 答 案 是 肯定 的 。 让 我 们 来 看 个 究竟 。 
首先 ， 按 照 导 数 的 变换 式 〈5-2) 和 式 (5-3)， 对 方程 (5-37) 中 的 空间 变量 进行 变换 ， 
得 


Re CI Ee 
用 式 (5-22a) 定义 的 雅 可 比 行列 式 7 乘 以 方程 (5-39) 得 
/ 并 ( 针 )( 吕 如)( 开 (名 (一 (9)( 名 = (540) 
暂时 放下 方程 (5-40) , 先 来 考虑 将 JF(9E/9x) 的 导数 展开 , 即 
人 = J) 2(7 关 (541) 
整理 后 ,得 到 . 
I -0 汐 6 
同样 ,考虑 , 严 (e7/ax) 对 7 的 导数 ,整理 得 
风 国 -7 oa 
用 同样 的 方法 展开 JG(3t/9y) 和 JG(69m/97Y) 并 整理 ,得 
/多 ( 因 -于 1 -6 和 汐 G4 
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和 
[EA 6 
将 式 (5-42) ~ 式 (5-45) 人 全 7 并 合并 同类 项 ， 得 
z[atl， a 2 a | 0 (3546) 


但 我 们 发 现 ， 式 (5-46) 最 后 两 项 中 用 方 括号 括 起 的 部 分 都 等 于 零 ， 其 实 ， 将 式 (5-36a ~ 
d) 代 人 到 这 些 项 中 ， 就 会 得 到 


aé ony daly a/ oy Oy 
二 一 二 一 三 0 
#(! px) + mi(T a ) (5m) 所 (让 acom7 979 
和 
Of 911a01_ 91 ai aflac _ oO% Ox 
区 727 让 人 3] + 订 ( 3) = E07 “97 及 0 
于 是 , 方程 (5-46) 可 以 写成 
aU, 9F, 36G, 
0 | (5-47) 
其 中 
U=JU (5-48a) 
Fi =JF JG oe (5-48b) 
9y 
C =JF + (5-48c) 
Ox 0y 


方程 (5-47) 是 强 守 恒 形 式 的 流动 控制 方程 在 计算 平面 (上 ，7) 中 的 一 般 形式 。 这 种 
形式 最 早 是 在 1974 年 由 Viviand 和 Vinokur 给 出 来 的 。 
注意 到 方程 (5-47) 中 新 定义 的 通 量 fF 和 Ci 是 物理 通 量 F 和 6 的 组 合 ， 组 合 中 包含 
雅 可 比 行列 式 J 和 直接 度量 (不 是 5.3 节 定 义 的 递 度 量 )。 在 5. 3 节 我 们 断言 ， 在 变换 后 的 
方程 里 出 现 雅 可 比 行列 式 表明 在 使 用 逆 度 量 。 但 是 ， 当 变换 后 的 方程 以 强 守 异形 式 (5-47) 
表示 时 ， 情 况 就 不 是 这 样 了 。 所 以 ， 这 里 的 情形 是 上 述 断 言 的 例外 。 如 果 将 式 (5-36a ~ d) 
代入 F 和 G 的 表达 式 (548b) 和 式 (5-48c) ， 可 以 得 到 
3 


FP, = EJGE=FY_GeE (5-49a) 
Ox dy 9n 07 
和 
G =JF 宰 +J6 闻 = -2 C 82x (5-49b) 
Ox DC DC 


在 式 (5-49a) 和 式 〈5-49b) 中 ,FF 和 6 是 用 过 度量 表示 的 ; 但 雅 可 比 行列 式 却 又 不 出 现 
。 这 些 事情 并 不 很 重要 ， 只 是 出 于 兴趣 的 发 现 。 
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5.$5 注释 


回 到 图 5-3 给 出 的 路 线 图 。 本 章 到 目前 为 止 , 已 经 讨论 了 从 物理 平面 (x，yY) 到 计算 平 
面 (£，”n) 的 变换 ， 对 应 图 5-3 左边 的 一 列 方 框 。 然 而 ， 还 必须 考察 这 种 变换 的 一 些 实际 例 
子 ， 这 就 是 图 5-3 中 间 一 列 的 目的 。 上 一 节 ， 我 们 已 经 推导 出 了 变换 的 一 般 表 达 式 。 请 记 
住 ， 这 样 的 变换 符合 有 限 差分 方法 的 需要 。 有 限 差 分 表达 式 是 在 均匀 网 格 上 计算 的 。 如 果 物 
理 平面 中 的 边界 形状 和 流动 区 域 能 划分 成 均匀 网 格 ， 那 么 网 格 变换 就 没有 必要 了 ， 本 章 到 目 
前 为 止 所 讨论 的 内 容 也 就 都 是 多 余 的 了 。 然 而 ， 对 于 实际 的 问题 和 实际 的 几何 形状 ， 情 况 往 
往 是 ， 要 么 因为 流动 问题 自身 的 特性 〈 例 如 ， 流 过 平板 的 粘性 流 ， 壁 面 附近 需要 密集 分 布 
大 量 的 网 格 点 ) ， 要 么 因为 边界 的 形状 〈 例 如 ， 需 要 建立 贴 体 曲线 坐标 系 的 弯曲 物 面 ) ， 需 
要 通过 网 格 变换 将 物理 平面 中 的 非 均 匀 网 格 变换 成 计算 平面 中 的 均匀 网 格 。 有 限 体积 法 不 需 
要 这 样 的 变换 ， 它 能 够 直接 处 理 物 理 乎 面 中 的 非 均匀 网 格 。 

本 章 余下 的 部 分 将 考察 一 些 实际 的 变换 ， 即 式 (5-la) ~ 式 〈5-le) 的 一 些 特定 情形 。 
在 这 个 过 程 中 ， 将 讨论 网 格 生成 的 某 些 内 容 。 也 就 是 说 ， 我 们 下 面 考虑 的 是 路 线 图 5-3 的 中 
间 一 列 。 


5.6 拉 伸 《压缩 ) 网 格 


在 所 有 要 讨论 的 网 格 生成 技术 中 ， 本 节 的 内 容 是 最 简单 的 ， 就 是 沿 一 个 或 多 个 坐标 方向 
拉 伸 网 格 。 

例 $-2 考虑 图 54 所 示 的 物理 平面 和 计算 平面 。 假设 研究 的 是 流 过 平板 的 粘性 流 。 在 
平板 的 表面 附近 ， 速 度 迅速 变化 ， 如 物理 平面 左边 画 出 的 速度 剖面 所 示 。 为 了 计算 这 种 流动 
在 平板 附近 的 细节 ， 在 y 方 向 上 需要 使 用 细 的 空间 网 格 。 然 而 ， 在 远离 物 面 的 地 方 ， 网 格 可 
以 粗 一 些 ， 如 图 5-4a 所 示 。 因 此 ， 在 垂直 方向 上 ， 水 平 网 格 线 的 分 布 越 靠近 物 面 应 该 越 密 。 
另 一 方面 ， 在 计算 平面 上 应 建立 均匀 网 格 ， 如 图 54b 所 示 。 考 察 图 54 可 以 发 现 ， 在 物理 
平面 中 ， 网 格 被 “ 拉 伸 ”了 。 这 就 好 像 在 一 根 橡胶 筋 上 画 好 均匀 网 格 ， 然 后 沿 着 y 方向 将 
橡胶 筋 的 上 端 向 上 拉 。 这 种 网 格拉 伸 ， 用 一 个 简单 的 解析 变换 就 能 完成 


E=% (5-50a) 
n=ln(y+1) (5-50b) 
道 变 换 是 
X= ($5-51a) 
y=e”—1 (5-51b) 


借助 图 54， 可 以 仔细 研究 一 下 这 些 关系 式 。 在 物理 平面 和 计算 平面 中 ,垂直 网 格 线 沿 
x 方向 (方向 ) 都 是 均匀 分 布 的 ， 式 (5-50a) 和 式 (5-51a) 就 反映 了 这 一 点 。 在 物理 平 
面 中 ，Ax 始终 是 同一 个 值 。 在 计算 平面 中 ，Aét 也 始终 不 变 ， 而 且 Ax = AE。 所 以 在 x 方向 
上 ， 网 格 并 没有 被 拉 伸 。 然 而 ， 水 平 网 格 线 就 不 是 这 样 了 。 按 照 我 们 的 意图 ， 计算 平面 中 的 
水 平 线 是 均匀 分 布 的 ，Am 始终 是 一 样 的 。 然 而 在 物理 平面 中 ， 相 应 的 Ay 值 发 生 了 什么 变 
化 呢 ? 答案 很 容易 得 出 。 将 式 (5-51b) 对 了 求 导 
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0 u 
b) 计算 平面 人 
图 54 网 格拉 伸 的 例子 

dy  ， 

一 ~-e 

dn 
或 者 dy =e"d”n 
用 有 限 增 量 代 替 dy 和 dn， 近似 地 得 到 

Ay = eA (5-52) 


请 注意 ， 对 于 同一 个 常量 An， 随 着 7 变 大 ， 即 在 图 5-4 中 离 物 面 越 来 越 远 ， 式 (5-52) 
中 的 Ay 值 也 逐渐 增 大 。 换 言 之 ， 当 沿 着 垂直 方向 远离 物 面 时 ， 虽然 在 计算 平面 是 均匀 网 
格 , 但 却 得 到 了 逐渐 增 大 的 Ay 值 。 也 就 是 说 ， 物 理 平面 中 的 网 格 沿 垂直 方向 被 拉 伸 了 ， 这 
就 是 拉 伸 网 格 的 含义 。 而 且 ， 式 (5-50a) 和 式 《5-50b) 给 出 的 直接 变换 ， 或 式 (5-51a) 
和 式 《5-51b) 给 出 的 首 变换， 是 形成 拉 伸 网 格 的 机 理 。 这 就 是 网 格 生成 中 最 简单 的 内 容 。 

例 5-3 考察 流动 控制 方程 在 物理 平面 和 计算 平面 发 生 了 哪些 变化 。 为 简单 起 见 ， 假 设 
是 定常 流 ， 我 们 用 连续 性 方程 来 进行 说 明 。 取 定常 流 的 连续 性 方程 (2-25 )， 在 笛 卡 儿 和 坐标 
系 下 , 为 


一 :一 一 =0 5-53 
Ox 0 4 ) 


这 是 物理 平面 的 连续 性 方程 。 利 用 导数 的 变换 式 (5-2) 和 式 (5-3 ) ,可 将 这 个 方程 变换 到 计算 

平面 ,变换 后 的 形式 为 
waa 
0¢ \9Ox 97 \9% 0€ \9y 907 \9y 

方程 (5-54) 中 的 度量 可 从 直接 变换 式 (5-50a) 和 式 (5-50b) 中 求 得 , 即 


(5-54) 
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用 -1 续 _0 多 0 1 (5-55) 
Ox ay ax ay y+1 


ao 1 ap) 


一 一 -=0 (5-56) 
3 y+ +1 on 
由 式 (5-$0b) ,y +1 =e"。 因 此 ,方程 (5-56 ) 变 为 
apu) 1 (po) _ 
9 e"” 07 
或 者 


0C 9n 
方程 (5-57) 是 连续 性 方程 在 计算 平面 中 的 形式 。 在 这 一 章 里 ， 我 们 第 一 次 看 到 了 流动 控制 
方程 从 物理 平面 到 计算 平面 的 变换 。 通 过 这 个 例子 ， 希 望 本 章 前 几 节 给 出 的 一 些 基本 思想 能 
得 到 更 多 的 注意 。 
例 S4 为 了 做 进一步 的 论述 ， 我 们 重 作 上 面 的 推导 过 程 ， 但 这 次 是 从 道 变 换 式 (5- 
51a) 和 式 〈5-51b) 人 手 。 回 到 方程 〈5-53 ) ， 利 用 导数 的 逆 变 换 式 (5-24a) 和 式 (5- 
24b) ， 有 


a(pu) /oY DCpU) /oy | | _ 0(pv) (ox)] 
人 (6 路 - ~ ej]+ 7[ (8g) -ae (a9)] -0 ($58) 
方程 (5-58) 向 的 池 度 和 可 过 变换 ( 51a) 和 和 式 (5 SIb) 中 求 得 ,结果 是 
oz ny VW 吵 _ _ 
六 -1 入 =0 ae=0 n° (5-59) 
将 式 (5-59) 代 回 式 (5-58) ,得 到 
on opu) apz) _ (5-60) 


了 97 

这 就 是 变换 后 的 连续 性 方程 。 事实 上 ， 方程 (5-60) 与 方程 (5-57) 完全 相同 。 这 个 例子 是 
为 了 说 明 ， 无 论 是 用 直接 变换 还 是 用 逆 变 换 推 导 变 换 后 的 方程 ， 结 果 都 是 一 样 的 。 

注意 在 上 面 的 推导 过 程 中 ， 先 是 用 导数 的 变换 对 连续 性 方程 进行 变换 ， 直 接 变 换 得 到 方 
程 (5-54) ， 道 变换 得 到 方程 (5-58 ) 。 但 这 两 个 式 子 仍旧 是 一 般 变换 的 形式 ， 只 有 当 (与 
具体 的 变换 相对 应 的 ) 度量 的 具体 表达 式 被 代 人 方程 (5-54) 或 方程 (5-58) 中 ， 变 换 才 
成 为 具体 的 。 现 在 我 们 就 能 够 理解 这 样 一 个 重要 的 事实 ， 对 于 流动 控制 方程 的 任何 变换 ， 正 
是 度量 携带 着 一 个 具体 变换 的 所 有 特定 信息 。 让 我 们 想象 下 面 这 个 过 程 。 假 设 你 负责 数值 计 
算 绕 给 定 物体 的 特定 流 场 ， 而 物体 周围 的 网 格 由 另 一 个 人 或 小 组 ) 负责 生成 。 当 你 准备 
开始 计算 时 ， 你 到 负责 网 格 生成 的 那 位 朋友 那里 ， 他 会 向 你 提供 变换 所 用 的 度量 。 对 于 你 在 
计算 平面 上 数值 求解 流动 问题 而 言 ， 这 就 是 你 所 需要 的 〈 关 于 变换 的 ) 全 部 信息 。 另 一 方 
面 ， 为 了 把 你 的 解 带 回 到 物理 平面 ， 你 还 需要 知道 计算 平面 和 物理 平面 中 网 格 点 位 置 的 一 一 
对 应 关系 。 还 是 考虑 上 面 讨论 的 拉 伸 网 格 。 假 设 你 要 在 计算 平面 求解 连续 性 方程 (5-57)， 
以 及 变换 后 的 动量 方程 和 能 量 方程 (为 简单 起 见 ， 这 里 没有 写 出 ) 中 的 流 场 变量 。 比 如 说 ， 
在 解 出 的 许多 数据 中 ， 你 会 得 到 网 格 点 (i, 站 处 的 密度 值 p;;， 这 个 网 格 点 (i, 疙 在 图 5- 
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4 下 边 所 示 的 计算 平面 中 。 根 据 这 个 网 格 点 与 图 5-4 上 边 所 示 的 物理 平面 中 相应 网 格 点 (i， 
放 之 间 的 一 一 对 应 ， 你 已 经 知道 了 物理 平面 中 网 格 点 (i, j) 处 的 密度 值 。 也 就 是 说 ， 这 
个 值 与 通过 求解 控制 方程 ， 在 计算 平面 上 的 网 格 点 (i, j) 处 求 得 的 密度 值 pv 是 同一 个 值 。 

例 5-5 “现在 考虑 更 复杂 的 网 格拉 伸 变 换 ， 研 究 绕 钝 体 底部 的 超声 速 粘性 流 。 此 时 ， 网 
格 在 x 方向 和 y 方 向 都 要 进行 拉 伸 。 图 5-5 给 出 了 物理 平面 和 计算 平面 。 根 据 变换 


= sinh[ (#0)B.] +4| (5-61) 


流动 


计算 平面 


图 5-5 均匀 网 格 与 压缩 网 格 的 比较 


进行 x 方向 (流向 ) 的 拉 伸 ,其 中 


A = sinh(B,xo) (5-62) 
1 1+(ee -1)é, 
tn 9 (5-63) 


式 (5-61) 中 , & 是 物理 平面 发 生 最 大 聚集 的 点 在 计算 平面 中 相应 的 位 置 。B. 是 常数 ， 控 
制 向 & 点 聚集 的 程度 ，B. 越 大 ， 聚 集 得 就 越 密 。 
网 格 沿 方向 的 横向 拉 伸 ， 需 要 把 物理 平面 分 成 : 底部 后 面 和 底部 的 上 方 上 下 两 部 分 。 
利用 变换 
(B, +1) 到 (p6, -0 
I 


六 二 (5-64) 


进行 y 方 向 的 拉 伸 
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B, +1 
其 中 “gp8 -1 


而 B, 和 a 都 是 常数 ， 对 于 刚才 分 出 的 两 个 部 分 〈 底 部 的 后 面 和 上 方 ) ， 这 些 常数 的 取 值 是 
不 同 的 。 这 个 代数 变换 给 出 了 图 5-5 所 示 的 网 格拉 伸 。 注 意 在 图 5-5 中 ， 钝 体 底部 本 身 并 没 
有 网 格 点 ， 因 为 固体 底部 的 内 部 显然 没有 流动 。 上 面 给 出 的 变换 式 (5-61) ~ 式 (5-64) 都 
是 网 格拉 伸 的 例子 ， 只 不 过 更 复杂 些 ， 所 以 在 此 不 做 更 多 的 介绍 。 读 者 对 于 所 研究 的 具体 问 
题 ， 需 要 选择 自己 认为 最 适合 的 网 格拉 伸 。 你 党 得 什么 最 合适 就 用 什么 。 

参考 本 章 的 路 线 图 5-3。 我 们 刚刚 完成 了 网 格 生 成 这 一 栏 下 的 第 一 项 ， 拉 伸 网 格 。 现 在 
要 转 到 下 一 项 ， 它 是 贴 体 坐标 系 中 最 重要 的 概念 。 从 效果 上 讲 ， 图 54 和 图 5-5 所 示 的 网 
格 ， 都 是 贴 体 坐 标 系 ， 因 为 固体 表面 本 身 是 一 条 网 格 坐标 线 。 之 所 以 用 拉 伸 网 格 就 能 做 到 这 
一 点 ， 是 因为 平板 《图 54) 和 钝 体 底部 (图 5-5〉 的 形状 很 规整 ， 能 够 放 到 矩形 的 网 格 中 
去 。 下 一 节 将 介绍 更 一 般 的 情况 ， 即 边界 是 曲线 形 的 ， 在 物理 平面 显然 是 无 法 放 到 和 矩形 网 格 
中 的 。 


s.7 贴 体 坐标 系 : 椭圆 型 网 格 生成 


为 了 介绍 这 一 节 的 内 容 ， 我 们 通过 具体 问题 来 考察 贴 体 坐 标 系 。 考 虑 流 过 图 5-6a 所 示 

的 扩张 管道 的 流动 。 曲 线 de 是 管道 上 壁 ， 直 线 fg 是 中 心 线 。 对 于 这 种 流动 ， 物 理 平面 中 用 
简单 的 和 矩 形 网 格 是 不 行 的 ， 理 由 与 5.1 节 讨 论 过 的 一 样 。 因 此 ， 我 们 在 图 5-6a 中 画 一 些 曲 
线 网 格 ， 使 上 边界 de 和 中 心 线 启 都 成 为 坐标 线 ， 曲 线 网 格 完全 贴 着 边界 。 接 下 来 ， 曲 线 网 
格 (图 5-6a) 需要 变换 成 计算 平面 中 的 矩形 网 格 (图 5-6b)。 用 下 述 方法 可 以 完成 这 个 过 
程 。 令 y, = 大 zx) 是 图 5-6a 中 上 表面 de 的 纵 坐 标 , 则 下 述 变换 将 生成 (&,”) 平 面 内 的 矩形 网 格 
=% ($5-65) 


1= 二 其 中 y=f(x) (5-66) 


f 吕 x 中 心 线 


3) 物理 平面 b) 计算 平面 


图 5-6 简单 的 贴 体 坐标 系 


例如 ,考虑 物理 平面 中 的 gd 点 ,y=y4 =y,(xs)。 将 这 点 坐标 代入 式 (5-66) ,得 
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因此 ,在 计算 平面 中 d 点 位 于 ?9 = m4= 1 上。 现在 考虑 物理 平面 中 的 c 点 。 此 时 y=y。 = 
7 (Xx.) oc 点 的 纵 坐 标 显然 不 同 于 4 点 的 纵 坐 标 , 即 和 >ys。 但 是 把 y, 代入 式 (5-66) ,得 到 


yy YY.(x 
所 以 在 计算 平面 中 ,c 点 也 位 于 7 了 =m。=1 上 ,与 计算 平面 中 点 4d 的 7 坐标 值 相 同 。 
根据 上 面 的 讨论 ， 可 以 清楚 地 看 到 物理 平面 中 沿 着 上 边界 曲线 的 所 有 点 ， 都 落 到 计算 平 
面 中 的 水 平 线 ”=1 上 。 这 就 给 出 了 计算 平面 内 的 均匀 矩形 网 格 。 关 于 物理 平面 中 贴 体 曲线 
坐标 系 ， 以 及 将 它们 变换 到 计算 平面 内 均匀 和 矩形 网 格 的 变换 ， 上 面 的 内 容 就 是 最 基本 的 要 
点 。 


阅读 指南 

下 面 关 于 椭圆 型 网 格 生成 的 讨论 ， 以 及 5.8 节 的 自 适应 网 格 ， 在 CFD 中 代表 着 现代 网 
格 生成 中 非常 重要 的 方面 。 作 者 强烈 鼓励 读者 学 习 这 部 分 内 容 ， 至 少 要 理解 其 中 的 基本 思 
想 。 然 而 ， 由 于 第 3 部 分 的 应 用 还 不 很 复杂 ， 不 会 用 到 这 些 思路 。 因 此 ， 如 果 在 这 个 阶段 想 
找 捷径 ， 建 议 读者 直接 转 到 5.9 节 。 


刚才 是 贴 体 坐标 系 一 个 简单 的 例子 。 更 复杂 的 例子 如 图 5-7 所 示 ， 它 是 为 绕 辟 型 的 流动 
(5. 1 节 中 的 例子 ， 图 5-2) 设计 的 。 考 虑 图 S-7a， 一 组 曲线 环绕 着 给 定 的 翼 型 ， 其 中 一 条 坐 
标 线 ,7 了 = = 常数 ， 与 经 型 的 表面 重合 。 这 条 坐标 线 是 网 格 的 内 边界 ， 在 图 5-7 的 物理 平 
面 和 计算 平面 中 都 用 媚 表示 。 在 图 5-7 中 ,用 交 表示 网 格 的 外 边界 , 9 = m= 常数 。 内 边 
界 六 的 形状 和 位 置 由 恤 型 确定 ， 而 外 边界 灵 的 形状 和 位 置 则 相对 任意 ， 可 以 随便 画 。 考 
察 一 下 这 个 网 格 ， 显 然 它 是 贴 着 边界 的 ， 所 以 这 是 一 个 贴 体 坐标 系 。 那 些 从 内 边界 厂 出 
发 ， 然 后 与 外 边界 六 相交 的 线 ， 是 上 为 常数 的 线 ， 例 如 线 是 & =& = 常数。 这些 线 展开 
成 扇形 ， 每 条 线 上 的 常数 值 由 你 自己 确定 。 也 就 是 说 ， 对 于 每 一 条 上 = 常数 的 曲线 ， 你 可 以 
给 定 的 一 个 数值 。 例 如 ， 你 可 以 将 曲线 ef 标记 为 &=0.1， 将 曲线 gh 标记 为 上 二 =0.2， 等 
等 。 在 图 5-7a 中 ， 还 要 注意 7 为 常数 的 线 是 完全 包围 着 翼 型 的 ， 就 像 一 个 个 拉 长 了 的 圆 ， 
这 样 的 网 格 称 为 经 型 的 0 形 网 格 。 另 一 种 曲线 网 格 是 将 % = 常数 的 线 向 右 延 伸 到 下 游 ， 而 不 
是 完全 环绕 着 辟 型 (内 边界 六 除外 ) ， 这 样 的 网 格 称 为 C 型 网 格 。 我 们 马上 就 会 看 到 C- 形 
网 格 的 例子 。 

问题 : 哪 种 变换 能 够 将 图 5-7a 的 曲线 网 格 变换 成 图 5-7b 计算 平面 中 的 均匀 网 格 ? 为 了 
回答 这 个 问题 ， 设 想 一 下 ， 把 物理 平面 中 的 曲线 网 格 画 在 一 张 标 有 笛 卡 儿 坐 标 (x*，7y) 的 
图 纸 上 。 那 么 ， 沿 着 内 边界 厂 ， 物 理 坐 标 是 已 知 的 ， 即 

沿 着 ，(x,，yY) 已 知 
也 就 是 说 ， 对 于 厂 上 任意 一 个 给 定 的 点 ， 有 两 个 数 是 已 知 的 ， 即 该 点 的 * 坐标 和 y 坐标 。 
同样 ， 外 边界 刀 的 物理 坐标 (x,，y) 也 已 知 ， 因 为 刀 是 绕 着 愤 型 任意 画 的 一 个 圆圈 。 一 
旦 ,确定 了 ， 沿 着 它 的 物理 坐标 《x，y) 就 是 已 知 的 。 
沿 着 T，(x，,，y) 已 知 

这 就 暗示 我 们 ， 存 在 一 个 边 值 问 题 ， 其 中 沿 着 边界 的 每 一 点 上 ， 边 界 条 件 ( 即 x 和 7 的 值 ) 
是 已 知 的 。 回 忆 一 下 3.4.3 小 节 ， 求解 椭圆 型 偏 微分 方程 需要 沿 着 包围 区 域 的 边界 在 每 一 点 
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b) 计算 平面 


图 5-7 ”椭圆 型 方法 生成 的 贴 体 网 格 


上 给 定 边 界 条 件 。 因 此 ， 图 5-7 中 的 变换 可 以 考虑 是 由 一 个 椭圆 型 偏 微分 方程 确定 的 。 (对 
比 一 下 ， 拉 伸 网 格 情况 下 的 关系 式 ， 即 式 (5-51a) 和 式 (5-51b) ， 以 及 图 5-6 中 给 出 的 形 
状 简单 的 管道 所 用 的 变换 关系 式 ， 即 式 〈5-65) 和 式 (5-66) ， 可 都 是 代数 关系 式 。) 最 简 
单 的 椭圆 型 方程 就 是 Laplace 方程 


aé 9 
0 (5-67) 
区 y 
2 2 
0 (5-68) 
区 y 


在 方程 (5-67) 和 方程 (5-68) 中 ,é 和 ”是 因 变 量 ,x 和 y 是 自 变量 。 将 两 组 变量 对 调 一 下 ， 
写 出 逆 方 程 ,使 x* 和 y 变 成 因 变量 ,结果 是 


Ox Ox O02% 
-2 + =0 5-69 
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和 
27 2 Oy Oy 0 (5-70) 
~ + 二 ~ 
其 中 


方程 (5-69) 和 方程 (5-70) 是 以 x、y 为 因 变量 ， 以 &、” 为 自 变量 的 椭圆 型 偏 微分 方 
程 。 在 图 5-7 中 ， 求 解 方 程 (5-69) 和 方程 (5-70) 就 是 把 物理 平面 中 的 网 格 点 的 (*，7) 
坐标 作为 〈 上 ，?7) 的 函数 ， 用 计算 平面 中 对 应 网 格 点 的 〈 上 ，7) 坐标 值 计 算 。 正 如 3.4.3 
小 节 所 阐明 的 那样 ， 对 于 适 定 的 椭圆 型 方程 的 问题 ,需要 沿 着 区 域 的 整个 边界 给 定 边界 条 
件 。 在 图 5-7b 中 ,计算 平面 是 用 上 边界 厂 、 下 边界 六 、 两 侧 边界 和 六 围 起 来 的 区 域 。 
到 目前 为 止 ， 我 们 只 沿 着 边界 厂 , 和 [, 给 定 了 x、y 的 值 ， 还 需要 沿 着 三 和 I 给 定 某 种 边 
界 条 件 ， 才 能 使 问题 成 为 适 定 的 。 要 完成 这 一 点 ， 回 到 图 5-7a 中 的 物理 平面 。 假 设 用 小 刀 
从 0 形 网 格 的 最 右 端 到 咽 型 的 后 缘 处 “ 割 ” 出 一 条 缝 。 切 割 的 结果 产生 了 两 条 额外 的 边界 
线 ， 即 曲线 gp 和 sr， 分 别 用 和 工 , 表示 。 为 了 看 得 清楚 ， 在 图 5-7a 中 ， 曲 线 gp 和 sr 画 
得 稍微 分 开 了 一 些 。 实 际 上 ， 在 xy 平 面 中 ，gp 和 sr 是 同一 条 曲线 ，gp 表示 割 锋 的 上 沿 ，sr 
表示 割 镍 的 下 沿 ， 但 是 它们 是 互相 重合 的 。 在 物理 平面 中 ，4 点 和 s 点 重合 , p 点 和 7 点 也 
重合 。 实 际 上 ， 整 个 媚 , 与 厂 , 重合 。 但 是 在 图 5-7b 所 示 的 ém 计算 平面 中 却 不 是 这 样 。 在 这 
里 疡 和 工 , 完全 分 开 了 ,分别 构成 了 计算 区 域 的 右边 界 和 左边 界 。 物 理 平面 中 和 的 0 形 网 格 
就 好 像 在 割 开 后 又 被 展开 了 ，T, 向 下 旋转 并 转 到 了 左边 。 在 计算 平面 中 ,9g 点 和 s 点 是 分 开 
的 两 个 网 格 点 , p 点 和 7 点 也 是 分 开 的 两 个 网 格 点 。 暂 且 同 到 物理 平面 中 ， 这 种 切割 是 非常 
随意 的 ， 但 是 一 旦 做 了 ， 就 确定 了 沿 着 割 线 的 〈(*，7y) 坐标 ， 也 就 是 说 得 到 了 沿 着 和 六 
的 xz、y 值 。 总 结 一 于 物理 平面 和 计算 平面 之 间 的 关系 ， 有 以 下 结论 : 在 物理 平面 中 ， 咽 型 
表面 曲线 pgecar 被 变换 成 计算 平面 中 用 直线 刀 表示 的 下 边界 。 同 样 ， 物 理 平面 中 的 外 边界 
曲线 ghfdbs 被 变换 成 计算 平面 中 用 直线 忆 表示 的 上 边界 。 物 理 平 面 中 的 割 线 则 形成 了 计算 
平面 中 矩形 的 左 、 右 边界 ， 在 图 5-7b 中 左边 界 是 用 九 表示 的 直线 sr， 右 边界 是 用 表示 
的 直线 op。 

为 了 强调 所 发 生 的 事情 ， 图 5-8 又 一 次 画 出 了 计算 平面 。 这 里 强调 ， 沿 着 所 有 四 条 边界 
线 厂 、T、T 和 本 ，(x,，y) 的 值 都 已 知 ， 这 是 求解 椭圆 型 偏 微分 方程 适 定 问题 的 基础 ， 
而 方程 (5-69) 和 方程 (5$-70) 就 是 这 样 的 椭圆 型 方程 。 对 计算 区 域内 的 每 一 个 网 格 点 ， 可 
以 用 数值 方法 求解 这 两 个 方程 ， 只 要 沿 着 九 、 古 、T 古 、T 给 定 物理 平面 内 相应 边界 的 x， 
y) 坐标 作为 边界 条 件 。 例 如 ， 考 虑 图 5-8 中 标记 为 4 的 内 点 ， 它 对 应 于 图 5-7 中 也 标记 成 4 
的 点 (在 物理 平面 和 计算 平面 内 都 画 了 ) 。 在 计算 平面 中 的 4 点 上 ,通过 求解 方程 (5-69) 
和 方程 (5-70) 得 到 的 (x,y) 值 ， 就 确定 了 物理 平面 中 4 点 的 位 置 。 对 éy 平面 内 均匀 分 
布 的 所 有 网 格 点 ， 通 过 求解 方程 (5-69) 和 方程 (5-70) ， 都 可 以 确定 xy 平面 内 相应 网 格 点 
的 位 置 ,但 物理 平面 内 的 这 些 网 格 点 并 不 一 定 是 均匀 分 布 的 了 。 也 就 是 说 ， 计 算 平面 内 给 定 
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的 网 格 点 (&;，m;) 对 应 于 物理 平面 内 通过 计算 得 到 的 网 格 点 (x;，y;)。 这 样 的 变换 是 通过 
求解 椭圆 型 偏 微 分 方程 组 来 实现 的 ， 所 以 称 为 椭圆 型 网 格 生成 。 在 实际 应 用 中 ， 方 程式 《5- 
69) 和 式 (5-70) 可 以 用 椭圆 型 方程 的 有 限 差 分 方法 求解 。 比 如 说 ， 松 弛 法 就 普遍 用 于 求 
解 这 样 的 方程 。 


《Xx,》) 已 知 


人 
111 
11 
. 力 已 知 

ml! 根据 式 (5-69) 和 式 (5-70) 
上 | | 
1 4 | 
ti 1 


(xX, 已 知 


~ 一 一 一 一 一 


图 5-8 计算 平面 ( 标 出 了 边界 条 件 并 夯 了 一 个 内 点 ) 


必须 指出 ， 上 述 变 换 用 一 个 椭圆 型 偏 微分 方程 来 生成 网 格 ， 但 并 未 给 出 变换 的 解析 表达 
式 。 相 反 ， 变 换 产 生 一 组 数值 ， 确 定 了 物理 平面 内 网 格 点 的 位 置 (x;，y;)， 而 这 个 网 格 点 
对 应 于 计算 平面 中 的 网 格 点 (t;，”m,;)。 至 于 流动 控制 方程 中 的 度量 ， 如 3é/9x、9m/9y， 可 
以 用 有 限 差分 计算 ,并 且 常 常 采 用 中 心 差分 。 例 如 ,在 (不 论 是 物理 平面 还 是 计算 平面 ) 
标记 为 i, 7) 的 网 格 点 处 ， 可 以 写 出 度量 的 计算 公式 为 
加 了 
Ox 
这 样 计算 出 来 的 度量 值 将 被 直接 代入 到 变换 后 的 流动 控制 方程 中 。 然 后 ， 在 计算 平面 上 ,或 
者 说 在 计算 平面 的 均匀 网 格 上 ， 求 解 变换 后 的 流动 控制 方程 ， 从 而 得 到 费 型 周围 的 流 场 。 
非常 重要 的 是 ， 要 清楚 我 们 现在 在 做 什么 。 方 程 (5-69) 和 方程 (5-70) 与 流 场 的 物理 
量 无 关 。 为 了 把 E、m 和 %x、y 联系 起 来 ， 我 们 选择 了 椭圆 型 偏 微分 方程 ， 用 它 建立 了 从 物理 
平面 到 计算 平面 的 变换 〈 网 格 点 之 间 的 一 一 对 应 关系 ) ， 仅 此 而 已 。 (上面 两 句 话 的 意思 是 
说 ， 虽 然 网 格 生成 的 变换 是 椭圆 型 方程 控制 的 ， 但 并 不 是 只 能 用 在 控制 方程 为 椭圆 型 的 流动 
中 。 实 际 上 ， 流 动 的 控制 方程 无 论 是 椭圆 型 、 双 曲 型 、 还 是 抛物 型 的 ， 甚 至 是 混合 型 的 ， 都 
可 以 用 椭圆 型 网 格 生成 方法 来 生成 计算 所 需 的 网 格 。 这 里 的 椭圆 型 方程 ， 只 是 用 来 生成 网 格 
而 已 ， 和 流动 本 身 的 性 质 无 关 。 一 一 译 者 注 ) 由 于 椭圆 型 方程 控制 着 这 种 变换 ， 所 以 方程 
(5-69) 和 方程 (5-70) 是 一 类 网 格 生 成 方法 (和 前 面 一 样 ， 称 为 椭圆 型 网 格 生成 方法 ) 中 
的 一 个 例子 。 密 西西 比 州立 大 学 的 Joe Thompson 第 一 次 将 这 种 椭圆 型 网 格 生 成 方法 用 到 实际 
应 用 中 ， 并 详细 叙述 了 这 种 方法 。 
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图 5-7a 只 是 定性 地 显示 了 贴 体 曲 线 坐 标 系 ， 目 的 是 为 了 本 书 的 讲解 。 实 用 的 绕 翼 型 网 
格 见 图 5-9， 它 就 是 用 上 述 椭圆 型 网 格 生成 方法 生成 的 ， 引 自 Kothar 等 人 的 计算 。 图 中 焦点 
处 的 小 白 点 实际 上 就 是 淆 型 。 在 亚 声速 流 的 数值 计算 中 ， 远 场 边界 必须 放 在 远离 物体 的 地 
方 ， 所 以 图 中 的 器 型 才 如 此 之 小 。 利 用 Thompson 的 网 格 生 成 方法 ，Kothari 和 本 书 作者 在 
Miley 可 型 周围 生成 了 贴 体 坐标 系 (Miley 辟 型 是 密西西比 州立 大 学 的 Stan Miley 为 低 雷 诺 数 
流动 而 设计 的 一 种 特殊 机 型 ) 。 图 中 焦点 处 的 小 白 点 就 是 喜 型 ， 网 格 从 要 型 的 位 置 向 各 个 方 
向 延伸 。 通 过 采用 时 间 推 进 有 限 差分 方法 求解 可 压缩 纳 维 - 斯 托 克 斯 方程 ， 计 算出 了 绕 必 型 
的 低 雷 诺 数 流动 。 自 由 来 流 是 亚 声速 的 。 由 于 在 亚 声速 流 中 扰动 会 传播 得 非常 远 ， 因 此 网 格 
的 外 边界 放 在 了 离 翼 型 非常 远 的 地 方 。 图 5-10 给 出 了 经 型 附近 网 格 的 细节 。 不 同 于 图 5-7 
的 0- 形 网 格 ， 图 5-9 和 图 5-10 中 的 网 格 是 C- 形 网 格 。 在 这 两 个 图 中 ,黑色 的 区 域 是 非常 密 
集 的 网 格 点 ， 因 为 计算 机 绘图 无 法 分 辨 出 这 些 网 格 点 。 图 5-9 和 图 5-10 所 示 的 网 格 真 正 用 
在 了 求解 1.2 节 讨 论 过 的 绕 旨 型 的 低 雷 诺 数 流动 中 ， 而 计算 的 结果 就 是 图 14。 此 外 ,图 1- 
14 给 出 了 履 盖 在 喷气 发 动机 周围 区 域 和 发 动机 通道 内 部 的 网 格 ， 也 是 一 个 很 好 的 例子 。 


图 5-10 图 5-9 中 贴 体 网 格 的 一 小 部 分 ， 显 示 了 权 型 附近 网 格 分 布 的 细节 


作为 本 节 的 结束 ， 再 次 强调 椭圆 型 网 格 生 成 方法 只 是 通过 求解 椭圆 型 偏 微 分 方程 来 获得 
区 域内 部 的 网 格 点 ， 它 完全 独立 于 流动 控制 方程 的 有 限 差分 求解 。 网 格 是 在 求解 流动 控制 方 
程 之 前 就 生成 的 。 生 成 网 格 时 用 到 Laplace 方程 (方程 (5-67) 和 方程 (5-68))， 与 实际 流 
动 的 物理 性 质 没 有 一 点 关系 。Laplace 方程 在 这 里 仅仅 是 用 来 生成 网 格 的 。 
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s.8 自 适应 网 格 


应 该 将 大 量 的 、 密 集 的 网 格 点 分 布 在 流 场 变量 存在 大 的 梯度 的 那 部 分 流动 区 域内 ， 从 而 
改进 CFD 计算 的 数值 精度 。 这 种 需求 推动 了 拉 伸 网 格 概念 〈5. 6 节 ) 的 发 展 。 这 样 做 不 仅 
是 因为 密 网 格 能 够 减 小 截断 误差 ， 更 是 因为 要 想 捕捉 流动 的 物理 特性 ， 梯 度 大 的 地 方 就 需要 
更 多 的 网 格 点 。 图 5-11 给 出 的 流 过 平板 的 粘性 流 ， 可 用 来 定性 地 说 明 这 个 问题 。 在 实际 的 
物理 流动 中 ， 随 着 流向 距离 的 增加 ， 边 界 层 会 越 来 越 厚 。 令 x 是 从 前 缘 算 起 流向 距离 ， 当 地 
的 边界 层 厚 度 是 5 = 8(x) 。 在 图 5-11a 所 示 的 粗 网 格 中 ， 没 有 一 个 网 格 点 真正 落 在 边界 层 之 
内 。 也 就 是 说 ， 平 板 上 方 的 第 一 排 网 格 点 ， 就 已 经 使 得 Ay > 5。 在 这 种 网 格 上 进行 数值 计 
算 ， 并 在 壁面 上 使 用 无 滑 移 条 件 =0， 可 以 得 到 图 5-11a 右边 所 画 的 速度 前 面 。 这 是 一 个 类 
似 于 边界 层 的 速度 分 布 ,，u 沿 着 y 方向 不 断 增加 ,但 是 给 出 的 边界 层 厚 度 远 远 超过 了 实际 的 
边界 层 厚度 。 作 为 对 比 ， 考 虑 图 5-11b 所 示 的 网 格 ， 它 在 y 方向 上 的 网 格 点 数 与 图 5-11a 一 
样 多 ， 但 是 对 网 格 进行 了 压缩 ， 结 果 至 少 有 一 些 网 格 点 落 和 人 实际 的 边界 层 内 。 也 就 是 说 ， 平 
板 上 第 一 排 网 格 点 满足 Ay < 5。 在 这 种 网 格 进行 数值 计算 ， 得 到 的 速度 剖面 (图 5-11b 右 
边 ) 更 真实 地 表现 出 了 实际 的 边界 层 。 实 质 上 ， 图 5-11a 所 示 的 均匀 粗 网 格 完全 错过 了 物理 
边界 层 ， 图 中 右边 所 示 的 类 似 于 粘性 流 的 速度 剖面 仅仅 是 因为 使 用 了 壁面 无 滑 移 条 件 。 相 比 
之 下 ,图 5-11b 所 示 的 经 过 压缩 的 粗 网 格 至 少 捕捉 到 了 真实 边界 层 的 一 些 特征 。 


Ay b) 边界 层 内 至 少 有 一 些 网 格 点 
图 5-11 在 边界 层 内 需要 集中 大 量 的 网 格 点 


计算 流体 力学 基础 及 其 应 用 


显然 ,压缩 〈 或 拉 伸 ) 网 格 的 目的 是 将 网 格 点 放 在 有 流动 存在 的 流 场 里 ， 移 走 落 在 几 
乎 没有 或 完全 没有 流动 的 那些 区 域 中 的 网 格 点 。 但 是 ，5. 6 节 所 讨论 的 拉 伸 网 格 是 在 流 场 求 
解 计 算 之 前 用 代数 方法 生成 的 。 而 且 一 旦 生成 ， 在 流 场 求解 的 整个 过 程 中 网 格 位 置 都 不 再 变 
化 。 然 而 ,没有 实际 求解 这 个 问题 ， 怎 么 能 预先 知道 流动 将 发 生 在 哪里 呢 ? 你 可 以 事先 拉 伸 
网 格 ， 但 仍 可 能 完全 错过 实际 流动 存在 的 区 域 。 也 就 是 说 ， 你 可 能 没 那么 幸运 ， 恰 好 在 流 场 
内 的 大 梯度 区 域 里 分 布 了 更 密 的 网 格 。 这 就 是 需要 考虑 自 适 应 网 格 的 原因 。 本 节 的 主题 就 是 
自 适应 网 格 。 . 

自 适应 网 格 是 能 够 自动 向 流 场 中 大 梯度 区 域 聚 集 的 网 格 ， 它 利用 求解 的 流 场 特征 确定 网 
格 点 在 物理 平面 中 的 位 置 。 自 适应 网 格 可 以 想象 成 是 一 种 随时 间 变 化 的 网 格 ， 在 流 场 控制 方 
程 的 时 间 推进 求解 中 ， 网 格 的 调整 与 按时 间 步 计算 流 场 变量 的 过 程 同 步 。 在 这 种 求解 过 程 


中 ， 流 场 中 大 的 梯度 随时 间 发 展 ， 物 理 平 面 中 的 网 * Co | 
格 点 通过 移动 去 “迎合 ” 它 。 因 此 ， 在 流 场 求解 的 ] 2 
过 程 中 ,物理 平面 中 的 实际 网 格 点 是 不 断 在 运动 个 NT 
的 ， 只 有 当 流 场 解 趋 于 定常 时 这 些 网 格 点 才 会 静止 N N+1 


下 来 。5.6 节 讨 论 的 拉 伸 网 格 和 5.7 节 讨 论 的 椭圆 
型 网 格 ， 网 格 生 成 完全 独立 于 流 场 求解 之 外 。 而 自 
适应 网 格 则 与 流 场 求解 密切 相关 ， 并 随 着 流 场 的 变 
化 而 变化 。 自 适应 网 格 的 优点 也 就 与 网 格 点 能 自动 o 
癌 流 动 “ 发 生 ” 的 区 域内 聚集 这 一 特性 有 关 。 自 适 引物 理 平面 
应 网 格 的 优点 是 : 中 当 网 格 数量 固定 时 ， 可 以 提高 
计算 精度 ; @ 给 定 精度 时 ， 可 以 用 较 少 的 网 格 点 来 
达到 这 一 精度 。 自 适应 网 格 在 CFD 中 还 是 非常 新 的 
内 容 ， 上 述 优 点 是 否 总 能 得 到 体现 还 没有 被 完全 确 
认 。 

自 适应 网 格 的 一 个 简单 的 例子 是 Corda 求解 绕 
百人 台阶 的 粘性 超声 流 时 所 用 的 网 格 ， 其 中 的 坐标 变 
换 为 


-= 


-Bf 
MT ag7 07) 45-71) 
2 1 DD 
Ay = can (5-72) b) 计算 平面 ¢ 
ee 图 5-12 ” 自 适应 网 格 原理 示意 图 
式 中 ，g 是 流 场 中 的 原始 变量 ， 如 P、p 或 7。 - 应 网 格 原理 示意 


如 果 g =p， 则 式 (5-71) 和 式 (5-72) 使 网 格 点 向 压力 的 大 梯度 区 域内 聚集 ; 如果 g = 
7， 则 网 格 点 向 温度 的 大 梯度 区 域内 聚集 ， 依 此 类 推 。 在 式 (5-71) 和 式 (5-72) 中 ，AE 和 
A7 是 计算 ;平面 中 均匀 网 格 的 间距 ， 并 且 是 固定 不 变 的 。 常 数 5 和 < 是 改变 物理 平面 网 格 
间距 时 用 来 增加 或 降低 梯度 的 ; B 和 C 是 比例 因子 ，Ax 和 Ay 是 物理 平面 中 新 的 网 格 间距 。 
由 于 流 场 的 时 间 相关 解 中 3g/9x 和 3g/3y 是 随时 间 变 化 的 ， 所 以 Ax 和 Ay 显然 也 随时 间 变 
化 。 这 也 就 是 说 ， 物 理 平面 中 网 格 点 是 移动 的 。 显 然 ， 在 93g/6x 和 0g/9y 很 大 的 流动 区 域 中 ， 
式 (5-71) 和 式 (5-72) 对 固定 的 As 和 Am 给 出 很 小 的 Ax 和 Ay， 这 就 是 使 网 格 点 聚集 的 
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原理 。 图 5-12 说 明了 这 一 过 程 ， 其 中 (a) 为 物理 平面 ，(b) 是 计算 平面 。 考 虑 图 中 标记 
为 N 的 网 格 点 。 在 én 平面 中 这 个 点 是 固定 的 ， 不 随时 间 移 动 。 标 记 为 N+1 的 相 邻 网 格 点 
也 是 这 样 。 网 格 点 入 和 N+1 之 间 的 距离 是 和。 现在 考察 物理 平面 中 对 应 的 网 格 点 (图 5- 
12a) 。 在 物理 平面 中 ,上 时 刻 W 和 WwW+l 点 的 位 置 用 黑色 的 圆 点 表示 ， 两 点 之 间 的 x 方向 距 
离 为 (Ax)' ， 其 中 上 标 上 表示 上 时刻。 时 刻 入 点 的 % 坐标 sw， 依 赖 于 1、2 点 之 间 的 Ax， 
2、3 点 之 间 的 Ax， 等 等 。 也 就 是 说 


zh = 2 (Ax): (5-73) 

现在 考虑 下 一 时 刻 :+ At 的 情形 。 由 于 在 时 间 推 进 的 过 程 中 ，3g/9x 从 一 个 时 刻 到 下 一 

时 刻 通常 会 改变 ， 所 以 式 (5-71) 给 出 4+ At 时 刻 一 个 新 的 Ax 值 (Ax)"*”“。 因 此 在 t+At 
时 刻 ，A 点 的 x 坐标 移 到 一 个 新 的 位 置 x**“。 当 然 、， 因 为 还 有 式 《5-72) ， 所 以 N 点 的 y 坐 


标 也 在 移动 。t + At 时 刻 入 和 N+1 点 的 新 位 置 在 图 5-12a 中 用 十 字形 记号 标 出 。 图 中 同时 还 
标 出 了 Ax 的 新 值 (Ax)“*“。t+At 时 刻 入 拟 的 x 坐标 为 


XA -> (Ax ) (5-74) 


对 于 网 格 点 的 y 坐标 ， 也 可 以 写 出 与 式 (5-73) 和 式 (5-74) 类 似 的 式 子 。 

再 次 提醒 读者 ， 处 理 自 适 应 网 格 时 ， 计 算 平面 由 &m 空间 内 的 固定 点 组 成 ， 这 些 点 不 随 
时 间 变 化 。 也 就 是 说 ， 这 些 点 在 计算 平面 内 是 不 动 的 。 此 外 ，A# 和 A” 还 都 是 均匀 的 。 因 
此 ， 计 算 平面 与 前 面 几 节 讨 论 的 计算 平面 是 一 样 的。 流动 控制 方程 将 在 计算 平面 求解 ， 其 中 
对 x, y 和 1 的 导数 用 式 (5-2), 式 (5-3) 和 式 (5-5) 各 式 进 行 变 换 。 特 别 要 注意 时 间 导 
数 的 变换 式 (5-5) 。 在 5.6 节 和 5.7 节 分 别 讨 论 的 拉 伸 网 格 和 贴 体 网 格 时 ， 度 量 a67/et 和 am/ 


at: 为 零 ， 所 以 式 《5-5) 变 为 Ha = a/ar。 然 而 ， 对 于 自 适 应 网 格 ， 此 = (区 和 2 ~ 


| 到 二 是 不 等 于 零 的 。 为 什么 呢 ? 这 是 因为 ， 虽 然 计算 平面 中 网 格 点 是 回 定 的 ， 但 物理 


平面 中 的 网 格 点 是 随时 间 移动 的 。 (92/691), ,的 物理 意义 是 物理 平面 中 国定 点 (*，y) 处 & 
的 时 间 变 化 率 。 同 样 ，( 9m/69t), ,的 物理 意义 是 物理 平面 中 国定 点 (x, y) 处 ? 的 时 间 变 化 
率 。 想 象 一 下 ， 我 们 把 目光 锁定 在 物理 平面 中 国定 的 点 (x, y) 处 ,这 一 点 七 的 和 mn 作 
为 时 间 函 数 是 变化 的 。 这 就 是 为 什么 9&/9t 和 ?89 是 非 零 的 。 于 是 ， 在 计算 平面 中 处 理 变 
换 后 的 流动 方程 时 ， 式 (5-5) 右边 三 项 都 是 非 零 的 ， 并 且 一 定 包含 在 变换 后 的 方程 中 。 在 
求解 流动 控制 方程 的 过 程 中 ， 时 间 度 量 3&/3t 和 3w/3i 以 这 种 方式 自动 地 将 网 格 的 自 适应 移 
动 考虑 了 进来 。 

式 (5-5) 中 的 时 间 度量 计算 起 来 有 点 麻烦 ， 而 相应 的 时 间 度量 (5 加 天 和 |( 史 ] 更 容易 
进行 计算 ， 可 由 自 适 应 网 格 变换 式 (5-71) 和 式 〈5-72) 直接 得 出 。 例 如 ， 可 以 用 入 点 和 NN 
+1 点 x 坐标 的 相应 改变 量 除 以 时 间 增 量 Ai 来 表示 时 间 度 量 (9x/91)。,， 即 

Ox XN — Xn 
(a). ~ (5-75a) 
式 中 ，xw* 和 xy 分 别 由 式 (5-74) 和 式 (5-73) 给 出 。 


对 于 (ay/at),,， 类 似 的 表达 式 为 
AE . 
| at -一 人 (5-75b) 


其 中 ，‰ 和 yw 由 类 似 于 式 (5-73) 和 式 (5-74) 的 表达 式 给 出 ， 即 
yx = 六 CA) 


yi = 5 AN 
考察 图 5-12， 先 前 把 目光 集中 在 标记 为 N 的 网 格 点 上 。 这 里 ，N 仅仅 是 x 的 指标 ， 即 = N。 
对 于 同一 网 格 点 ，MM 表示 对 应 于 y 的 指标 ， 即 j=M。 上 面 的 求 和 是 在 y 方向 对 图 5-12a 中 的 
点 1'，2'，3' 等 等 进行 求 和 。 式 (5-71) 和 式 (5-72) 给 出 的 变换 直接 给 出 了 时 间 度量 
(8x/8t)es 和 (9y/9t)6s， 但 是 导数 变换 式 (5-5) 中 出 现 的 却 是 时 间 度量 (3&/91),, 和 
(am/3t),,， 所 以 必须 找 出 这 两 组 度量 之 间 的 关系 。 为 此 ， 有 如 下 的 推导 。 
回 到 一 般 的 逆 变 换 式 (5-18a ~ e) 。 先 考察 式 (5-18a) ， 即 


X=x(€,n,7) (5-18a) 
写 出 其 全 微分 ， 有 
dx = (局 上 + (8) + (说 (5-76) 


在 方程 〈5-76) 中 ,x 的 变化 量 dx 由 上 、 7 和 7 的 变化 量 性 、dm 和 dr 表示 。 
如 果 这 些 变化 是 关于 时 间 的 ， 保 持 x 和 y 不 变 ， 方 程 (5-76) 可 以 写成 


ox OT 
时 -全 的 的 加 :的 , 财 ， em 
ty 了 \ 094),,, Onler\ Ot),,, 0715 ， ty 


在 方程 (5-77) 中 ,由 于 x 始终 保持 不 变 ， 所 以 (9x/91),, 恒 等 于 零 。 另 外 ,不 失 一 般 性 
地 ， 设 式 (5-18c) 中 的 1=i(7) 是 以 t=7 的 形式 给 出 ， 则 在 式 (5-77) 中 (87/91),, =1。 
代入 这 些 值 , 式 (5-77) 变 为 


-人 


为 避免 在 哪些 变量 保持 不 变 上 出 现 混淆 ， 我 们 给 偏 导 数列 出 了 下 标 。 
现在 考虑 方程 〈5-18b) ， 即 


y=7Y(é,n,7) (5-18b) 
于 是 
中 (二 (oj (7) 
从 这 个 结果 ， 可 有 
0 l 
(及 (加 ,7*( 开 (可 7( 守 ， 硬 50) 
或 


全， 便便 全 
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式 (5-78) 和 式 (5-81) 中 都 含有 度量 (3/95),, 和 “(69m/91),,。 将 这 两 式 联 立 ， 用 克 
菜 姆 法 则 从 中 解 出 (8/92),,， 
0% Ox 
| 5 ( 有 


0 
(| _ (可 (2). (5-82) 


(0),. (5),, 


(0),. (9),, 


注意 r=， 并且 分 母 就 是 雅 可 比 行列 式 J， 式 (5-82) 变 为 (省 略 下 标 ) 


I oa 
用 同样 方法 ， 从 式 (5-78) 和 式 (5-81) 中 解 出 (9m/631) ,,， 得 
pull le) ea 


现在 把 上 面 的 过 程 扼 要 地 总 结 一 下 。 对 于 在 时 间 推 进 求解 过 程 中 的 自 适应 网 格 ， 流 动 控 
制 方程 变换 到 计算 平面 内 求解 时 ， 必 须 包含 时 间 变 换 式 (5-5) 中 所 有 的 项 。 式 (5-5) 中 的 


时 间 度 量 是 58A[3t 和 局 。 这 些 时 间 度 量 可 以 分 别 由 式 〈5-83) 和 式 (5-84) 计算 ， 而 其 中 的 


3x/9t 和 3y/3 分 别 用 式 (5-75a) 和 式 (5-75b) 求 出 。 至 于 出 现在 式 (5-83) 和 式 (5-84) 
以 及 雅 可 比 行列 式 中 的 空间 度量 3x/3E、9x/9nm、9y/9& 和 9y/9m， 则 可 以 用 中 心 差分 来 代 
替 。 例 如 | 


OX Xirljy Vil, 


0€ 2A¢ 
Ox _ Xijrl Ni jl 
on 2A7 
OF Virly Yi-1y 
0 2A7n 
9 _ Viinl Yij-1 
By 2An 


式 中 , i=N, j=M。 

图 5-13 给 出 了 绕 后 台阶 超声 速 流 自 适应 网 格 的 例子 ,流动 从 左 至 右 。 图 5-13 所 示 的 自 
适应 网 格 ， 是 在 时 间 推 进 流 场 求解 达到 定常 状态 之 后 ， 最 终 稳定 下 来 的 网 格 。 因 为 随 着 流 场 
趋 近 于 定常 状态 ， 时 间 度 量 3€/91、9m/ 1 、6x/6t 和 ay/8 都 趋 于 零 ， 从 而 使 物理 xy 平面 内 的 
网 格 点 停止 了 移动 。 从 图 5-13 中 可 以 看 到 ， 网 格 育 集 在 从 台阶 拐角 出 发 的 稀 朴 波 区 域 ， 以 
及 台阶 下 游 的 再 压缩 激 波 周围 。 有 意思 的 是 ， 自 适应 网 格 本 身 可 以 作为 一 种 流 场 显示 方法 ， 
用 来 分 辨 流 场 中 波 系 、 剪 切 层 以 及 其 他 梯度 的 位 置 。 回 到 原来 的 自 适 应 网 格 的 变换 式 (5- 
71) 和 式 (5-72 ) 。 式 中 如 果 取 8&g =p， 则 物理 平面 中 网 格 点 向 密度 的 大 梯度 区 域内 聚集 ， 相 
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当 于 实验 中 的 纹 影 照相 。 图 5-13 中 的 网 格 就 担当 了 “CFD 纹 影 照片 ”的 角色 。 


图 5-13 后 台阶 问题 的 自 适 应 网 格 
本 节 的 最 后 还 要 强调 ， 生 成 自 适应 网 格 有 许多 不 同 的 方法 ， 上 面 讨论 的 只 是 其 中 的 一 种 
方法 。 在 现代 CFD 中 ， 对 自 适应 网 格 的 研究 处 于 快速 发 展 的 状态 ， 因 此 建议 读者 在 自己 开 


始 进行 自 适 应 网 格 研究 之 前 ， 查 阅 一 下 与 这 个 主题 有 关 的 最 新 文献 。 本 节 在 介绍 自 适 应 网 格 
技术 时 ， 尽 量 选择 了 简单 的 例子 ， 因 为 本 节 的 目的 只 是 希望 读者 能 理解 其 中 的 基本 概念 。 


5.9 网 格 生成 的 进展 


正如 5.1 节令 述 的 那样 ， 网 格 生成 在 整个 CFD 学 科 中 是 一 个 非常 活跃 的 研究 和 发 展 领 
域 。 本 章 只 介绍 了 一 些 基本 思路 。 现 在 让 我 们 看 看 实际 的 空气 动力 学 中 的 两 个 例子 ， 它 们 反 
映 了 网 格 生成 的 最 新 应 用 。 
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图 5-14 覆盖 F-20 飞机 外 形 的 椭圆 型 自 适应 网 格 
第 一 个 例子 是 计算 F-20 飞机 流 场所 用 的 网 格 。 流 场 计算 结果 如 图 1-6 和 图 1-7 所 示 。 回 
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到 第 1 章 去 再 看 一 下 这 些 图 片 。 这 些 流 场 是 通过 求解 三 维 欧 拉 方 程 得 到 的 。 对 于 像 F-20 这 
样 复杂 的 外 形 ， 构 造 三 维 网 格 一 直 是 一 个 巨大 的 挑战 。 对 于 图 1-6 和 图 1-7 的 情况 ， 用 椭圆 
型 网 格 生 成 (5.7 节 中 的 思路 ) ， 结 合 自 适应 网 格 (5. 8 节 中 的 思路 ) ， 生 成 的 三 维 贴 体 网 格 
如 图 5-14 所 示 。 图 中 可 以 看 到 机 身 表 面 、 对 称 平面 和 机 辟 平 面 内 的 网 格 线 。 机 身 在 图 片 的 
对 角 线 上 ， 机 头 在 图 的 左下 角 。 在 机 可 、 尾 翼 和 机 身后 部 这 些 流 场 梯度 大 的 区 域 ， 网 格 自 适 
应 地 向 那里 聚集 ， 在 图 中 成 了 一 片 白色 。 图 5-14 展示 了 本 章 描述 的 网 格 生成 思想 与 CFD 现 
代 应 用 相 结 合并 纳入 到 CFD 的 框架 之 中 的 结果 。 图 5-14 也 清楚 地 表明 了 图 1-6 和 图 1-7 的 
计算 结果 是 如 何 得 到 的 ， 这 给 第 1 章 讨论 的 那 部 分 内 容 画 上 了 一 个 圆满 的 句号 。 

通常 ， 一 架 完整 的 飞机 具有 非常 复杂 的 几何 外 形 。 与 5.7 节 讨 论 的 、 图 5-14 所 展示 的 
单 块 贴 体 网 格 相 比 ， 有 时 需要 生成 更 复杂 的 网 格 。 对 许多 实际 的 流体 力学 应 用 ， 现 代 CFD 
求解 已 经 在 使 用 由 两 个 或 多 个 独立 的 网 格 块 组 合 而 成 的 网 格 ， 网 格 块 之 间 由 交界 面 分 开 。 也 
就 是 说 ， 网 格 由 两 个 或 多 个 网 格 块 组 成 ， 其 中 每 一 个 网 格 块 都 独立 于 其 他 网 格 块 。 这 些 不 同 
的 网 格 块 覆盖 着 流 场 的 不 同 区 域 ， 因 此 常常 被 称 为 分 块 网 格 。 图 5-15 就 是 分 块 网 格 的 例子 。 
计算 F-16 战斗 机 周围 的 流 场 共用 了 约 20 块 网 格 ， 图 5-15 中 只 能 看 到 其 中 的 一 部 分 ， 即 飞机 
上 方 的 七 块 网 格 。 其 余 的 网 格 块 用 于 进 气 道 流 场 等 其 他 区 域 。 使 用 分 块 网 格 时 遇 到 的 主要 问 
题 之 一 是 如 何在 相 邻 的 分 区 之 间 确 定 合适 的 几何 交界 面 ， 通 过 恰当 的 “连接 "” ， 保 证 CFD 计 
算 的 精度 。 此 外 ， 原 则 上 可 以 用 不 同 的 方法 生成 不 同 的 网 格 块 。 比 如 ， 某 一 个 网 格 块 是 笛 卡 
儿 坐标 系 下 的 代数 拉 伸 网 格 (5.6 节 ) ， 相 邻 的 一 个 网 格 块 是 柱 坐标 系 下 的 代数 网 格 ， 而 刀 
外 一 个 相 邻 的 网 格 块 则 是 用 椭圆 型 网 格 生 成 的 (5.7 节 ) 。 这 就 产生 了 连接 的 问题 。 对 此 问 
题 的 进一步 讨论 超出 了 本 书 的 范围 ， 更 详细 的 内 容 可 参考 有 关 文 献 。 


图 5-15 覆盖 F-16 飞机 的 分 块 网 格 


5.10 ”有限 体积 网 格 生成 的 进展 


到 目前 为 止 , 第 5 章 所 讨论 和 展示 的 网 格 都 是 针对 着 有 限 差分 算法 的 应 用 。 我 们 认为 ， 
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无 论 物理 平面 中 存在 什么 样 的 非 均匀 网 格 ， 都 存在 一 个 变换 将 它 变 成 计算 平面 上 的 均匀 矩形 
网 格 。 有 限 差分 计算 将 在 计算 平面 内 的 均匀 网 格 上 进行 ， 然 后 流 场 的 计算 结果 将 直接 带 回 到 
物理 平面 中 对 应 的 网 格 点 上 。 回 忆 一 下 物理 平面 中 的 非 均匀 网 格 ， 例 如 图 5-5、 图 5.9、 图 
5-10 以 及 图 5-13 到 图 5-15。 尽 管 这 些 网 格 是 非 均匀 的 ， 但 它们 都 有 一 定 的 “规律 性 "， 物 理 
平面 中 的 网 格 线 与 计算 平面 中 去、 9、: 等 于 常数 的 线 对 应 ， 而 且 同族 坐标 线 不 相交 。é 等 于 
常数 的 线 互 不 相交 ， 等 于 常数 的 线 也 互 不 相交 ， 等 等 。 因 此 ， 所 有 这 些 网 格 都 存在 着 某 种 
“结构 ”"。 这 样 的 网 格 称 为 结构 网 格 。 

还 有 另外 一 种 思路 ， 将 物理 平面 中 的 非 均匀 网 格 看 成 是 有 限 体积 法 的 网 格 单元 。 有 限 体 
积 法 不 需要 像 有 限 差分 法 那样 利用 均匀 的 矩形 网 格 进行 计算 ， 在 物理 平面 内 的 非 均匀 网 格 上 
就 可 以 直接 进行 有 限 体积 计算 ， 不 需要 任何 变换 。 因 此 ， 就 有 限 体积 法 而 言 ， 网 格 生成 只 涉 
及 在 物理 平面 中 构建 网 格 (本 书 通过 习题 2. 2 和 习题 4 7， 介 绍 了 有 限 体积 法 的 处 理 ) 。 所 
以 ， 如 果 愿 意 ， 也 可 以 将 图 5.9 看 成 是 一 张 有 限 体积 网 格 单元 图 ， 在 这 种 网 格 上 可 以 直接 进 
行 有 限 体积 计算 。 而 上 一 节 里 将 图 5.9 表示 的 网 格 看 成 是 结构 网 格 。 

其 实 ， 有 限 体积 法 根本 不 需要 结构 网 格 ， 它 可 以 应 用 于 任意 形状 的 网 格 单元 ， 于 是 产生 
了 非 结构 网 格 。 要 说 明 非 结构 网 格 是 什么 意思 ， 最 好 的 方法 也 许 是 看 一 些 例子 。 图 5-16 给 
出 了 多 元 机 型 周围 的 非 结构 网 格 。 另 一 个 例子 是 压缩 拐角 流 场 计算 的 非 结构 网 格 ， 如 图 5-17 
所 示 。 很 明显 ， 这 些 网 格 没有 任何 规律 性 。 没 有 对 应 于 二、 和 等 于 常数 的 坐标 线 ， 网 格 
完全 是 非 结构 的 。 让 网 格 单元 匹配 边界 面 ， 把 单元 布置 在 任何 需要 的 地 方 ， 非 结构 网 格 提供 
了 最 大 的 灵活 性 。 从 菜 种 意义 上 讲 , 生 RS 
成 非 结构 网 格 可 以 看 成 是 一 门 艺术 。 你 NS 
可 以 按照 自己 喜欢 的 方式 去 形成 网 格 单 BNRNNSY KS 
元 ， 并 放 在 物理 平面 中 你 想 要 放 的 任何 RAW 
地 方 。 当 然 ， 你 必须 开发 计算 机 程序 ， XR 
使 网 格 生成 自动 化 。 虽 然 非 结构 网 格 多 
年 来 一 直 用 于 结构 力学 的 有 限 元 计算 ， 
但 在 应 用 在 CFD 领域 则 是 相当 新 的 。 
事实 上 ， 在 作者 编写 本 书 时 候 ， 丰 结构 “国生 和 
化 网 格 在 CFD 的 网 格 生成 领域 仍 受到 网 好 2 和 
极 大 的 关注 。 gay 

多 少 有 点 讽刺 意味 的 是 ,正当 非 结 风 20OWG 
构 网 格 变 得 流行 起 来 的 时 候 ， 在 完全 相 0 
反方 向 上 也 取得 了 新 的 进展 ， 那 就 是 使 
用 具 为 规整 的 笛 卡 儿 网 格 。 在 本 章 开头 图 5-16 “环绕 多 元 村 型 的 非 结构 网 格 
兽 考虑 过 笛 卡 儿 网 格 ， 如 图 5-1 所 示 。 但 是 由 于 物体 内 部 出 现 了 网 格 点 及 物 面 上 缺少 网 格 点 
等 困难 ， 所 以 很 快 就 放弃 了 这 种 风格。 然而， 如 果 把 图 5-1 看 成 有 限 体积 网 格 单元 ， 就 完全 
不 一 样 了 。 远 离 物体 的 网 格 单元 是 矩形 的 ， 与 物体 相 邻 的 那些 单元 则 可 以 按 物体 的 形状 修 
改 ， 使 每 个 单元 有 一 条 边沿 着 物体 表面 ， 如 图 5-18 所 示 。 图 5-19 是 计算 绕 多 元 翼 型 (包括 
福 相 偏转 ) 流 场 的 笛 卡 儿 网 格 。 生 成 这 一 网 格 时 还 结合 了 网 格 的 自 适应 (5.8 节 ) 。 图 5-20 
则 给 出 了 双 构 球 〈 该 物体 的 形状 有 点 像 航天 飞机 的 头 部 ) 周围 的 笛 卡 儿 网 格 。 在 这 个 例子 
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中 ， 笛 卡 儿 网 格 用 于 计算 绕 过 双 椭 球 的 超声 速 流动 ， 网 格 的 自 适应 过 程 将 矩形 网 格 聚 集 在 号 
形 激 波 和 坐 舱 盖 激 波 的 附近 ， 在 图 5-20 中 清晰 可 见 。 


图 5-18 ” 物 面 附近 的 竺 卡 儿 网 格 
( 粗 线 表示 与 物 面相 邻 的 网 格 单元 ， 它 们 都 被 修改 过 ， 使 得 这 些 单元 有 一 条 边沿 着 物 面 ) 


图 5-19 ”计算 多 元 翼 型 亚 声 图 5-20 “计算 双 椭 球 高 超声 
速 绕 流 的 笛 卡 儿 网 格 速 绕 流 的 笛 卡 儿 网 格 
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$5.11 小 结 


到 这 里 将 结束 流动 问题 数值 计算 中 有 关 网 格 生 成 的 一 般 性 讨论 。 回 到 图 5-3 中 的 路 线 
图 ， 本 章 的 介绍 按 三 条 主线 进行 ， 相 应 于 图 中 的 三 列 框图 。 考 虑 到 有 限 差 分 求解 通常 要 在 变 
换 后 的 平面 (计算 平面 ) 中 进行 计算 , 第 一 列 介绍 了 导数 变换 的 一 般 知 识 ， 以 及 度量 和 雅 
可 比 行列 式 的 有 关内 容 。 作 为 讨论 的 一 部 分 ,论证 了 第 2 章 给 出 的 物理 平面 中 的 强 守 便 形式 
流动 控制 方程 ， 在 变换 后 的 平面 中 仍 可 以 写成 类 似 的 强 守恒 形式 。 再 把 目光 转移 到 图 5-3 中 
的 第 二 列 。 我 们 详细 讨论 了 用 于 有 限 差分 求解 的 网 格 生 成 的 各 个 方面 ， 包 括 拉 伸 网 格 、 贴 体 
椭圆 型 网 格 、 自 适应 网 格 、 分 块 网 格 的 各 种 例子 。 最 后 再 看 看 图 5-3 中 的 第 三 列 ， 用 于 有 限 
体积 求解 的 网 格 生 成 。 我 们 指出 ， 前 面 提 到 的 物理 平面 中 的 网 格 也 可 以 看 作 是 有 限 体积 网 格 
单元 。 所 以 在 图 5-3 中 将 相应 的 方 框 用 线 与 网 格 生 成 方 框 下 代表 不 同 网 格 生成 方法 的 方 框 联 
系 了 起 来 。 此 外 ， 在 第 三 列 的 末端 加 上 了 非 结 构 网 格 和 笛 卡 儿 网 格 等 比较 新 的 内 容 。 本 章 介 
绍 的 内 容 是 CFD 的 重要 组 成 部 分 。 如 果 读 者 对 图 5-3 中 某 个 方 框 所 代表 的 部 分 内 容 感 到 困 
惑 ， 建 议 你 在 进一步 学 习 之 前 一 定 要 复习 一 下 与 之 相关 的 章节 。 


习题 

考虑 圆柱 体 周围 空间 内 的 柱 坐 标 系 ， 将 它 与 贴 体 坐 标 系 的 一 般 思路 联系 起 来 ， 计 算 这 一 
坐标 系 的 度量 。( 在 习题 6.2 中 将 利用 这 一 坐标 系 计算 绕 园 柱 体 的 不 可 压 无 在 流 。 本 习题 的 
结果 对 习题 6. 2 是 有 用 的 。) 


第 6 章 
计算 流体 力学 的 基本 方法 


6.1 引言 


这 一 章 是 本 书 第 2 部 分 的 最 后 一 级 台阶 。 第 3 部 分 将 解决 CFD 在 不 同 流动 问题 中 的 应 
用 。 为 了 处 理 这 些 应 用 问题 ， 首 先 必须 了 解 流体 力学 控制 方程 的 基本 形式 和 性 质 ， 这 是 第 1 
部 分 的 目的 。 其 次 ， 还 必须 理解 可 用 于 这 些 方程 的 各 种 数值 离散 方法 的 基础 知识 ， 这 是 第 2 
部 分 的 目的 。 而 本 章 将 达到 这 个 目的 。 我 们 将 利用 前 面 讨论 过 的 基本 数值 离散 方法 构成 各 种 
求解 方法 ， 使 这 些 方法 能 够 应 用 于 流动 问题 的 数值 求解 。 在 这 一 章 里 ， 我 们 要 准备 好 必要 的 
工具 ， 为 第 3 部 分 讨论 不 同 的 应 用 作 好 准备 。 

现代 CFD 有 很 多 不 同 的 方法 一 一 有 旧 的 ， 有 新 的 ， 有 的 相当 简单 直接 ， 有 的 则 非常 复 
杂 深 奥 。 但 各 自 有 各 自 的 优点 和 缺点 。 本 书 并 不 想 展开 讨论 CFD 的 现状 和 最 新 发 展 ， 因 为 
这 种 现状 和 发 展 动态 可 以 从 大 量 的 杂志 、 技 术 报告 中 找到 。 本 书 也 不 是 CFD 所 有 方法 的 汇 
总 (有 几 本 CFD 的 高 级 教科 书 已 经 对 很 多 方法 进行 了 全 面 的 概括 ) 。 本 书 的 目的 是 给 读者 提 
供 一 个 简单 明了 的 CFD 入 门 基础 。 在 此 基础 之 上 ， 读 者 可 以 去 学 习 有 关 CFD 更 高 级 的 教科 
书 或 课程 。 它 的 作用 有 点 类 似 于 本 科 课 程 中 的 第 一 门 流体 力学 课程 ， 只 是 为 了 向 学 生 提 供 一 
些 概 念 ， 引 发 学 生 在 学 习 更 高 级 课程 和 研究 当前 技术 发 展 上 的 兴趣 和 动力 。 因 此 ， 本 章 挑选 
用 于 讨论 的 CFD 方法 ， 既 考虑 其 简单 性 ， 也 考虑 其 实用 性 ， 其 目的 就 是 要 介绍 一 些 不 太 深 
奥 的 CFD 方法 ， 使 它们 能 够 被 本 书 的 初级 读者 所 理解 。 但 是 ， 对 第 3 部 分 各 种 流动 问题 的 
求解 而 言 ， 这 些 方法 绝对 是 有 用 的 。 更 高 级 的 CFD 技术 将 在 接近 本 书 末尾 的 第 11 章 讨 
论 。 . 

必须 指出 ， 任 何 一 种 具体 的 CFD 方法 都 不 可 能 适用 于 所 有 的 流动 问题 。 不 同 的 偏 微分 
方程 具有 各 种 各 样 的 数学 性 质 ， 某 些 算 法 适用 于 双 曲 型 方程 ， 而 另 一 些 算法 则 适用 于 椭圆 型 
方程 。 在 学 习 过 程 中 ， 我 们 将 搞 清 这 些 区 别 。 

现在 我 们 开始 构造 适合 CFD 应 用 的 一 些 方法 。 这 里 仅 构 造 通用 的 方法 ， 把 对 具体 问题 
的 具体 应 用 放 在 第 3 部 分 。 为 简单 起 见 ， 只 考虑 二 维 流动 ， 三 流 问 题 引 起 的 额外 工作 不 是 本 
章 的 重点 。 在 需要 的 时 候 ， 总 是 假设 气体 为 常 比热容 完全 气体 。 

本 章 内 容 的 路 线 图 将 在 图 6-35 中 给 出 ， 其 中 列举 了 本 章 研究 的 各 种 方法 及 其 适用 性 。 
每 到 新 的 一 节 ， 要 记得 去 查看 这 张 路 线 图 。 
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6.2 拉克 斯 - 温 德 罗 夫 (Lax-Wendroff) 方法 


拉克 斯 - 温 德 罗 夫 方法 是 一 种 显 式 有 限 差分 方法 ， 特 别 适 合 于 推进 求解 。 通 过 沿 时 间或 
空间 逐步 推进 而 得 到 数值 解 的 思想 在 第 3 章 已 经 进行 过 讨论 ， 这 种 推进 解法 是 与 双 曲 型 和 抛 
物 型 偏 微分 方程 的 求解 相关 联 的 。 对 于 双 曲 型 方程 控制 的 流动 问题 ， 一 个 很 好 的 例子 就 是 无 
粘 流 非 定常 欧 拉 方程 的 时 间 推 进 解法 。 这 种 时 间 推 进 解法 曾 在 3. 4. 1 小 节 非 定常 无 粘 流 中 讨 
论 过 ,并且 在 图 3-7 中 做 了 图 示 (建议 读者 在 进一步 学 习 之 前 复习 这 一 小 节 )。 

为 了 便于 阑 述 ， 考 虑 非 定常 二 维 无 粘 流 的 模型 。 第 2 章 推导 了 这 个 问题 的 控制 方程 ， 并 
列 在 了 2.8.2 小 节 中 。 下 面 将 方程 写成 非 和 守恒 形 式 ， 这 些 方程 可 以 从 趟 (2-82)、 式 (2- 
83a) 、 式 《2-83b) 和 式 (2-85) 中 得 到 。 


Pp_  - 9u ， 9 091 dp _ 

连续 性 方程 of (pt ,各 (6-1) 
ou_ /ou du 1p . 

x 方向 的 动量 方程 = (: et | (62) 


y 方 向 的 动量 方程 i Ch (63) 
0e Oe Ou Ov 
能 量 方程 = 人 (6-4) 
在 上 面 的 方程 中 ， 假 设 了 没有 体积 力 和 体积 加 热 ， 也 就 是 说 ， /=0，$ =0。 从 方程 
(2-85) 中 减 去 动量 方程 与 速度 的 乘积 ， 就 可 得 到 方程 (644) ， 这 和 从 方程 (2.66) 中 推出 
方程 (2.73) 的 过 程 是 一 样 的 。 方程 (6-1) ~ 方程 (64) 对 时 间 变量 是 双 曲 型 的 。 
现在 用 时 间 推进 法 对 方程 (6-1) ~ 方程 (64) 进行 数值 求解 。 请 注意 ,这 些 方程 已 经 整理 成 
一 种 便于 时 间 推进 的 形式 :时 间 导 数 都 在 方程 的 左边 , 空 
间 导 数 都 在 方程 的 右边 。 拉 克 斯 - 温 德 罗 夫 方法 的 基础 
是 时 间 导 数 的 泰勒 级 数 展开 式 。 任 意 选 择 一 个 流动 参 
量 ,为 明确 起 见 ,选择 密度 p。 选 择 图 6-1 所 示 的 二 维 网 
格 ,用 p! ,表示 在 t 时 刻 网 格 点 (i,j) 处 的 密度 ,那么 在 t+ 


At 时 刻 ,同一 网 格 点 (i,) 处 的 密度 pi)“ 可 由 泰勒 级 数 给 


pi pte) rt (+ . (65) 
使 用 式 (6-5) 的 时 候 ， 假设 :时 刻 的 流 场 是 已 知 

的 ， 则 式 《6-5) 给 出 了 t+ At 时刻 的 新 流 场 。 在 式 图 6-1 纵 形 网 格 

(6-5) 中 ,pij 可 以 从 1 时 刻 的 流 场 得 知 ， 如 果 能 够 得 到 (3p/392); ;和 (9*p/98)' 的 值 ， 那么 

下 一 时 刻 的 密度 值 p:;“ 就 能 显 式 地 从 式 (6-5) 中 计算 出 来 。 类 似 地 ， 泰 勒 级 数 展开 对 其 他 

流动 参量 也 适用 ， 例 如 


对:( 计 户 


.。 6- 
al,, a + (6-6) 
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Ov wy’ (At)? 
Dy = 局 +( 呈 Mt) + (6-7) 
J J t i 9 i 2 
dey De (Ab 
tA 一 + 号 5+[{ 寺 | + 6-8 
eiy ei ot he or i 2 ( ) 


已 知 t 时 刻 的 pi;，wij， 和 eij 值 ， 只 要 能 够 求 出 它们 在 1 时 刻 的 时 间 导 数 ， 也 就 是 能 
够 求 出 式 (6-5) ~ 式 (6-8) 右边 的 (6p/88)1j、(8w/80)1;、(89u/68 ) ;等 导数 的 值 ， 就 可 
以 用 式 (6-5) ~ 式 (6-8) 将 每 个 网 格 点 处 的 流 场 变量 推进 到 下 一 时 刻 。 显 然 , 式 (6-5) 
~ 式 (6-8) 只 是 数学 上 的 关系 式 ， 流 动 的 物理 性 质 必 须 通过 某 种 方式 引 人 到 计算 中 。 物 理 
性 质 指 的 是 用 来 确定 时 间 导 数 《9p/62)i;、(92p/68) 1 等 的 物理 条 件 ， 这 些 物 理性 质 体现 在 
流动 控制 方程 (6-1) ~ (64) 中 。 比 如 ， 用 式 (6-5) 计算 4+ At 时 刻 的 密度 。 这 个 等 式 中 
的 《p762)1 ,应 该 从 连续 性 方程 (6-1) 得 到 。 将 方程 (6-1) 中 的 空间 导数 由 二 阶 中 心 差分 
给 出 ， 即 

op 1 Wi — ty 1 pir -pi-1y Vij+1 —Vij-1 1 pijr! 一 Pi- 

(2), 和 他 2Ax 2Ax 2Ay 2Ay (69) 
因为 1 时刻 的 流 场 是 已 知 的 ， 所 以 式 (6-9) 右边 的 量 全 都 是 已 知 的 。 于 是 式 (6-9) 给 出 了 
(p74) ;的 值 ， 把 这 个 导数 值 带 入 式 (6-5) ， 就 解决 了 式 (6-5) 右 端的 第 二 项 。 第 三 项 
(32p/9t );j 也 可 用 类 似 的 方式 得 到 ， 但 需要 更 复杂 的 计算 。 还 是 以 密度 的 计算 为 例 。 将 方程 
(6-1) 对 时 间 求 导 ， 得 到 
Gu up bp Pu bo Wp pp 
a -(e 33 ax ot TY vat ax ot “2 Byat 3 ot 1? yor 9y ot 
(原著 中 此 式 有 误 一 一 译 者 注 ) 
上 式 中 的 (9*w/6x6t) 等 二 阶 混合 导数 ， 可 由 方程 式 (6-1) ~ 式 (64) 对 相应 的 空间 自 变 
量 求 导 得 到 。 例 如 (wu/9x9t) ， 可 由 方程 (6-2) 对 % 求 导 得 到 


) (6-10) 


2 2 du? 2 1 3 1 
ou | 4 yo Ou 07 一 中 - 广 守 江 | (6.11) 
Oxot Ox Ox Ox0y 9y 9x pp 9x pp 0% ax , 
(原著 中 此 式 有 误 一 一 译 者 注 ) 
式 (6-11) 中 ， 右 边 所 有 的 项 还 是 由 上 时 刻 的 二 阶 中 心 有 限 差 分 表示 ， 即 
| Ou ) -| | Wis — 2 + (2 + 
9x01),, 7 (Ax)’ 2Ax 
yt Li 1 + Wij — Uj+l — Wi 
” 4(Ax) (Ay) 
Wij+ — Wij-1 wi 1 pir1y 一 2Pi + pi-1y 
2Ay 2Az pl, (As 
1 pl pry prs-pe1 
xt 1y Pi-i1, x2 ID "| (6-12) 
(pi ) 2Ax 2Ax 


(原著 中 此 式 有 误 一 一 译 者 注 ) 
式 〈6-12) 右边 所 有 的 项 都 可 以 从 t 时 刻 的 已 知 流 场 得 到 ， 此 式 给 出 了 导数 《3°w/8x32)i 的 
值 。 然 后 用 这 个 值 代替 式 (6-10) 中 的 (83w/9x9t) 就 可 以 了 。 
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继续 计算 式 (6-10) 。 (ap/axat) 这 一 项 可 通过 把 方程 (6-1) 对 x 求 导 ， 然 后 用 二 阶 
中 心 差分 代替 方程 右边 的 空间 导数 项 求 得 ， 这 与 式 (6-12) 的 计算 类 似 。 为 了 节省 篇 幅 ， 这 
里 就 不 写 了 。 同 样 ，(9"w/ey9b) 可 通过 把 方程 (6-3) 对 y 求 导 ， 然 后 用 二 阶 中 心 差 分 代替 
方程 右边 的 空间 导数 项 求 得 ; 混合 导数 项 (8p/9y9t) 可 通过 把 方程 (6-1) 对 y 求 导 ， 然 
后 用 二 阶 中 心 差分 代替 方程 右边 的 空间 导数 项 求 得 。 这 样 一 来 ， 式 (6-10) 右边 只 剩 下 一 阶 
空间 导数 9u/9x、6v/9yY、6p/9x、9p/97y 和 一 阶 时 间 导 数 9p/3t、9u/9t、9v/9t。 一 阶 空间 导数 
仍 由 二 阶 中 心 差分 代替 ,例如 

(动人 ( 原 着 中 此 式 有 误 -一 译 者 注 ) 
至 于 一 阶 时 间 导 数 ，6p/3t 的 值 已 从 式 (6-9) 求 得 。3u/9t 和 av/3t 可 用 相同 的 方式 得 到 ， 也 
就 是 用 二 阶 中 心 差 分 分 别 代替 方程 式 (6-2) 和 式 (6-3) 右 端 的 各 项 。 

有 了 所 有 这 些 值 ， 终 于 可 以 从 式 〈6-10) 中 得 到 9?pyae2 的 值 。 接 下 来 ， 把 这 个 值 代入 
式 (6-5)。 因 为 5p/3it 已 从 式 (6-9) 得 到 ， 所 以 现在 我 们 知道 了 式 (6-$) 右边 三 项 在 上 时 
刻 的 值 ， 即 pi、(ap/st)2 和 (0 ps );;。 这 样 就 可 以 用 式 (6-5) 计算 出 上 + At 时 刻 的 密 
度 值 po 。 

对 网 格 点 (i, 7) 处 其 他 流 场 变量 在 上 +At 时 刻 的 值 ， 只 需 重 复 上 面 的 过 程 就 可 以 得 到 。 
例如 ， 为 了 得 到 速度 的 x 方向 分 量 4 在 1+ At 时刻 的 值 ， 只 需 把 由 方程 (6-2) 得 到 的 (6u/ 
91)' 的 值 和 (euvec) 的 值 代入 式 (6- 
6)， 其 中 求 (9*u/92)' 的 值 的 方法 和 
前 面 对 密 度 的 计算 方法 一 样 。 由 此 可 
见 ， 虽然 推导 还 要 继续 做 下 去 ,但 思路 
都 是 一 样 的 。 为 得 到 速度 的 y 方向 分 量 
v 在 t+ At 时 刻 的 值 vi**“， 可 以 使 用 式 
(6-7)， 其 中 的 (892/91)': 和 (9*v/9r) 
从 方程 (6-3) 中 得 到 ; 为 了 得 到 内 能 
在 t+ Ai 时 刻 的 值 ei;?“， 可 使 用 式 (6- 
8)， 其 中 的 (39e/9t)* 和 (32e/9t2)': 从 
方程 (64) 中 得 到 。 用 这 种 方法 ， 网 
格 点 (i, 7) 处 的 流 场 变量 在 1 + At 时 
刻 的 值 就 全 部 求 出 来 了 。 图 6-2 给 出 了 
上 述 计算 过 程 中 用 到 的 网 格 ， 图 中 显示 
了 + 时 刻 和 +AL 时 刻 两 个 时 间 平 面 上 
的 空间 网 格 。 从 图 6-2 可 以 清楚 地 看 到 ， 利 用 ;时刻 流 场 变 量 在 网 格 点 (i, j))、(i+1, 让、 
(2-1, 店 、(i, -1) 和 (i, j+1) 处 的 已 知 值 ， 拉 克 斯 - 温 德 罗 夫 方法 可 以 显 式 地 求 出 网 
格 点 (i, 7) 处 流 场 变量 在 上 +Ai 时 刻 的 值 。 流 场 中 所 有 网 格 点 处 的 流 场 变量 在 :+ At 时 刻 
的 值 ， 都 可 通过 这 样 的 方法 得 到 。 

拉克 斯 - 温 德 罗 夫 方法 在 时 间 和 空间 上 都 具有 二 阶 精度 。 以 上 介绍 的 就 是 拉克 斯 - 温 德 罗 
夫 方 法 的 主要 思路 和 计算 的 细节 ， 其 中 的 思路 是 直观 的 ， 但 代数 表达 式 却 是 宛 长 的 。 这 些 元 
长 的 代数 运算 ,大 部 分 来 自 式 (6-6) ~ 式 (6-8) 各 式 中 的 二 阶 时 间 导 数 。 幸 好 ， 很 多 代数 


图 6-2 时 间 推 进 用 的 网 格 
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运算 有 捷径 可 循 ， 这 就 是 下 一 节 的 内 容 。 
6.3 麦 考 马 克 (MacCormack) 方法 


麦 考 马克 方法 是 拉克 斯 - 温 德 罗 夫 方法 的 变种 ， 但 应 用 起 来 更 简单 。 和 拉克 斯 - 温 德 罗 夫 
方法 一 样 ， 麦 考 马克 方法 也 是 一 种 显 式 有 限 差分 方法 ， 在 时 间 和 空间 上 具有 二 阶 精度 。 麦 考 
马克 方法 在 1969 年 一 经 提出 ， 就 成 为 解决 流动 问题 最 流行 的 显 式 有 限 差分 方法 ， 一 直流 行 
了 15 年 。 现 在 ， 麦 考 马 克 方法 已 经 完全 被 更 先进 的 方法 所 取代 ， 其 中 有 些 方法 将 在 第 11 章 
讨论 。 然 而 ， 麦 考 马克 方法 却 最 适合 学 生 学 习 ， 因 为 它 是 最 容易 理解 和 编程 的 方法 之 一 。 而 
且 ， 对 于 许多 流体 流动 问题 ， 麦 考 马 克 方 法 都 能 给 出 完全 令 人 满意 的 结果 。 基 于 这 些 理 由 ， 
本 节 将 着 重 讨论 麦 考 马克 方法 ， 并 将 它 用 在 本 书 第 3 部 分 的 一 些 实际 应 用 中 。 这 是 引导 初学 
者 去 享受 CFD 的 一 个 好 方法 。 

我 们 还 是 讨论 欧 拉 方 程 〈6-1) ~ 方程 (64) 的 求解 。 在 6. 2 节 ， 我 们 讨论 了 采用 拉克 
斯 - 温 德 罗 夫 方法 的 时 间 推 进 解法 。 本 节 将 讨论 一 种 类 似 的 时 间 推 进 解法 ， 但 采用 的 是 麦 考 
马克 方法 。 重 新 研究 图 6-1 中 的 二 维 网 格 。 和 前 面 一 样 ， 假 设 在 上 时刻， 已 知 图 6-1 中 每 个 
网 格 点 处 的 流 场 ， 要 计算 这 些 网 格 点 处 流 场 变量 在 t+ At 时 刻 的 值 ， 如 图 6-2 所 示 。 还 是 先 
考 虚 密 度 ， 即 网 格 点 (i, j) 处 的 密度 在 上 + At 时 刻 的 值 。 在 麦 考 马 克 方 法 里 ， 密 度 用 下 式 
得 到 


pi -p+ (E] At (6-13) 
式 中 ，(6p/69t) ,表示 ap/9t 在 1 时 刻 和 t+At 时 刻 之 间 的 平均 值 。 

比较 一 下 式 (6-13) 和 拉克 斯 - 温 德 罗 夫 方法 中 相应 的 等 式 (6-5)。 在 式 (6-5) 中 , 计 
算 的 是 时刻 的 时 间 导 数 ， 而 且 必须 计算 二 阶 导 数 (9p/9r? );;， 才 能 达到 二 阶 精度 。 而 在 
式 (6-13) 中 计算 〈aspvet) 。 的 值 ， 正 是 为 了 在 不 必 计 算 二 阶 时 间 导 数 (9 pe )! 的 情况 下 
保持 二 阶 精 度 ， 因 为 《9p/9t ); ,的 计算 涉及 到 很 长 的 代数 运算 。 所 以 ， 运 用 麦 考 马克 方法 ， 
就 是 为 了 避免 这 些 代数 运算 。 

其 他 流 场 变量 也 有 类 似 的 关系 式 


9 
i -w+ 中 At (6-14) 
t+At t 9 
A (6-15) 
ttAt t @ 
i = +t (5 At (6-16) 


还 是 用 密度 的 计算 来 进行 说 明 。 在 式 (6-13) 中 ， 时 间 导 数 (pet)。。 的 平均 值 可 通过 
下 面 的 预 估 一 一 校正 原理 得 到 。 
预 估 步 : 在 连续 性 方程 (6-1) 中 ， 用 向 前 差分 代替 方程 右边 的 空间 导数 
(到 加 | 4 Witty 一 下 4 Pi 一 pi 4 Ta 一 外 4 pis -pi 
at ” Ax ”Ax ”Ay ”Ar 


式 中 所 有 上 时 刻 的 流动 变量 都 是 已 知 量 ， 从 而 式 (6-17) 的 右 端 是 已 知 的 。 现 在 取 泰 勒 级 数 


(6-17) 


i 
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的 前 两 项 来 求 密度 的 估计 值 (p)"* 
(pH p+ (FE) a (6-18) 
在 式 (6-18) 中 ,pj 是 已 知 的 ，(6p/8t);, 的 值 可 用 式 (6-17) 计算 ， 所 以 〈p)2“ 就 不 难得 
到 。 但 这 个 (p)** 仅 仅 是 密度 的 预 估 值 ， 它 只 有 一 阶 精度 ， 因 为 式 (6-18) 中 仅 包 含 了 泰 
勒 级 数 的 一 阶 项 。 
用 类 似 的 办 法 ， 可 以 得 到 w、v 和 。 的 预 估 值 ， 即 


t 

(Wi -+ Ai (6-19a) 
Ot, 

(D+ Ai (6-19b) 
at),, 

(=e (F) Ai (6-20) 
at),, 


通过 在 式 (6-2) ~ 式 (64) 中 用 向 前 差分 替代 空间 导数 ， 就 可 以 计算 式 (6-19a) 、 式 (6- 
19b) 和 式 (6-20) 这 些 式 子 右边 的 时 间 导 数 ， 这 些 都 类 似 于 式 (6-17) 和 连续 性 方程 。 

校正 步 : 在 校正 步 中 ， 首 先 用 向 后 差分 代替 连续 性 方程 右边 的 空间 导数 ， 然 后 用 p、w 
和 vw 的 预 估 值 进行 计算 ,就 得 到 了 时 间 导 数 在 t+ At 时 刻 的 预 估 值 


dp t+Ar 一 、，， (1) 生生 _ (wu) 一 (Cp) _ (pO 
加 -De + (mw - + 
bj 


Ax Ax 
oa (vo Hh i 一 tra 
DD) (621) 
式 (6-13) 中 密度 的 时 间 导数 的 平均 值 ， 是 《6p/3t) 和 和 《 继 7 避 ) 人 “的 算术 平均 值 ， 妈 
0p 1 ep t ap t+At 
( 导 ).-z[( 坟 ) + (到, | (6-22) 


而 (9p/94)1 和 《ap/34)'; 和 可 分 别 从 式 (6-17) 和 式 (6-21) 中 得 到 。 
有 了 这 个 平均 值 ， 就 可 以 从 式 (6-13) 中 得 到 :+ At 时 刻 密度 最 终 的 “校正 ” 值 ， 即 
pi p+ (BE) A (6-13) 

上 面 描述 的 预 估 一 校正 方法 ， 给 出 了 t+ At 时 刻 网 格 点 (i, j) 处 的 密度 值 。 在 所 有 的 
网 格 点 上 重复 这 一 过 程 ， 可 得 到 上 + At 时 刻 整个 流 场 的 密度 值 。 运 用 同样 的 方法 ， 还 可 以 计 
算 t+At 时 刻 的 u、v 和 e， 只 需 从 式 (6-14) ~ 式 (6-16) 开始 ， 利 用 动量 方程 和 能 量 方程 式 
(6-2) ~ 式 (64) ， 通 过 预 估 一 校正 方法 得 到 时 间 导 数 的 平均 值 。 在 使 用 预 估 一 校正 方法 时 ， 
预 估 步 用 向 前 差分 ， 校 正 步 用 向 后 差分 。 

由 于 使 用 了 两 步 的 预 估 一 校正 过 程 ， 并 在 预 估 步 中 用 向 前 差分 在 校正 步 中 用 向 后 差分 ， 
使 得 麦 考 马克 方法 具有 二 阶 精 度 ， 也 就 是 与 6. 2 节 描 述 的 拉克 斯 - 温 德 罗 夫 方法 具有 一 样 的 
精度 。 但 是 ， 因 为 麦 考 马克 方法 不 像 拉 克 斯 - 温 德 罗 夫 方法 那样 需要 计算 二 阶 时 间 导 数 ， 所 
以 麦 考 马克 方法 更 容易 应 用 。 为 了 看 清 这 一 点 ， 回 顾 一 下 式 (6-10) 和 式 (6-11), 它们 在 
拉克 斯 - 温 德 罗 夫 方法 中 是 必 不 可 少 的 。 这 些 等 式 代表 着 大 量 的 额外 运算 。 而 且 ， 对 于 粘性 
流 等 更 复杂 的 流体 力学 问题 ， 为 得 到 二 阶 导数 ， 需 要 对 形式 更 复杂 的 连续 性 方程 、 动 量 方程 
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和 能 量 方程 求 导 (计算 二 阶 时 间 导 数 时 是 对 时 间 求 导 ， 计 算 二 阶 混合 导数 时 是 对 空间 求 
导 ) ， 这 个 过 程 相 当代 玉 ， 容 易 导 致 人 为 的 额外 误差 。 麦 考 马 克 方 法 不 需要 计算 这 些 二 阶 导 
数 ， 因 此 也 就 用 不 到 式 〈6-10) 和 式 (6-11) 这 类 关系 式 。 

在 麦 考 马克 方法 中 ， 预 估 步 用 向 前 差分 ， 校 正 步 用 向 后 差分 ， 但 这 并 不 是 一 成 不 变 的 。 
在 预 估 步 用 向 后 差分 ， 在 校正 步 用 向 前 差分 ， 也 可 以 达到 同样 的 精度 。 事 实 上 ， 如 果 愿 意 的 
话 ， 在 时 间 推 进 解法 的 相继 两 个 时 间 步 中 可 以 轮流 使 用 这 两 种 办 法 。 


阅读 指南 
读者 如 果 倾 向 于 用 麦 考 马克 方法 编程 计算 ， 那 么 可 以 根据 这 个 提示 进行 ， 然 后 再 回 到 第 
6 章 。 
从 这 里 
先 到 6.6 节 ( 人工 粘 性 ) 


然后 进入 整个 第 7 章 ( 喷 管 流动 ) 
如 果 在 进行 第 3 部 分 的 应 用 之 前 还 想 对 不 同 的 CFD 方法 有 更 进一步 的 认识 ， 只 需 继 续 
阅读 本 章 余 下 的 部 分 。 


6.4 粘性 流动 、 守 恒 形 式 和 空间 推进 


本 书 已 经 介绍 了 拉克 斯 - 温 德 罗 夫 方法 (6.2 节 ) 和 麦 考 马克 方法 (6.3 节 ) ， 其 中 假设 
流动 是 无 粘 的 ， 使 用 了 非 守恒 形式 的 欧 拉 方 程 ， 讨 论 了 沿 时 间 的 推进 。 但 这 些 都 不 是 最 本 质 
的 东西 。 上 面 两 种 方法 同样 可 以 用 于 粘性 流动 ， 用 于 守恒 形式 的 流动 控制 方程 ， 用 于 空间 推 
进 。 下 面 逐一 讨论 这 些 问题 。 


6.4.1 粘性 流动 


粘性 流动 的 控制 方程 是 汇总 在 2. 8. 1 小 节 中 的 纳 维 -斯 托 克 斯 方程 。 对 定常 流动 ， 纳 维 - 
斯 托 克 斯 方程 的 数学 性 质 更 多 地 表现 为 椭圆 型 的 。 拉 克 斯 - 温 德 罗 夫 方法 和 麦 考 马克 方法 都 
不 适用 于 椭圆 型 偏 微分 方程 的 求解 。 然 而 对 于 非 定常 流动 ， 纳 维 -斯 托 克 斯 方程 具有 抛物 型 
和 椭圆 型 混合 的 性 质 ， 拉 克 斯 - 温 德 罗 夫 方法 和 麦 考 马 克 方 法 这 时 是 适用 的 。 事 实 上 , 借助 
于 时 间 推 进 解法 ， 麦 考 马克 方法 已 广泛 应 用 于 非 定常 纳 维 -斯 托 克 斯 方程 的 求解 。 其 思路 与 
6.3 节 一 样 ， 将 纳 维 -斯 托 克 斯 方程 写成 左边 为 时 间 导 数 、 右 边 为 空间 导数 的 形式 ， 在 预 估 
步 和 校正 步 ， 空 间 导 数 分 别 用 向 前 差分 和 向 后 差分 表示 。( 这 一 做 法 只 适用 于 对 流 项 。 根 据 
作者 和 其 他 许多 同行 的 经 验 ， 粘 性 项 在 预 估 步 和 校正 步 都 应 该 使 用 中 心 差分 。 一 一 原作 者 
注 ) 这 个 过 程 与 6. 3 节 讨 论 的 方法 完全 一 样 ， 惟 一 不 同 的 是 纳 维 -斯 托 克 斯 方程 比 欧 拉 方 程 
包含 更 多 的 空间 导数 。 


6.4.2 ”守恒 形式 


为 简单 起 见 ， 还 是 用 欧 拉 方程 进行 讨论 。 适 合 于 CFD 计算 的 守恒 型 方程 曾 在 2. 10 节 中 
讨论 过 ， 体 现 为 通用 方程 (2-93)。 重 新 整理 这 个 方程 ， 并 考虑 二 维 流动 ， 得 到 
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0 86,) (623) 
ot ox 97y 

其 中 ， 列 向 量 VU、f、G 和 J 的 分 量 分 别 在 式 (2-105) ~ 式 (2-109) 各 式 中 给 出 。 显 然 ， 
用 拉克 斯 - 温 德 罗 夫 方法 或 麦 考 马克 方法 ， 都 可 以 计算 UV 的 分 量 p、pu、pv 和 p(e+F[2) 在 
各 时 间 步 的 值 ， 其 方法 与 6.2 节 和 6. 3 节 所 讨论 的 方法 完全 一 样 。 只 需 记 住 方程 (6-23) 中 
未 知 函 数 是 守恒 变量 ， 因 此 在 每 个 时 间 步 结束 时 ， 要 用 式 (2-100) ~ 式 (2-104) 各 式 计算 
出 每 一 个 原始 变量 。 此 时 可 以 先 回顾 一 下 2. 10 节 ， 那 一 节 讨 论 了 与 守恒 型 方程 有 关 的 内 容 。 
在 进一步 学 习 之 前 ， 请 读者 复习 一 下 这 些 内 容 。 在 随后 的 章节 中 ， 随 着 对 所 学 方法 更 熟练 的 
掌握 ，2. 10 节 将 被 赋予 新 的 重要 性 ， 读 者 对 它 的 理解 也 将 更 加 深入 。 让 大 家 回顾 2. 10 节 的 
另 一 个 理由 是 ， 它 直接 引出 了 下 一 小 节 的 内 容 。 


6.4.3 空间 推进 


为 了 说 明 空 间 推进 的 思想 ， 将 麦 考 马 克 方 法 应 用 于 图 6-3 所 示 的 二 维 流 动 问题 。 在 xy 
平面 ， 主 流 的 方向 从 左 到 右 。 为 简单 起 见 , 假 ， ! 
设 流动 是 无 粘 的 ， 则 控制 方程 为 欧 拉 方程 。 通 


用 的 守恒 型 方程 组 由 方程 (2-110) 给 出 ， 二 维 
的 情形 下 简化 为 
PF _)_6 (6-24) 
Ox 07 


对 于 亚 声速 流动 ， 方 程 〈6-24) 是 椭圆 型 
方程 ， 麦 考 马 克 方 法 是 不 适用 的 。 事 实 上 ， 所 
有 的 空间 推进 方法 都 不 适用 。 然 而 ,正如 第 3 
章 中 指出 的 ， 对 于 一 个 处 处 为 超声 速 的 流动 来 0 


沿 着 这 条 直线 给 定 初始 条 件 


1 
{ 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
! 
i 
1 
i 
1 
1 
4 
1 
Xx 


说 , 方程 (6-24) 是 双 曲 型 方程 。 在 这 种 情况 " 
下 ， 空 间 推 进 是 合适 的 ， 麦 考 马克 方法 也 是 适 图 6-3 ”空间 推进 用 的 网 格 


用 的 。 注 意 ， 式 (6-24) 中 已 经 把 对 x 的 导数 放 在 了 方程 的 左边 ， 源 项 和 对 y 的 导数 放 在 方 
程 的 右边 。 再 来 看 图 6-3 ， 假 设 在 xy 平面 中 的 一 条 铅 垂 线 上 流 场 变 量 是 已 知 的 ， 这 条 线 称 为 
初 值 线 。 再 假设 流动 处 处 是 超声 速 的 。 这 样 ， 从 初 值 线 出 发 ， 沿 x 方向 推进 就 能 得 到 解 。 这 
里 只 介绍 用 麦 考 马克 方法 计算 一 个 空间 步 的 过 程 ， 其 思路 与 6. 3 节 一 样 ， 但 此 时 空间 变量 x 
扮演 着 6. 3 节 中 时 间 变 量 上 的 角色 。 如 图 6-3 所 示 ， 假设 在 给 定 的 x 处 ， 沿 铅 垂 线 上 的 流动 
变量 是 已 知 的 〈 整 个 计算 是 从 * =x 处 沿 铅 垂 线 给 定 的 初始 数据 开始 的 ) 。 假 设 这 条 铅 垂 线 
通过 图 6-3 中 的 节点 (i, j+1)、(i, 站 和 (i, j-1)， 也 就 是 假设 在 这 三 个 网 格 点 处 的 流 
场 变量 是 已 知 的 。 运 用 麦 考 马 克 方 法 ,可 由 网 格 点 (i, j+1)、(i, j) 和 (i, j-1) 处 的 
已 知 值 计算 网 格 点 (i+1, ]) 处 的 流 场 变 量 ， 过 程 如 下 。 方 程 (6-24) 中 的 向 量 严 ， 它 在 
网 格 点 (i+1, 7) 处 的 值 可 从 下 式 求 出 
pnt) he (6-25) 
为 了 与 以 前 的 记号 保持 一 致 ， 推 进 变量 的 指标 ， 这 里 就 是 上 ， 被 写成 了 上 标 。 在 式 (6- 
25) 中 ，(6F/9x)。, 代 表 F 所 对 x 的 导数 在 x 与 x+Ax 之 间 的 平均 值 ， 利 用 方程 (6-24) ， 通 过 
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预 估 - 校 正方 法 可 以 得 到 这 个 平均 值 。 
预测 步 ; 在 方程 (6-24) 中 ， 用 向 前 差分 替换 对 y 的 导数 
aFY i Gu- 
(到 Ay 
因为 沿 着 通过 网 格 点 (i, j) 的 铅 重 线 上 的 流动 是 已 知 的 ， 所 以 上 式 右边 的 量 均 是 已 知 的 。 
再 由 泰勒 级 数 计算 正在 网 格 点 (i+1, j) 处 的 预 估 值 
Bt) (6-27) 
和 6. 3 节 一 样 ， 加 上 横 线 表示 预 估 值 。 请 记 住 ， 在 式 (6-26) 和 式 (6-27) 中 带 横 线 的 向 量 
表示 对 连续 性 方程 、 动 量 方程 和 能 量 方程 逐个 进行 运算 , 而 F 和 6 的 分 量 分 别 由 式 (2- 
106) 和 式 (2-107) 给 出 。 也 就 是 说 ， 严 ?1 代表 了 它 的 每 一 个 分 量 的 预 估 值 。 在 二 维 的 情 
形 下 ， 就 是 


(6-26) 


(pu)i”! 
(pw + 万 ) 
Fit! = (puv)i*! (6-28) 


[ml 人 e+ 2 一 ] + 上 
在 进一步 计算 之 前 ， 必 须 用 式 〈6-28) 右边 的 值 计 算出 原始 变量 的 预 估 值 ， 具 体 过 程 请 
参考 2. 10 节 中 有 关 式 (2-111a) ~ 式 (2-11le) 各 式 的 讨论 。 这 些 原 始 变量 的 预 估 值 在 校 
正 步 中 将 用 来 计算 通 量 向 量 C。 
校正 步 : 将 和 G6 的 预 估 值 代入 方程 (6-24) ， 用 向 后 差分 计算 (9F/9x);” 在 x+Ax 
处 的 预 估 值 (Fax);” ， 即 


i+l 


6-29 
; Ay (6-29) 


式 中 ，G*' 和 Gi 的 值 用 原始 变量 的 预 估 值 计算 ,而 这 些 原始 变量 的 预 估 值 刚才 在 预 估 步 中 
已 经 (特意 ) 求 出 来 了 。 平 均值 (3F/6x)。 由 算术 平均 给 出 


(六 -并 (名 +(%), ] (620) 
于 是 ， 户 ”最 后 的 校正 值 可 从 式 (6-25) 得 到 
Ppt (SF) as (6-25) 


很 明显 ， 麦 考 马克 方法 沿 流向 的 空间 推进 方法 是 6. 3 节 时 间 推 进 方法 的 翻版 ， 推 进 变量 
* 起 着 当时 的 推进 变量 + 的 作用 。 

尽管 如 此 ， 沿 流向 的 推进 方法 与 时 间 推进 方法 之 间 还 是 有 两 个 值得 注意 的 区 别 。 前 面 曾 
提 到 ， 计 算 过 程 中 需要 从 守恒 变量 中 求 出 原始 变量 。 第 一 个 区 别 与 此 有 关 。 采 用 守恒 型 方程 
进行 时 间 推进 求解 时 ， 原 始 变量 的 计算 很 简单 ， 如 由 式 〈2-100) ~ 式 (2-104) 所 示 。 但 是 
在 守恒 型 方程 的 空间 推进 解法 中 ， 原 始 变量 的 计算 ( 见 式 (2-111a ~e) 各 式 ) 就 复杂 多 
了 。 当 然 ， 非 守恒 型 方程 的 时 间 推进 解法 根本 不 需要 这 个 过 程 ， 如 同 在 6.2 节 和 6. 3 节 中 所 
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看 到 的 ， 未 知 函数 就 是 原始 变量 本 身 。 两 种 推进 解法 的 第 二 个 区 别 ， 至 少 对 于 显 式 求解 而 
言 ， 就 是 沿 流向 的 推进 一 定 要 用 守恒 型 控制 方程 ， 以 保证 对 x 的 导数 能 作为 单一 的 一 项 放 到 
方程 的 左边 ， 就 像 方程 (6-24) 那样 。 非 守恒 型 方程 却 做 不 到 这 一 点 。 考 察 方程 式 (6-1) 
~ 式 (64) 可 以 发 现 ， 在 这 些 方程 中 令 时 间 导 数 为 零 ， 则 四 个 方程 中 有 三 个 方程 包含 着 两 
个 对 x 的 导数 项 。 当 然 不 能 只 把 其 中 的 一 个 放 到 方程 的 左边 ， 而 把 另 一 个 留 在 方程 的 右边 。 
这 样 就 破坏 了 沿 流向 推进 方法 显 式 计算 的 特性 。 


6.5 松弛 法 及 其 在 低速 无 粘 流 动 中 的 应 用 


松弛 法 是 一 种 特别 适合 于 求解 椭圆 型 偏 微分 方程 的 有 限 差分 方法 。 根 据 3.4.3 小 节 的 讨论 ， 
亚 声速 无 粘 流动 由 椭圆 型 偏 微分 方程 控制 。 因 此 ,松弛 法 经 常 被 用 来 求解 亚 声速 的 低速 流动 。 松 
弛 法 可 以 是 显 式 的 也 可 以 是 隐 式 的 。 本 节 只 介绍 一 种 显 式 松弛 法 ,有 时 也 叫做 点 迭代 法 。 
考虑 无 粘 不 可 压 流体 的 二 维 无 旋 流 动 。 对 于 这 种 流动 ， 流 动 控 制 方程 可 简化 为 一 个 单个 
的 偏 微分 方程 ， 即 标量 速度 势 $B 的 拉 普 拉 斯 (Laplace) 方程 ， 其 中 @ 满足 V= VB。 我 们 
假定 读者 已 经 熟悉 这 些 内 容 ， 这 里 不 再 详 述 。 此 处 直接 给 出 控制 方程 
0 oF 
一 + 一 =0 
0x 97 
我 们 将 在 图 64 所 示 的 网 格 寺 数值 求解 方程 〈6-31) 。 利 用 二 阶 导数 的 二 阶 中 心 差 分 式 
(4-12) 和 式 〈4-13) 代替 方程 (6-31) 中 的 偏 导数 ， 得 
PB,,1, -29,, + D1, $j -29%,, + Dj. 


(6-31) 


(6-32) 


(Ax) (AT7) 


图 6-4 松弛 法 
仔细 考察 图 64 中 的 网 格 可 以 发 现 ， 网 格 点 1 ~ 20 构成 了 流 场 的 边界 。3. 4 节 指 出 ， 为 
了 使 椭圆 型 方程 成 为 适 定 的 ， 必 须 在 包围 区 域 的 整个 边界 上 给 定 边界 条 件 。 根 据 图 6.4 中 的 
网 格 ， 这 意味 着 更 | ~ Bw 都 是 已 知 值 ， 这 些 值 等 于 网 格 点 1~20 处 的 边界 条 件 。 在 所 有 其 他 
网 格 点 〈 内 部 网 格 点 ) 更 的 值 是 未 知 的 。 以 网 格 点 (i, j) 为 中 心 ， 方程 (6-32) 包含 了 五 
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个 这 样 的 未 知 数 ， 即 B;.1;、B;;、Bi,1j、Biju1、Bij-1。 原则 上 ， 在 每 个 内 部 网 格 点 上 都 
可 以 写 出 式 (6-32) (图 64 中 有 15 个 这 种 网 格 点 ) ，15 个 线性 方程 组 成 了 包含 15 个 未 知 
数 的 方程 组 。 求 解 这 种 联 立 方程 组 的 直接 方法 有 几 种 。 其 中 一 种 是 标准 的 Cramer 法 则 。 但 
使 用 克 莱 默 法 则 需要 相当 大 的 计算 量 。 对 眼下 这 个 例子 ， 就 需要 计算 15 阶 的 行列 式 ， 而 在 
实际 计算 中 可 能 要 用 到 几 百 个 甚至 上 千 个 网 格 点 。 显 然 ， 使 用 克 菜 默 法 则 是 不 切实 际 的 。 另 
一 种 更 合理 的 直接 方法 是 Gauss 消去 法 。 然 而 ， 最 简单 的 方法 是 运用 下 面 的 松弛 法 。 
松弛 法 是 一 种 迭代 法 ,方程 (6-32) 中 有 四 个 量 的 值 被 看 成 已 知 的 第 n 次 迄 代 值 ， 只 有 
一 个 量 被 看 成 是 未 知 的 第 n+1 次 迭代 值 。 我 们 在 方程 (6-32) 中 选择 ;作为 未 知 量 。 从 
方程 (6-32) 中 解 出 更, ， 有 
ntl (Ax)’(Ay)’ Bi + Bi Pi + 
2(Ay)’+2(Ax)l (Ax)? (Ay)’ 
上 式 中 ,上 标 n 和 n+1 表示 迭代 次 数 ,与 前 面 用 于 指定 时 间或 空间 推进 步 数 的 上 标 无 关 。 事 实 
上 ,如 大 家 所 知 ,推进 解法 不 适合 于 求解 椭圆 型 方程 。 在 方程 (6-33 ) 中 B?* 代表 第 n +1 次 迭代 
时 需要 计算 的 未 知 量 , 它 将 根据 第 n 次 迭代 时 的 已 知 量 到 富国) 和 GB? -1 算出 来 (这 种 
方法 叫做 简单 迭代 法 ) 。 为 了 开始 这 一 过 程 , 留 下 一 个 内 部 网 格 点 ,给 定 其 余 网 格 点 处 的 @ 值 ， 
这 个 网 格 点 处 的 更 值 将 作为 未 知 数 ,用 方程 (6-33 ) 来 计算 它 。 在 对 所 有 内 部 网 格 点 都 使 用 了 方 
程 (6-33) 之 后 ,就 完成 了 第 一 次 选 代 ,m =1。 接 着 进行 第 二 次 欠 代 ,mm =2。 这 个 迭代 过 程 反复 不 
源 ,直至 收 伍 到 解 。 再 具体 些 , 将 方程 (6-33) 应 用 到 图 64 中 的 网 格 点 21 ,假设 已 经 进行 了 次 
迭代 。 为 了 进行 第 n+1 次 迭代 ,方程 (6-33 ) 变换 为 
Di = (A) | 人 二 和 (6-34) 
， 2(Ay) 7" +2(Ax)2L (Ax)’ (Ay)’ 
式 中 ，S 入 (是 未 知 量 ; @2 和 662% 是 上 一 次 迭代 中 已 经 求 出 来 的 ，@2 和 @ 是 由 边界 条 件 给 
定 的 。 
有 人 建议 将 更 新 后 的 更 值 尽 快 地 用 到 方程 (6-33) 的 右边 。 例 如 ， 从 方程 (6-34) 中 
计算 出 到 入 后， 转移 到 网 格 点 22 ， 由 方程 (6-33) 得 到 
a  (Ax)?(Ay)? 2 
2 2(Ay)2+2(Az)?L (Ax)’ (Ay)’ 
在 此 式 中 ，g@ 季 :是 未 知 量 ，@2 和 6@% 是 上 一 次 迭代 中 已 经 求 出 来 的 ， 更 , 是 由 边界 条 件 给 定 
的 ， 而 Br' 就 是 刚刚 用 方程 (6-34) 得 到 的 。 在 这 种 方式 中 ， 可 沿 着 一 条 给 定 的 水 平 线 ， 
从 左 到 右 扫 措 ， 逐 个 计算 第 n+1 次 迭代 时 的 未 知 量 更 (这 种 方法 叫做 Gauss-Seidel 迭代 
法 ) 。 扫 描 的 方向 并 不 重要 。 在 逐个 求解 方程 (6-33) 的 过 程 中 ， 可 以 从 左 到 右 扫 描 ， 也 可 
以 从 右 到 左 ， 还 可 以 从 上 到 下 ， 或 从 下 到 上 。 
上 面 的 迭代 过 程 需要 重复 进行 很 多 次 。 当 所 有 网 格 点 处 的 | 一 有 | 变 得 都 小 于 一 
个 预定 的 值 时 ， 就 认为 欠 代 收 往 了 。 所 要 达到 的 收敛 程度 取决 于 你 自己 。 和 迭代 的 次 数 越 多 ， 
精度 越 高 。 
通常 ， 运 用 逐次 超 松弛 法 可 加 快 收敛 的 过 程 。 这 是 一 种 外 推算 法 ， 基 于 以 下 思路 。 方 程 
(6-33) 的 结果 可 以 看 成 是 到 ,的 中 间 值 ， 记 作 B?， 即 
Bir - CAx) (CAy) | + Br 
2(Ay) +2(Ax) (Ax)” (Ay)” 


(6-33) 


(6-35 ) 


(6-36 ) 
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注意 ， 因 为 假设 是 从 左 向 右 扫 描 的 ， 所 以 把 @?1 ,的 值 写 在 第 n+1 次 近代 的 方程 (6-36 ) 
中 ， 此 时 到 ?已 经 知道 了 。 类 人 地， 如 果 水 平 扫 描 线 从 下 向 上 排列 ， 则 于 六 也 已 经 知道 
了 ， 可 以 写 进 方程 (6-36) 中 ， 因 为 它 位 于 上 一 条 水 平 扫描 线 上 。 最 后 ， 用 上 一 次 迭代 得 到 
的 @?, 和 由 方程 (6-36) 得 到 的 B?)" ， 外 推出 B?7 的 值 
B= +o( Bt! -GD ) (6-37) 
式 (6-37) 中 ,，o 是 松弛 因子 。 对 一 个 具体 的 问题 ， 松 弛 因子 的 值 通常 根据 试 算 的 经 验 
确定 。 如 果 w>1， 上 面 的 过 程 就 叫做 逐次 超 松弛 法 ; 如 果 w < 1， 就 叫做 逐次 低 松弛 法 ， 当 
收敛 过 程 表现 为 在 某 个 值 附 近来 回 摆动 时 ， 通 常会 用 到 低 松 弛 法 。 对 超 松 弛 法 ，w 通常 在 
1 <w<2 之 间 取 值 。 不 管 怎样 ， 选 取 适 当 的 w 值 ， 利 用 方程 (6-37) 可 以 减少 达到 收敛 所 需 
的 迭代 次 数 ， 从 而 减少 计算 时 间 。 在 某 些 问题 中 ， 和 迭代 次 数 可 减少 到 原来 的 1/30。 


6.6 数值 耗 散 、 色 散 及 人 工 粘性 


生活 中 有 很 多 事情 并 不 像 我 们 表面 上 看 到 的 那样 简单 ，CFD 也 不 例外 。 这 一 章 ， 我 们 
已 经 讨论 了 流动 控制 方程 的 几 种 数值 解法 。 与 前 几 章 一 样 ， 在 讨论 中 我 们 总 是 抱 着 这 样 一 种 
观点 ， 即 ， 欧 拉 方 程 和 纳 维 -斯 托 克 斯 方程 的 数值 解 ， 其 精度 是 由 截断 误差 和 舍 人 误差 确定 
的 。 我 们 关注 的 是 这 样 一 个 事实 ， 在 求解 一 个 特定 的 偏 微分 方程 时 ， 数 值 解 总 是 带 有 误差 
的 。 

对 于 这 个 问题 ,还 可 以 有 男 外 一 种 观点 。 这 种 观点 与 上 面 的 观点 有 一 些 差别 。 为 简单 起 
见 ， 考 虑 一 个 模型 方程 ， 即 一 维 波 动 方程 
Ou Ou 
mre (6-38) 
其 中 a >0。 我 们 将 方程 (6-38) 看 成 数值 求解 偏 微 分 方程 的 一 个 具体 例子 。 用 时 间 的 一 阶 
向 前 差分 和 空间 的 一 阶 向 后 差分 将 这 个 方程 离散 化 ， 则 方程 (6-38) 就 变 为 下 面 的 差分 方程 
ih 
A +a Ax =0 (6-39) 

按照 以 前 的 观点 ,方程 (6-39) 的 解 〈 数 值 解 ) ， 就 是 方程 (6-38) 的 解 ， 但 是 带 有 误 
差 ， 解 的 精度 由 截断 误差 和 伟人 误差 决定 。 根 据 第 4 章 的 讨论 可 知 ， 方 程 (6-39) 的 精度 为 
0 (At，Ax)。 现 在 我 们 采取 一 种 略 有 不 同 的 观点 。 为 了 能 够 建立 这 种 新 的 观点 ， 用 下 面 的 
泰勒 级 数 展开 代替 方程 (6-39) 中 的 wi'*“ 和 wi.!:， 即 


t 2 2 3 3 
a 全 证 (6-40) 


9 六) 2 ts), 6 
， ， du 上 du 上 ( Ax)? Pu t (Ax)’ 
zi 1 = (| <+ [3] 7 es (6-41) 


Quy’ /ouy' At /ou (Ab 
和 
oj \ot ,2 at, 6 


es fe er (542) 
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整理 式 (6-42) ， 得 

Du Qu BA /ou (At)’ /ou'aAx /uy'a(Ax)’ 

(a oa) (2) oe (mm) 2 (mm) e+ ($3) 

这 里 我 们 发 现 ， 式 〈6-43) 的 左边 就 是 原 偏 微分 方程 (6-38) 的 左边 ， 而 右边 是 由 差分 
方程 (6-39) 引起 的 截断 误差 。 显 然 ， 这 个 截断 误差 是 O (Ai，Ax)。 下 面 我 们 将 式 (6- 
43) 右边 包含 的 时 间 导 数 项 用 对 x 的 导数 来 代替 。 首 先 ， 把 式 (6-43) 对 1 求 导 (以 下 略 去 
下 标 半 和 上 标 #， 因 为 所 有 的 导数 都 是 在 点 和 时 刻 上 取 值 的 ) ， 得 到 

ou Ou _ _ Ou At du (AD ， Ou aAx Ou a(Ax)” 


a = (6-44) 
dt axot 2 a 6 ex' of 2 x0t 2 
再 将 式 (6-43) 对 x 求 导 ， 两 边 再 同时 乘 以 a， 得 
Ou 2 Ou du aAt du a(At)’ uaAx dua(Ax)’ 
a 4 -= 一 一 -一 3 一 一 +… (6-45) 
O10x Ox oox 2 dio0x 6 dx” 2 Ox 6 
两 式 相 减 ， 得 
Ou _ 2 Ou OuAt ou (At)’ Gu aAx du a(Ax)’ } 
a ax 2 a 6 Ox:0t 2 x 2 
Ou <A ， 9°u a( At)’ ou azAx du a (Ax)’ ee. (6.46) 


ofox2 9pox 6 ox 2 ox 6 
只 写 出 一 阶 项 ， 可 以 把 上 式 写 得 更 紧凑 
du du ,At io ou + + a du _ oO(Az) (6-47) 
oF ax 2! a 9 所 gx 21 3x ox? 
式 (647) 给 出 了 "ut 的 表达 式 ， 用 它 蔡 换 式 (6-43) 右边 的 第 一 项 。 在 替换 之 
前 ， 让 我 们 先 处 理 式 (643) 右边 的 第 二 项 ， 即 三 阶 时 间 导 数 项 。 通 过 将 式 (647) 对 时 间 
求 导 ， 得 到 


O(At) 


= 下 +0(At, hs) (6-48) 
再 将 式 (645) 对 % 求 导 ， 然 后 两 边 同 时 乘 以 a， 得 
3 3 
a te = 0(At,A) (6-49) 
两 式 相 加 ， 得 
Ou 3 Ou 
i Be + OCArAx) (6-50) 


式 (6-50) 给 出 了 三 阶 时 间 导 数 的 表达 式 ， 将 它 代 人 式 (6-47) 和 式 (6-43)。 式 (6- 
47) 中 还 有 两 个 关于 * 和 的 混合 导数 项 需要 处 理 。 将 式 (6-47) 对 % 求 导 


Ou 2 Ou 
=a —3 +0(Ait,Ax) (6-51) 
Ot 9x Ox 
整理 式 (6-48) ， 有 
Ou 1 Pu 
= 一 -一 +OCALA 6-52 
x0t a of 人 *) 4 ) 


将 式 〈6-50) 代入 式 (6-52) ， 就 得 到 
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Ou 
Ox 0 
将 式 (6-50)、 式 (6-51) 和 式 (6-53) 都 代 人 式 0 得 


3 
= -a +O(At,Ar) (6-53) 
Ox 


2 2 3 3 
Ou ov Ae i ¥ ,0(At, Ax)] + 党 o_o +O(ArAs) 
Aart? ax 2 Ox _ 
(6-54) 
最 后 ,将 式 (6-54) 和 式 (6-50) 代入 式 (643) ,就 得 到 
Ou Ou Ou oAt du oa(A Fu a (Ax)(At) 
+Qw 一 = 一 x 一 x + x + 
ot Ox Ox? 2 Bx3 2 or’ 2 
Ou al(At)’ Gu aAx du a(Ax)’ 
x + x 一 X 十 
Ox’ 6 dx 2 ox’ 6 
OL (At)’,(At)’,(Ax)(At),(Ax)’,(Ax)’] (6-55) 
整理 式 (6-55),， 并 定义 v=aAt/Ax， 可 得 
2 2 3 
a EA) 30 -2o2 1)0 + 
dt x 2 ox 6 Ox (6-56) 
Of (At)’, (At)’, (Ax), (At) (Ax)’, (Ax)’] 


请 注意 , 式 (6-56) 本 身 就 是 一 个 偏 微 分 方程 ， 它 包含 有 3u/91、9u/3x、9"w/9x* 和 
9 u/9x 等 项 。 记 住 这 一 点 ， 就 可 以 重点 讨论 本 节 一 开始 提 到 的 “ 另 一 种 观点 " 。 以 前 ， 我 们 
把 差分 方程 (6-39) 的 精确 解 (没有 舍 人 误差 ) 作为 原 偏 微分 方程 (6-38) 的 数值 解 。 但 
是 它 作 为 方程 (6-38) 的 解 ， 是 带 有 误差 的 ， 这 个 误差 就 是 截断 误差 (从 概念 上 讲 ， 应 该 
是 离散 误差。 一 一 译 者 注 ) 。 然 而 ， 我 们 可 以 用 另 一 种 方式 来 看 待 这 件 事 。 实 际 上 ， 差 分 方 
程 (6-39) 的 精确 解 〈 无 舍 人 误差 ) 是 另 一 个 偏 微分 方程 的 精确 解 〈 无 截断 误差 ) 。 这 个 偏 
微分 方程 就 是 方程 (6-56) ， 称 为 修正 方程 ， 也 就 是 说 ， 当 差分 方程 (6-39) 被 用 来 求 原 偏 
微分 方程 (6-38) 的 数值 解 的 时 候 ， 我 们 实际 上 是 在 求解 一 个 完全 不 同 的 偏 微分 方程 ， 我 们 
是 在 求解 方程 (6-56) ， 而 不 是 方程 (6-38) 。 

上 面 的 推导 不 仅 对 差分 方程 精确 解 的 意义 作出 了 一 种 新 的 解释 ， 更 重要 的 是 导出 了 修正 
方程 。 方 程 (6-56) 也 给 出 了 与 差分 方程 解 的 性 质 有 关 的 信息 。 例 如 ， 仔 细 考 察 方程 (6- 
56) ， 可 以 发 现 方程 右边 有 一 项 包含 9 uax' 。 回 想 一 下 粘性 流动 的 控制 方程 ， 即 纳 维 - 斯 托 
克 斯 方程 式 (2-58a ~ ec) 。 这 些 方程 中 都 有 3?uvax? 这 样 的 项 〈 乘 上 了 粘性 系数 凡 ) ， 这 些 项 
代表 了 物理 粘性 对 流动 的 耗 散 。 在 方程 (6-56) 里 ，9 wu/9x 也 扮演 着 耗 散 项 的 角色 ， 很 像 
纳 维 - 斯 托 克 斯 方程 中 的 粘性 项 。 然 而 方程 (6-56) 中 的 这 一 项 是 数值 离散 产生 出 来 的 ， 也 
就 是 差分 方程 〈6-39) 的 产物 ， 完 全 是 来 源 于 数值 过 程 ， 并 没有 物理 意义 。 由 于 这 种 原因 ， 
数值 解 中 出 现 的 这 一 项 〈 以 及 类 似 的 项 ) 称 为 数值 耗 散 。 而 这 一 项 的 系数 ， 即 方程 (6-56) 
中 的 (aAx/2) (1 -v)， 因 其 作用 很 像 物 理 粘性 ， 故 称 为 人 工 粘性 。 在 CFD 中 ， 数 值 耗 散 
和 人 工 粘性 这 两 个 术语 经 常 混用 ， 通 常 都 意味 着 数值 解 的 耗 散 行为 ， 不 过 这 种 行为 本 质 上 是 
完全 来 源 于 数值 过 程 的 行为 。 例 如 ， 本 节 开始 时 考虑 的 偏 微分 方程 6-38) ， 描 述 了 在 一 维 
无 粘 流 体 中 传播 的 波 。 假 设 在 零 时 刻 有 一 个 完全 间断 的 波 ， 如 图 6-5a 所 示 ， 那 么 在 求解 过 
程 中 ， 数 值 耗 散 的 影响 会 将 波 抹 平 (图 6-5b)。 真 实 的 物理 粘性 也 会 将 波 抹 平 ， 这 两 者 非常 
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相似 。 当 然 ， 数 值 解 中 波 被 抹 平 的 原因 与 物理 粘性 毫 无 关系 。 正 相反 ， 它 与 下 述 事实 直接 有 
关 : 差分 方程 (6-39) 的 精确 解 是 方程 (6-56) 的 解 ， 而 不 是 原 偏 微分 方程 (6-38) 的 解 ， 
而 方程 (6-56) 右边 有 些 项 起 着 耗 散 的 作用 。CFD 中 很 多 算法 在 计算 过 程 中 都 隐 含 着 人 工 
粘性 的 影响 。 : 

与 上 面 的 概念 有 关系 的 是 数值 色散 ， 其 影响 所 产生 的 数值 为 不 同 于 数值 耗 艇 所 产生 的 


数值 行为 。 色 散 导致 波 的 不 同 相 位 在 传 
播 中 产生 畏 变 ， 表 现 为 在 波 前 和 波 后 出 
现 振荡 ， 如 图 6-6 所 示 。 
为 一 个 差分 方程 推导 相应 的 修正 方 
程 ， 其 意义 在 于 ， 可 以 估计 耗 散 和 色散 , , 


的 有 关 性 质 。 数 值 耗 散 是 修正 方程 右 端 a) 1=0 时 刻 的 初始 波形 b) 1>0 时 刻 的 波形 “ 
项 中 偶数 阶 导 数 (9?u/9x 、9“u/9x’， 图 6.5 ”数值 耗 散 的 影响 

等 ) 的 直接 结果 ， 数 值 色散 则 是 奇数 

阶 导数 (0 "wu/9x 等) 的 直接 结果 。 由 

于 修正 方程 的 右 端 项 是 截断 误差 ， 所 以 通常 可 以 做 这 样 的 论断 : 如 果 和 截断 误差 的 主 项 是 偶数 
阶 导数 ， 数 值 解 将 主要 表现 出 耗 散 行 为 ， 如 果 主 项 是 奇数 阶 导数 ， 数 值 解 将 主要 表现 出 色散 


a) !=0 时 刻 的 初始 波形 b) !>0 时 刻 的 波形 


图 6-6 数值 色散 的 影响 

我 们 现在 的 讨论 是 这 一 节 的 精 钥 。 我 们 已 经 看 到 ， 人 工 粘 性 之 所 以 出 现在 一 个 给 定 的 算 
法 中 ， 是 因为 修正 方程 的 形式 。 所 以 说 ， 人 工 粘性 隐 含 在 数值 解 中 。 尽 管 人 工 粘 性 降低 了 解 
的 精度 〈 这 是 件 坏事 ) ,但 通常 有 助 于 提高 解 的 稳定 性 (这 又 是 件 好 事 ) 。 事 实 上 , 在 CFD 
的 很 多 应 用 ， 数 值 解 中 隐 含 的 人 工 粘性 还 不 够 多 ， 解 还 是 会 变 得 不 稳定 ， 除 非 显 式 地 在 计算 
中 加 入 更 多 的 人 工 粘性 。 这 导致 了 CFD 中 最 令 人 困惑 的 问题 ， 如 果 特 意 给 数值 解 增加 更 多 
的 人 工 粘性 ， 同 时 也 就 加 大 了 数值 解 更 不 精确 的 可 能 性 。 另 一 方面 ， 通 过 增加 人 工 粘性 ， 至 
少 可 以 得 到 一 个 稳定 的 解 。 如 果 没 有 人 工业 性 ， 某 些 情况 下 甚至 得 不 到 解 。 如 果 流 动 问题 中 
包含 大 的 梯度 ， 如 激 波 ， 而 这 种 激 波 是 通过 激 波 捕捉 法 从 流 场 中 得 到 的 ， 这 种 问题 尤其 突 
出 。 为 了 得 到 稳定 、 光 滑 的 解 ， 通 常 需要 显 式 地 增加 人 工 烙 性。 一 个 数值 解 ， 无 论 它 多 人 么 不 
精确 ， 是 不 是 总 比 完 全 得 不 到 解 要 好 呢 ? 对 于 一 个 具体 的 流动 ， 这 个 问题 的 答案 取决 于 对 情 
况 的 判断 。 作 者 认为 《从 CFD 研究 领域 收集 到 的 实际 经 验 支 持 了 作者 的 这 一 观点 ) ， 对 那些 
必须 使 用 人 工 粘性 的 应 用 问题 ， 审 慎 地 运用 它 ， 多 半 都 能 得 到 合理 的 、 有 时 其 至 相当 精确 的 
解 。 但 重要 的 是 ， 你 必须 知道 自己 在 做 什么 。 
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现在 来 研究 一 种 特定 形式 的 人 工 粘 性 ， 它 在 很 多 应 用 问题 中 相当 有 效 ，6. 3 节 讨 论 的 麦 
考 马 克 方 法 经 常 使 用 这 种 人 工 粘性 。 为 此 ， 假 设 考虑 的 是 非 定 常 二 维 流 ， 正 在 处 理 方程 (2- 
93) 这 种 形式 的 流动 控制 方程 ， 即 

U0__oF 6,) (6-57) 
ot 0x 0 
方程 中 UU 代表 解 向 量 ,，U = [p, pu, pv, p (e+f/2)]。 在 时 间 推 进 解法 的 每 一 步 ， 都 加 
和 人 一 个 小 的 人 工 粘性 ， 形 式 如 下 
lpisr, -2p;, + pi1y 
“ Disiy +2p:y + pei 
PP (20 + U1) (6-58) 
Pijsi +2pi, + pij-i 
这 里 的 U 代 表 解 向 量 的 某 个 分 量 。( 在 方程 (6-57) 中 U 代表 整个 解 向 量 ,是 向 量 ;而 在 式 (6-58) 
以 及 下 面 的 式 (6-59) 中 ,UU 代表 解 向 量 的 一 个 分 量 ,是 标量 。 也 就 是 说 , 式 (6-58) 和 式 (6-59) 各 
代表 五 个 式 子 ,分 别 对 应 着 方程 组 (6-57) 中 的 五 个 方程 。 译 者 注 ) 

式 (6-58) 是 一 个 四 阶 数值 耗 散 的 表达 式 ， 通 过 相当 于 截断 误差 中 四 阶 项 的 量 来 调整 计 
算 。 这 相当 于 在 〈 差 分 方程 的 ) 修正 方程 的 右边 添加 了 一 个 额外 的 四 阶 项 。 之 所 以 说 是 四 
阶 项 ， 是 因为 从 式 (6-58) 可 以 看 出 ， 式 中 的 分 子 是 两 个 二 阶 导 数 的 二 阶 中 心 差分 的 乘积 。 
在 式 (6-58) 中 ，C. 和 C, 是 任意 给 定 的 两 个 参数 ， 通 常 在 0. 01 ~0.3 之 间 取 值 。 这 两 个 参 
数 的 取 值 ， 一 般 要 通过 对 不 同 的 取 值 进行 试验 ， 估 计 了 它 对 计算 的 影响 ， 才 能 决定 它 的 具体 
取 值 。 为 了 叙述 得 更 清楚 ， 假 设 正在 用 玫 考 马克 方法 。 在 预 估 步 ，3:, 是 根据 上 时 刻 的 已 知 量 
计算 的 ; 在 校正 步 ， 式 (6-58) 右边 的 量 是 预 估 值 (记号 上 加 横 杠 ) ， 这 样 就 得 到 与 5; ,对 
应 的 值 ， 记 作 5:;* 


| 
Si =C (CD ~2Uij + Ui-1y) + 


C 


了 


+A +a | 
可 


+ trAr 
[pi 一 2P +Pi1 


CitAt 了 下 十 和 了 + ) TH+At 
Si x erAt pA tA (CUirny -2 1 + Di) 十 
Pirviy tePiy +Pi-iy 
pS -2p +P) 
ij+l Pijy Pij-!1 +At +Ar + 全 
7 tAt ith At (Un -2 Di + or1) (6-59) 


Pijr! +2 p;; +pij-1 
5! ,和 S:;* 的 值 将 要 加 到 麦 考 马克 方法 的 计算 过 程 中 去 。 以 连续 方程 中 密度 的 计算 为 例 , 取 
U =p。 预 人知 步 用 式 (6-58) 计 算 3$， ,在 方程 (6-18 ) 中 加 入 这 个 人 工 粘性 项 ,方程 变 成 


pes pi + (区 AAS (6-60) 

校正 步 用 式 (6-59) 得 到 人 工 粘性 项 S'**， 而 t+ At 时 刻 密度 的 修正 值 可 由 方程 (6- 
13) 加 上 这 个 人 工 粘性 项 得 到 ， 邵 

0 和 2 -ps+ (Pe)] Ar+Bi (6461) 


人 工 粘性 的 形式 完全 是 经 验 性 的 ， 并 非 一 定 要 用 式 (6-58) 和 式 〈6-59) ， 这 里 使 用 它 
们 只 是 为 了 便于 讨论 。 


第 6 章 ”计算 流体 力学 的 基本 方法 


流动 


a) 后 台阶 问题 


b) 计算 网 格 


图 6-7 超声 速 粘性 流 

添加 入 工 粘性 对 解 的 精度 有 多 大 程度 的 影响 ?这 个 问题 没有 确切 的 答案 ,取决 于 流动 问题 本 
身 的 性 质 。 为 了 能 让 读者 感觉 一 下 人 工 粘性 的 影响 ,这 里 给 出 一 些 结果 。 研 究 的 问题 是 绕 后 人 台阶 
的 超声 速 粘性 流 ,如 图 6-7a 所 示 。 所 用 的 有 限 差 分 网 格 在 图 6-7b 中 给 出 。 为 计算 这 个 流 场 ,我 们 
用 6.3 节 描 述 的 麦 考 马 克 方 法 ,通过 时 间 推 进 数值 求解 纳 维 -斯 托 克 斯 方程 。 式 (6-58 ) 和 式 (6-59) 
给 出 了 人 工 粘性 的 表达 式 ,其 中 C, 和 C, 的 取 值 在 0 ~0.3 之 间 变 化 。 计 算 中 取 自 由 来 流 的 马赫 数 
为 4.08, 台 阶 高 度 为 0.51cm, 按 台阶 高 度 计算 的 雷诺 数 为 9。 计 算 区 域 向 台阶 上 游 延伸 了 
1 02cm ,向 台阶 下 游 延 人 了 4 08cm。( 原文 似乎 有 误 。 从 图 6.7 ~ 图 6-10 来 看 ,如 果 以 台阶 高 度 为 
单位 长 度 , 计 算 区 域 是 从 台阶 上 游 2 个 单位 长 度 到 台阶 下 游 8 个 单位 长 度 。 我 们 根据 这 一 观察 ,已 
对 原文 做 了 改动 。 一 一 译 者 注 ) 流 体 是 比 热 比 为 1. 31 的 完全 气体 (这 个 比 热 比 在 一 定 程度 上 是 模 
拟 超 燃 冲压 发 动机 环境 下 空气 被 部 分 离 解 时 的 等 效 比 热 比 )。 图 6-8 给 出 了 用 麦 考 马克 方法 计算 得 
到 的 压力 等 值 线 , 其 中 包括 四 个 不 同 的 等 值 线 图 ,每 一 个 对 应 着 C. 和 C, 在 0 ~0.3 之 间 不 同 的 取 
值 。 图 6-8 中 ,最 下 面 的 图 是 人 工 烙 性 为 零 时 计算 的 流 场 ;上 面 一 幅 图 是 C. = C, =0. 1 的 结果 ;再 上 
面 是 C. = C, =0.2 的 结果 ,最 后 是 C. = C, =0.3 的 结果 。 在 每 一 幅 图 中 都 能 看 到 从 合 阶 拐角 发 出 的 
稀 疏 波 和 台阶 下 游 的 再 压缩 激 波 。 然 而 仔细 研究 图 6-8 发 现 , 随 着 C. 和 C, 逐渐 增加 (人 工 粘性 逐 
渐 增 加 ) ,流动 的 性 质 从 定性 上 和 定量 上 都 受到 影响 。 在 图 6-8d 中 ,人 工 粘性 为 零 , 再 压缩 激 波 相当 
陡 而 且 很 清晰 ,但 在 激 波 前 后 都 有 拌 动 。 此 时 ,很 难得 到 稳定 \ 收 敛 的 解 , 计 算 也 很 敏感 ,需要 对 程序 
进行 人 工 干预 。 随 着 人 工 粘性 逐渐 增 大 ( 图 6-8c 一 图 6-8a) ,数值 解 表现 得 越 来 越 稳定 ,但 得 到 的 定 
常 流 场 ,其 结构 有 所 不 同 。 这 种 不 同 ,通过 比较 图 6-8d 和 图 6-8a 就 可 以 看 出 来 。 图 6-8a 用 了 很 大 
的 人 工 粘性 ,再 压缩 激 波 已 经 被 数值 耗 散 抹 平 得 更 帘 了 ,而 且 位 置 也 向 上 移 了 。 但 是 与 图 6-8d 相 
比 ,图 6-8a 中 看 不 到 抖动 。 在 图 6-7a 中 ,用 1I.2.3 标 出 了 三 个 不 同 的 流向 位 置 。 这 三 个 位 置 上 的 速 
度 剖 面 (速度 相对 于 纵 坐 标 7 的 变化 ) 由 图 6-9a ~c 给 出 ,其 中 每 一 幅 图 中 都 画 出 了 四 个 速度 剖面 ， 
对 应 着 人 工 烙 性 四 个 不 同 的 取 值 。 可 以 发 现 ,人 工 烙 性 影响 了 速度 剖面 。 最 后 ,图 6-10 给 出 了 壁面 
压力 分 布 , 即 壁 面 上 的 压力 沿 流向 x 位 置 的 变化 。 图 中 画 出 的 是 台阶 下 游 的 压力 分 布 ,x =1. 02em 
是 台阶 的 位 置 。 此 处 的 压力 实际 上 就 是 底部 压力 , 即 台 阶 铅 垂 面 上 的 压力 。 图 6-10 中 也 画 出 了 四 
条 曲线 ,对 应 着 人 工 粘性 四 个 不 同 的 取 值 。 对 人 工 粘性 的 不 同 取 值 , 台 阶 下 游 的 压力 分 布 相对 来 说 
不 太 敏 感 ,但 底部 压力 对 人 工 粘性 非常 敏感 。 
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图 6-8 人工 粘性 影响 的 数值 实验 
(计算 的 压力 等 值 线 ， 耗 散 因子 C. 和 Cy 在 0 ~0.3 之 间 取 值 。 自 由 来 流 条 件 :Ma- =4. 08， 
T。=1046K, 比 热 比 y =1.31, 以 台阶 高 度 0. 5lem 为 特征 长 度 计算 的 雷诺 数 为 849 ,壁面 温度 Tw =0.29577。 ) 


y/cm 
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b) 站 位 2 处 的 速度 剖面 


U 
a) 站 位 1 处 的 速度 剖面 
图 6-9 人工 粘性 影响 的 数值 实验 
(三 个 流向 位 置 上 的 速度 剖面 。 自 由 来 流 条 件 与 图 6-8 相同 。 图 中 的 速度 是 相对 于 
自由 来 流速 度 的 无 量 纲 值 。 三 个 流向 位 置 已 在 图 6-7a 中 标 出 ) 
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c) 站 位 3 处 的 速度 剖面 


图 69 人工 粘 性 影响 的 数值 实验 ( 续 ) 

(三 个 流向 位 置 上 的 速度 前 面 。 自 由 来 流 条 件 与 图 6-8 相同 。 图 中 的 速度 是 相对 于 

自由 来 流速 度 的 无 量 纲 值 。 三 个 流向 位 置 已 在 图 6-7a 中 标 出 ) 
人 工 粘性 对 流 场 解 的 影响 类 似 于 物理 粘性 的 影响 。 和 加 大 物理 粘性 的 效果 一 样 ,通过 增 

加 入 工 粘性 ,可 以 使 激 波 抹 平 、 变 宽 。 分 离 区 流 场 的 细 
节 受 人 工 粘性 的 影响 ,也 和 加 大 物理 粘性 造成 的 影响 一 
样 。 还 是 和 增加 物理 粘性 一 样 ,通过 增加 人 工 粘性 , 改 
变 了 整个 流 场 的 粹 。 最 后 ,在 数值 解 中 添加 更 大 的 人 工 
粘性 ,相当 于 进一步 减 小 了 流动 的 有 效 雷 诺 数 ,这 仍旧 ， 

和 加 大 物理 粘性 的 效果 相同 。 

本 节 的 目的 是 向 读者 介绍 数值 耗 散 的 概念 ,以 及 人 
工 粘性 的 作用 :使 数值 解 稳定 .光滑 。CFD 中 有 很 多 应 
用 不 需要 添加 人 工 粘性 。 然 而 对 另外 一 些 CFD 问题 ,人 
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工 粘性 是 无 法 回避 的 现实 ,无 论 这 种 人 工 粘性 是 隐 含 在 /em 
格式 中 的 还 是 根据 需要 显 式 地 添加 进去 的 。 你 通常 可 ”图 6-10 关于 人 工 粘性 影响 的 数值 实验 
以 尝试 使 用 不 同 大 小 的 人 工 粘 性 ,直到 对 所 得 到 的 解 感 (台阶 下 游 表面 压力 分 布 图 。 


到 满意 为 止 。 这 些 问题 现在 依然 是 CFD 求解 中 非常 经 来 流 条 件 与 图 6-8 相同 。 图 中 的 压力 

验 性 的 内 容 。CFD 中 这 种 非常 随意 、 变 化 无 常 的 东西 ， 是 相对 于 来 流 压 力 的 无 量 纲 值 ) 

在 过 去 的 几 十 年 里 一 直 是 让 从 事 CFD 的 人 感到 非常 苦恼 的 问题 。 然 而 ,在 过 去 的 几 年 里 ,新 的 
数学 方法 已 经 巧妙 地 解决 了 人 工 粘性 的 问题 ,形成 了 一 种 新 的 算法 。 这 种 算法 能 够 自动 地 在 需 
要 的 地 方 添加 大 小 合适 的 人 工 粘性 。TVD( 全 变 差 减 小 ) 的 概念 就 是 一 个 例子 。 这 方面 的 内 容 将 
在 第 11 章 讨论 。 当 你 今后 进一步 研究 CFD 时 ,将 很 有 可 能 从 这 些 数学 的 进展 上 获 益 。 


6.7 交 蔡 方向 隐 式 (ADI) 方法 


让 我 们 回 到 隐 式 求解 的 问题 上 来 。 在 4.4 节 ， 我 们 以 克 兰 克 - 尼 科 尔 森 方法 为 例 讨 论 过 
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这 个 问题 。 这 一 节 将 给 出 一 个 推进 求解 的 例子 。 我 们 用 方程 (3-28) 作为 模型 方程 ， i 作为 
推进 变量 。 除 i 之 外 ,方程 中 只 剩 下 一 个 自 变 量 x。 只 要 考 虚 的 是 线性 方程 ， 克 兰 克 - 尼 科 尔 
森 隐 式 格式 的 解 就 可 以 用 托马斯 算法 〈( 见 附录 ) 直接 得 到 。 方 程 (3-28) 就 是 这 种 情况 ， 
方程 的 有 限 差分 表示 由 三 对 角形 式 的 方程 组 (4-42) 给 出 。 这 种 三 对 角 方程 组 用 托马斯 算法 
很 容易 求解 。 

请 注意 差分 方程 也 是 线性 的 。 在 4.4 节 ， 原 偏 微分 方程 〈3-28) 是 线性 的 ， 所 以 才 导 出 
了 一 个 线性 的 差分 方程 。 对 于 控制 偏 微分 方程 是 非 线性 的 情况 ， 导 出 线性 差分 方程 的 一 般 思 
路 将 在 11. 3. 1 小 节 中 讨论 。 用 隐 式 方法 求解 一 个 本 质 上 是 非 线 性 的 问题 ， 差 分 方程 的 线性 
化 至 关 重 要 。 因 为 只 有 线性 化 以 后 ， 才 能 用 托马斯 算法 〈 或 其 他 等 价 的 算法 ) 进行 计算 。 
这 些 内 容 也 将 在 11. 3. 1 小 节 讨论 ， 这 里 不 再 著述 。 

本 节 的 主要 问题 是 考虑 破坏 差分 方程 三 对 角 性 质 的 其 他 因素 ， 即 问题 的 空间 多 维 性 。 也 
就 是 说 ， 问 题 中 除 推进 变量 外 ， 还 有 不 止 一 个 自 变量 。 为 清楚 起 见 ， 考 虑 非 定常 二 维 热传导 
方程 。 对 空间 二 维 的 情形 ， 方 程 (3-27) 为 

a+ 
ot dx oy 
将 4.4 节 中 的 克 兰 克 - 尼 科 尔 森 方法 平行 地 推广 到 这 里 ,方程 (6-62 ) 的 有 限 差分 形式 为 


(6-62) 


Te + Ti -2| Te + 和 + Te + Th, 
TT 2 2 2 
i 
At (Ax)’ 
Te + Tj -2| Te “9 ,Ti + Ti 
2 2 2 
a 一 一 一 人 一 一 (6-63 ) 
(Ay) 


在 条 空间 中 ,方程 (6-63) 是 与 一 维 问题 的 方程 (4-40) 对 应 的 形式 。 方 程 (440) 可 以 
化 成 三 对 角形 式 的 方程 组 (4-42)， 但 是 方程 (6-63) 却 含 有 五 个 未 知 量 ， 即 TI ，、TI 7 、 
Tj、 加 和 站 ， 最 后 两 个 未 知 量 的 出 现 使 我 们 不 能 再 得 到 三 对 角 方 程 组 ， 因 而 托马斯 
算法 也 就 用 不 上 了 。 尽 管 有 求解 方程 (6-63) 的 矩阵 方法 ， 但 所 用 的 计算 时 间 比 求解 三 对 角 
方程 组 长 得 多 。 所 以 ， 如 果 能 够 发 展 一 种 格式 ， 使 得 方程 (6-62) 用 三 对 角形 式 就 可 以 求 
解 ， 将 具有 明显 的 优势 。 这 种 格式 就 是 本 节 将 要 讨论 的 主要 内 容 : 交替 方向 隐 式 ( Alterna- 
ting Direction Implicit，ADI) 方法 。 

方程 (6-62) 是 通过 推进 方法 求解 的 ， 即 ; 了 (t+ At) 是 根据 已 知 量 了 (1) 用 某 种 方 
式 得 到 的 。 现 在 让 我 们 分 两 步 得 出 了 (t+ At) 的 解 。 其 中 ， 中 间 步 在 中 间 时 刻 ;+ At2 求解 
T， 具 体 方法 如 下 。 第 一 步 的 时 间 步 长 为 Ai/2， 用 中 心 差分 替代 方程 (6-62) 中 的 空间 导 
数 ， 但 只 对 x 的 导数 采用 隐 式 处 理 ， 即 


TT, -eg TH 27 + TI + Tr 27 + Tr (6.64) 
At/2 ( Ax)? (Ay)’ 
方程 (6-64) 可 化 简 为 三 对 角形 式 
477 一 BIT 二 47 =Kk; (6-65) 


式 中 
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A aAt 
2(Ax)” 
QaAt 
+ 2 
(Ax) 


Kk, = _T, 四 CQAI ， 
2(Ay) 


对 每 一 个 固定 的 j， 对 所 有 的 i 写 出 方程 (6-65) ， 联 立 形成 一 个 方程 组 。 用 托马斯 算法 
可 得 到 TT? 的 解 (固定 ) 。 考 察 
图 6-11 ， 对 固定 的 7， 我 们 在 x 方向 
上 扫描 ， 对 所 有 的 i 求解 方程 (6- 在 这 个 平面 上 ,方程 (6-65) 给 
65) ， 得 到 Tr 假如 在 x 方向 上 出 [+A1/2 时 刻 的 解 
及 个 网 格 点 ， 那么 要 从 i=1 扫描 TH 
到 NN。 扫描 一 次 就 用 一 次 托马斯 算 | 
法 。 在 标号 为 j+1 的 下 一 排 网 格 点 
上 ， 还 要 重复 这 种 计算 ， 即 : 用 j+ “"? 
1 代替 方程 (6-65) 中 的 j， 用 托 马 
斯 算法 对 从 1 到 N 所 有 的 i 值 计算 
7。 如 果 7y 方 向 上 有 个 网 格 
点 ， 这 个 过 程 就 要 重复 M 次 ， 即 在 
x 方向 上 的 扫描 要 进行 M 次 ， 从 而 
托马斯 算法 也 就 用 了 用 次 。 这 种 x 
方向 上 的 扫描 过 程 如 图 6-11 所 示 。 a 


(7 ， 


ij+l 


-27, + Tij-1) 


J 


(= (NM ) 


Ce] 


在 这 一 步 结束 时 ， 中 间 时 刻 t+AW2 (=(D (Mr * 
所 有 网 格 点 (i, j) 上 的 了 ;就 都 图 6-11 ADI 过 程 的 第 一 步 
求 出 来 了 。 在 x 方向 上 扫描 ， 以 求 出 t+ At/2 时 刻 的 解 


ADI 方 法 的 第 二 步 是 利用 上 + 
At/2 时 刻 的 已 知 值 求 解 上 + At 时 刻 的 解 。 在 第 二 步 ， 仍 然 用 中 心 差分 替代 方程 (6-62) 中 的 
空间 导数 ， 但 这 次 只 对 y 的 导数 采用 隐 式 处 理 ， 即 
2 
AD 7° (Ax)? Cy) (6-66) 
方程 (6-66) 可 化 简 为 三 对 角形 式 
CT 一 DT + CT =L, (6-67) 


ij+1 二 


式 中 
_ aAt 
2(Ay)’ 
CA 
十 
(Ay) 


aAt 
CT -27 + 7) 


D=1 


L. 一 T+12 - 
” " 2(Ax)’ 
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请 注意 ,在 第 一 步 中 已 经 求 出 了 各 网 格 点 处 的 T°'”。 对 每 一 个 固定 的 i, 对 所 有 的 j 写 出 方程 
(6-67) , 联 立 形成 一 个 方程 组 。 用 托马斯 算法 可 得 到 7?;! 的 解 (i 固定 ) 。 考 察 图 6-12, 对 固定 的 
i, 我 们 在 y 方 向 上 扫描 ,求解 方程 (6-67) ,对 从 1 到 村 所 有 的 j 求 出 下 和 。 这 种 扫描 也 要 用 到 -- 
次 托马斯 算法 。 在 标号 为 i+1 的 下 一 列 网 格 点 上 ,还 要 重复 这 种 计算 , 即 : 用 i+1 代替 方程 (6- 
67) 中 的 ,用 托马斯 算法 对 从 1 到 MM 所 有 的 7 计算 7;!。 这 个 过 程 需要 重复 N 次 , 即 在 y 方 向 上 
的 扫描 要 做 六 次 ,从 而 托马斯 算法 也 就 用 了 六 次 。 这 种 y 方向 上 的 扫描 过 程 如 图 6-12 所 示 。 在 
第 二 步 结束 时 ,时 刻 :+ At 所 有 网 格 点 (i,j) 上 的 就 都 求 出 来 了 。 

在 这 个 两 步 计 算 过 程 结束 时 ， 未 
知 函 数 了 在 时 间 方 向 上 推进 了 步 长 
Ai。 尽管 除了 推进 变量 上 之 外 还 有 两 在 这 个 平面 上 ,方程 (6.67) 给 
个 独立 的 空间 变量 x 和 y, 但 推进 过 出 :+A1 时 刻 的 解 
程 只 涉及 三 对 角 方程 组 ， 重 复 使 用 托 To 
马 斯 算法 就 可 以 求解 。 因 为 这 个 格式 
包含 两 步 ， 第 一 步 中 ， 差 分 方程 的 x 
方向 是 隐 式 的 ; 第 二 步 中 ， 差 分 方程 “ 
的 y 方 向 是 隐 式 的 ， 所 以 这 种 方法 被 
形象 地 叫做 交替 方向 隐 式 方法 。 

ADI 格式 对 ;、x 和 y 都 是 二 阶 精 A 
度 的 ， 即 截断 误差 是 0 [ (Al)2，“ 
(Ax)’, (Ay)’]。 

这 一 格式 在 很 多 流动 问题 中 得 到 


了 应 用 。 上 面 给 出 的 形式 ， 对 求解 抛 。，. 7 7 

物 型 偏 微分 方程 描述 的 问题 尤其 合适 。 tv 放 0D) WD 
实际 上 有 这 样 一 类 格式 ， 在 隐 式 求解 图 6-12 ADI 过 程 的 第 二 步 

流动 控制 方程 时 都 要 把 两 个 或 多 个 空 在 y 方向 上 扫描 ， 以 得 到 4 + At 时 刻 的 解 


间 方 向 分 裂 处 理 ， 以 便 得 到 三 对 角 方程 组 。 上 面 的 格式 只 是 其 中 的 一 种 。 或 者 说 ，ADI 格式 
代表 一 类 格式 ， 上 面 给 出 的 只 是 其 中 的 一 种 。ADI 格式 的 另 一 种 流行 版 本 叫做 近似 因子 分 解 
方法 ， 这 个 比较 高 级 的 内 容 将 在 11. 3.2 小 节 讨论 。 


6.8 压力 修正 法 及 其 在 不 可 压 粘 性 流动 中 的 应 用 


6.5 节 已 经 讨论 过 不 可 压 无 粘 流动 的 数值 方法 ， 即 松弛 法 。 不 可 压 无 粘 流动 受 椭圆 型 偏 
微分 方程 控制 ， 而 松弛 法 是 求解 椭圆 型 问题 经 典 的 数值 方法 ， 本 质 上 是 一 个 选 代 过 程 。 与 不 
可 压 无 粘 流动 相 比 ， 粘 性 流动 的 控制 方程 是 不 可 压 的 纳 维 -斯 托 克 斯 方程 ， 这 个 方程 具有 椭 
圆 型 和 抛物 型 的 混合 特性 。 因 此 6. 5 节 中 描述 的 标准 的 松弛 技术 就 不 是 特别 适用 了 。 本 节 将 
介绍 另 一 种 迭代 过 程 ， 称 为 压力 修正 法 ， 这 种 方法 在 不 可 压 纳 维 -斯 托 克 斯 方程 的 数值 解 中 
得 到 了 广泛 的 应 用 。Patankar 和 Spalding 将 压力 修正 法 发 展 成 实用 的 工程 方法 ， 称 为 SIM- 
PLE 算法 〈 压 力 耦 合 方程 的 半 隐 式 算 法 ) 。 在 过 去 的 几 十 年 中 ， 由 Patankar 和 Spalding 建立 
的 SIMPLE 算法 在 可 压缩 和 不 可 压缩 流动 中 都 得 到 了 广泛 的 应 用 , 但 本 节 将 重点 研究 压力 修 
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正法 在 解决 不 可 压 粘性 流动 问题 中 的 应 用 。 


在 描述 压力 修正 法 之 前 ， 有 两 个 与 不 可 压 流动 的 解 有 关 的 问题 需要 考虑 ， 这 就 是 下 面 两 


个 小 节 的 内 容 。 


6. 8.1 关于 不 可 压 纳 维 -斯 托 克 斯 (Navier-Stokes) 方程 的 注释 


第 2 章 已 经 推导 了 可 压 的 纳 维 -斯 托 克 斯 方程 ， 结 果 汇 总 在 2. 8. 1 小节 。 不 可 压 的 纳 维 - 
斯 托 克 斯 方程 ， 只 需 在 可 上 庄 纳 维 -斯 托 克 斯 方程 中 令 密 度 等 于 常量 就 可 以 得 到 。 由 p= 常数， 


方程 (2-29) 成 为 
V. 了 =0 


(6-68 ) 


进一步 假设 整个 流动 过 程 中 等 于 常数 ， 结 合 方程 (2-57a ~f), 方程 (2-50a ~c) 变 为 


Du op Ou 010 du 90/9u dw 

p = -一 + 如 -一 + 人 人 十 | 十 风 | + ] +pf, 
Di Ox Ox oy\9x 07 Oz\9z Ox 
D dv 9 ” dw 9 

p i = +2 a 2 + 上 
Dt 0y Ox\9x 07 Oy 0z\90y 0z 
Dw ap 91gu dw 9 /dw bn O°w 

p 二 一 十 凡 | + ) 十 凡 | + ) 2 +pf, 
Dt 02 0Ox\ oz Ox oy\9y 0z dz 


(6-69 ) 


(6-70) 


(6-71) 


注意 到 推导 方程 (6-69) ~ 方程 (6-71) 时 ,利用 了 式 (6-68 ) ， 使 得 方程 式 (2-57a ~ 了 ) 


中 含有 V .的 项 都 等 于 零 。 在 不 可 压 流动 中 ， 有 


(6-72) 


这 一 事实 使 式 (6-69) ~ 式 (6-71) 还 可 以 进一步 化 简 。 由 方程 (6-72) ， 得 


du_ 00 
gx dy dz 

将 上 式 对 x 求 导 
Pu Fv Pw 


8x” 上 Ox9y Ox0z 
等 式 两 边 同 时 加 上 9 ?w/a9x”， 并 乘 以 ,得 


Wp 3 -HK dw 
Ox gx | dxdy dx0z 
用 此 式 代替 方程 (6-69) 右边 的 第 二 项 ， 并 展开 方程 (6-69) 中 其 他 的 项 ， 
pl _ gp 4 Ou i Oo in Ow +. 
Dt Ox ax” dx0y 09x90z 
Ov ; ow ou dw 
/away Hoy ht gz Th Brae pf: 


消去 相应 的 项 ， 得 到 不 可 压 粘 性 流动 x 方向 动量 方程 的 一 种 简明 的 形式 
Du_ op, /au ,ou Ou 
phos Ho +pfs 


或 


(6-73) 


(6-74) 


得 


(6-75) 
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Du op 2 
于 V27 + 6-76 
pi 3 + V ut+pf, ( ) 


式 中 ， Vu 是 速度 的 x 方向 分 量 w 的 拉 普 拉 斯 算 子 。 
方程 式 (6-70) 和 式 (6-71) 可 用 相同 的 方式 化 简 。 最 终 得 到 的 方程 组 就 是 不 可 压 纳 
维 - 斯 托 克 斯 方程 ， 汇 总 如 下 。 


连续 性 方程 V.V=0 (6-77) 
Du_ 红 2 
x 方向 动量 方程 ph -3th Viu+pf. (6.78) 
y 方 向 动量 方程 p= -中 Hu vt+pp 
Ds dy 7 (6-79 ) 
Dw_ ip 2 
z 方向 动量 方程 ph at Vw +pf. (6.80) 


注意 方程 (6-77) ~ (6-80) 是 封闭 的 ， 它 有 四 个 方程 和 四 个 未 知 函 数 w、v、w 和 p。 
通过 假设 p = 常数 和 = 常数， 能量 方程 已 经 从 方程 组 中 完全 解 看。 这 表明 求解 不 可 压 流动 
的 速度 场 和 压力 场 ， 只 需 用 到 连续 性 方程 和 动量 方程 。 假 如 问题 涉及 到 传 热 ， 则 流动 中 存在 
着 温度 梯度 ， 可 以 在 得 到 速度 场 和 压力 场 之 后 ， 用 能 量 方 程 直 接 得 到 温度 场 。 本 节 不 考虑 温 
度 场 ， 而 是 假定 7 了 = 常数 ， 这 一 假设 可 以 导出 前 面 的 假设 人 = 常数 〈 因 为 凡是 了 的 函数 )。 
因此 , 方程 式 《6-77) ~ 式 (6-80) 在 这 里 足够 了 。 

从 上 面 的 讨论 可 以 清楚 地 看 到 ， 不 可 压 的 纳 维 - 斯 托 克 斯 方程 可 以 从 可 压 纳 维 -斯 托 克 斯 
方程 中 直接 推导 出 来 。 于 是 读者 会 想 ， 不 可 压 方程 的 数值 解 是 不 是 也 可 以 直接 用 可 压 方程 的 
数值 方法 得 到 呢 ? 事实 不 是 这 样 。 例 如 ， 如 果 用 6. 3 节 的 时 间 推 进 麦 考 马克 方法 求解 可 压 的 
纳 维 - 斯 托 克 斯 方程 ， 则 显 式 方 法 的 时 间 步 长 At 就 会 受到 稳定 性 条 件 的 限制 。 显 式 求解 纳 
维 -斯 托 克 斯 方程 的 稳定 性 条 件 为 

A<— (6-81) 

lul/Ax+1lvl/Ay+a V1/(Ax): +1/(CAy): 

对 于 可 压 流动 ， 声速 a 是 有 限 的 ， 式 (6-81) 将 给 出 有 限 的 Ai 值 。 但 是 对 于 不 可 压 流动 ， 
理论 上 的 声速 无 限 大 。 此 时 式 (6-81) 将 给 出 At =0。 显 然 ， 数 值 求解 不 可 压 流动 必须 采取 
其 他 方法 。 下 面 的 事实 进一步 支持 了 这 种 观点 。 将 可 压 流动 的 CFD 方法 应 用 于 马赫 数 逐 渐 
趋 于 零 的 流 场 时 ， 达 到 收敛 所 需要 的 时 间 步 数 也 越 来 越 多 。 作 者 就 有 这 样 的 经 验 。 一 个 可 压 
流动 的 计算 程序 ， 用 来 求解 当地 马赫 数 大 约 为 0. 2 的 流动 ， 达 到 收敛 所 需 的 时 间 步 数 多 得 吓 
人 。 事 实 上 ， 在 这 样 低 的 马赫 数 下 ， 数 值 解 总 是 有 不 稳定 的 趋势 。 

由 于 这 些 原因 ,CFD 中 不 可 压 纳 维 -斯 托 克 斯 方程 的 解法 通常 不 同 于 可 压 纳 维 -斯 托 克 斯 方 
程 的 解法 。 下 面 将 要 简略 介绍 的 压力 修正 法 克服 了 这 个 困难 ,并 已 经 成 功 地 应 用 于 可 压 流动 。 
当然 ,这 一 方法 在 不 可 压 流动 中 的 应 用 更 为 成 功 。 对 于 不 可 压 粘 性 流动 的 CFD 应 用 ,压力 修正 
法 是 一 种 被 普遍 接受 并 得 到 广泛 应 用 的 方法 。 因 此 ,本 节 的 重点 集中 在 这 种 方法 上 。 


6.8.2 交错 网 格 的 应 用 
方程 (6-77) 给 出 了 不 可 压 流体 的 连续 性 方程 。 对 二 维 情形 ， 有 
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2 -0 (6-82) 
相应 的 中 心 差分 格式 为 


Li 一 


0 (6-83) 
2Ax 2Ay 

这 个 差分 方程 给 出 的 速度 场 ,会 出 现 图 
6-13 所 示 的 棋盘 式 分 布 。 图 中 ,速度 的 x 
分 量 和 y 分 量 ( 即 w 和 wvw) 呈 “之 ”字形 的 
分 布 。x 方向 的 网 格 点 上 ,uw 以 20 .40、20、 
40、… 的 方式 变化 ,y 方向 的 网 格 点 上 , 
以 52.5.2、… 的 方式 变化 。 若 将 这 些 数 
值 代入 方程 (6-83) , 则 在 每 个 网 格 点 上 ， 
方程 中 的 两 项 都 为 零 。 也 就 是 说 ,图 6-13 
这 样 的 离散 速度 分 布 满足 连续 方程 的 中 
心 差分 格式 。 但 对 于 实际 的 物理 流动 , 棋 
盘 式 的 速度 分 布 是 没有 意义 的 。 

可 压 流动 中 不 会 发 生 这 样 的 问题 ， 
由 于 连续 性 方程 中 包含 了 密度 的 变化 ,图 
6-13 中 的 棋盘 式 分 布 经 过 一 个 时 间 步 就 图 6-13 “棋盘 式 的 离散 速度 分 布 
会 被 抹 平 。 (每 个 网 格 点 的 右上 角 是 z 的 值 ,左下 角 是 v 的 值 ) 

在 动量 方程 式 (6-78) ~ 式 (6- 

80) 也 有 同样 的 问题 。 考 虑 图 6-14 所 示 的 棋盘 式 的 二 维 离散 压力 分 布 ， 并 考虑 压力 梯度 的 
中 心 差分 公式 

op _Pirly Pi-1, 

Ox 2Ax 

op Pijr1 Pij-! 

ar 2Ay 
它们 在 x 和 7 方向 都 给 出 了 零 压 力 梯 
度 。 所 以 纳 维 -斯 托 克 斯 方程 感觉 不 
到 图 6-14 这 样 的 压力 变化 ， 而 是 把 
这 种 压力 分 布 误 认 为 是 x 方向 和 y 方 
向 上 的 均匀 分 布 。 

总 之 ， 将 中 心 差分 用 于 不 可 压 
纳 维 -斯 托 克 斯 方程 时 ,一旦 出 现 图 
6-13 和 图 6-14 这 种 无 意义 的 速度 分 
布 和 压力 分 布 ， 差 分 方程 就 无 法 改 
变 它们 ， 这 种 分 布 将 一 直 保 持 下 去 。 
诚然 ,对 不 可 压 精 性 流动 ， 以 前 的 
一 些 中 心 差分 格式 没有 注意 到 这 个 图 6-14 模 盘 式 的 离散 压力 分 布 


(6-84a) 


了 
(6-84b ) 
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问题 ， 但 也 成 功 地 得 到 了 流 场 解 。 这 完全 是 一 种 巧合 ， 可 能 是 对 边界 条 件 进 行 了 特殊 处 理 ， 
或 是 由 于 采用 了 其 他 某 种 数值 处 理 。 中 心 差分 格式 的 上 述 缺 点 让 人 们 感到 不 安 ， 因 此 在 用 中 
心 差分 格式 解决 实际 问题 之 前 ， 应 该 寻找 修补 的 办 法 。 

有 两 种 修补 的 办 法 。 一 种 方法 是 改 用 迎风 差分 ,不 用 中 心 差分 ， 上 述 问 题 立 刻 就 不 见 
了 。 迎 风 差 分 格式 将 在 11.4 节 讨 论 。 Ax 
另 一 种 修补 方法 是 在 交错 网 格 上 使 用 
中 心 差 分 ， 下 面 就 介绍 这 种 方法 。 

图 6-15 是 一 个 交错 网 格 。 在 标号 
为 但 -1 六、 (7 六、 GE+17) (i,j+1). 
(i 一 1) 等 的 网 格 点 (图 中 的 实心 圆 点 ) 


上 计算 压力 ,在 标号 为 (小 、 


(和 到 让 全 + 本 (= 本 的 点 ( 宰 


心 圆 点 ) 上 计算 速度 。 确 切 地 讲 ,是 在 点 
(了 小、 (i+ 了 中 上 计算 u, 在 点 


2 

关键 是 在 不 同 的 网 格 点 上 计算 压力 和 速 图 6-15 交错 网 格 
度 。 图 6-15 中 的 空心 圆 点 与 相 邻 的 两 
个 实心 圆 点 距离 相等 ,但 并 非 一 定 要 这 样 。 交 错 网 格 的 优点 在 于 :计算 w;,iwj 时 ,压力 梯度 9p/9x 
的 中 心 差分 (pi,1, -pij)/Ax 是 基于 两 个 相 邻 的 压力 网 格 点 ,这 就 消除 了 出 现 图 6-14 所 示 棋 盘 式 
的 压力 分 布 的 可 能 性 。 在 网 格 点 (ij) 上 ,连续 性 方程 (6-82 ) 的 中 心 差 分 表达 式 变 成 

LU2 Wi Vij+l2 一 0-12 

Ax Ay 

同样 地 ， 由 于 方程 (6-85) 是 基于 相 邻 的 速度 网 格 点 ， 所 以 图 6-13 所 示 的 棋盘 式 速度 分 布 
也 就 不 可 能 出 现 了 。 


6. 8.3 压力 修正 法 的 基本 原理 


压力 修正 法 本 质 上 也 是 一 种 迭代 法 。 在 用 前 一 次 迭代 的 结果 计算 下 一 次 迭代 时 ， 压 力 修 
正法 采用 了 一 些 新 的 物理 机 制 ， 思 路 如 下 : 

1) 迭代 开始 时 ， 先 给 定 压力 的 初始 近似 p” 。 

2) 用 p' 的 值 从 动量 方程 中 求解 x，v，w。 因 为 这 些 速 度 都 与 p* 有 关 ， 所 以 用 wu* ,2*， 
w 表示 它们 。 

3) 若 将 根据 p' 得 到 的 u* ，v" ，w" 代 人 连续 性 方程 ， 它 们 不 一 定 满足 连续 性 方程 。 因 
此 ， 要 用 连续 性 方程 构造 压力 的 修正 量 p"， 加 到 p" 上， 使 速度 场 满足 连续 性 方程 。 设 修正 
后 的 压力 为 


(ij+3).(i2- 本 上 计算 u。 这 里 的 x 


=0 (6-85 ) 


忆 =P ”+P (6-86) 
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相应 的 速度 修正 量 uw '、v'、w' 可 以 从 p' 得 到 ， 使 得 


天 三 到 ”十 到 (6-87a) 
v= +9 (6-87b) 
W=wW" +w (6-87c) 


4) 用 方程 (6-86) 左边 的 p 值 作为 新 的 p" ， 回 到 步骤 2) 。 重 复 这 个 过 程 ， 直 到 速度 
场 满足 连续 性 方程 为 止 。 这 样 就 得 到 修正 好 了 的 流 场 。 


6.8.4 压力 修正 公式 


方程 (6-86) 引入 了 压力 的 修正 量 p'。 本 小 节 的 内 容 就 是 计算 p' 的 值 。 为 简单 起 见 ， 考 
虚 二 维 流动 ， 并 忽略 体积 力 。 三 维 问题 可 以 用 类 似 的 方式 处 理 。 

对 不 可 压 流动 ，x 方向 和 y 方向 的 动量 方程 分 别 是 式 (6-78) 和 式 (6-79) ， 这 些 方程 
都 是 非 守恒 型 的 。 若 写成 守恒 形式 ， 就 是 


a(pu) a(pu) a(pu) __p Ou Ou 
ot * Ox +t 9y ox a Ox’ 3] (6-88) 
利 
opv) apuww) 8(po) 0 Ow Ow 
pr) ,dpw) ,ao ) _p, ( 参 2 (6.89) 


ot Ox 0y 07 

根据 第 2 章 的 讨论 ， 守 恒 形式 来 源 于 空间 位 置 固定 的 无 穷 小 微 图 模型 。 由 于 这 个 原因 ， 

方程 (6-88) 和 方程 (6-99) 的 有 > 
” 限 差分 方程 有 点 儿 像 有 限 体积 法 得 
到 的 离散 化 方程 。Patanker 和 Spal- 
ding 原始 的 压力 修正 法 用 的 就 是 有 
限 体积 法 。 但 是 这 里 继续 使 用 有 限 
差分 方法 。 采 用 守恒 形式 的 控制 方 
程 ， 有 限 差分 方法 给 出 的 离散 化 方 
程 与 有 限 体积 法 的 基本 相同 。 这 些 
离散 化 方程 是 压力 修正 法 最 基本 的 
工具 。 为 了 推导 这 些 离散 化 方程 ， 
我 们 对 时 间 导 数 用 向 前 差分 ， 对 空 
间 导 数 用 中 心 差分 。 正 如 6.8.3 小 
节 所 说 的 ， 压 力 修正 法 实际 上 是 一 

种 思路 ， 或 一 种 处 理 方法 。 符 合 这 0 
种 思路 的 任何 差分 方法 通常 都 是 可 


A . : 图 6-16 x 方向 动量 方程 的 计算 模型 
以 接受 的 。 也 就 是 说 , 下面 介绍 的 (阴影 部 分 是 等 效 的 控制 体 ) 


这 种 方法 并 不 是 惟一 的 方法 ， 而 是 
多 种 可 能 的 选择 之 一 。 
考虑 图 6-16 所 示 的 交错 网 格 ， 压 力 在 实心 贺 点 上 计算 ， 速 度 在 空心 圆 点 上 计算 。 在 图 


6-16 中 的 (i+ 志 ， 有 点 对 方程 《6-88) 进行 中 心 差分 (图 6-16 中 的 阴影 部 分 相当 于 有 限 体 
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积 法 中 的 控制 体 )。 中 心 差分 要 用 到 阴影 区 上 边 a 点 和 下 边 点 处 * 的 平均 值 ， 我 们 用 相 邻 
两 点 的 线性 插值 来 定义 这 些 平均 值 ， 即 


- 1 

在 a 点 ?一 了 (Vij+rn + Dir1,j+12) (6-90a) 
1 

在 6 点 ?二 了 (9ij-_172 + Dir1,j-1/2) (6-90b) 


以 [i+ 六， 中 点 为 中 心 ， 方程 〈6-88) 的 差分 方程 为 


(pu) ?ii 一 (pu) tn, | (pu )? ,32 一 (pu ) ?1 + (pu) ?nd 一 ea 四 
At 2Ax 2Ay 
Pir1y -pi [2 -ta + Ui 12 + UN -2u, La 十 ai (6.91) 
Ax (Ax) (Ay) 


+ ni At n 再 
(pu) i, 三 (pu) :uvay +AAt APirty -pi;) (6-92) 


(pu )?, 3, 一 (pw ) 712, (pu)i, 12j+1V ~ (pu) tins-? 
+ 
y 
es ~ 2u7 4, 172 + 172, UA — 24 12, + 2 
(Ax)? CAy)’ 
方程 (6-92) 是 x 方向 动量 方程 的 
差分 方程 。 注 意 式 (6-91) 和 式 (6-92) 
中 的 z 和 v* 由 式 (6-90a) 和 式 (6-90b ) 
定义 ， 所 用 的 网 格 点 不 同 于 w 所 用 的 网 
格 点 。 
7 方向 动量 方程 的 差分 方程 也 可 以 
用 相同 的 方式 得 到 。 以 图 6-17 中 的 


(+ 了) 点 为 中 心 ， 对 方程 (6-89) 


进行 差分 。 中 心 差分 要 用 到 阴影 区 左边 
上 边 e 点 和 右边 d 点 处 & 的 平均 值 ， 定 
义 为 


1 
在 c 点 = 了 (iis + Wi_172,j+1) 


-1 
在 d 点 = (Wy + Uiy i241) 


用 时 间 导 数 的 向 前 差分 和 空间 导数 的 
中 心 差分 ， 方程 (6-89) 变 成 


图 6-17 y 方 向 动量 方程 的 计算 模型 
(阴影 部 分 是 等 效 的 控制 体 ) 
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n+ n Ai n n 
(po) ?rn = (po)ijrz + BA -Ay Pin -pi)) (6-93) 
( 原 式 有 误 ) 
式 中 
B=- | (pV) Vjrinad — (pV) ?141n2 u + (p 太 ) ?ian 一 pr sa] + 
2Ax 2A7y 
[ee —29; ;4.172 + Vi_1j+1n 3 -2v7 ;172 ‘al 
(Ax) (Ay) 


( 原 式 有 误 ) 

注意 方程 (6-93) 中 的 w 和 az 分别 是 上 面 定义 的 c 点 和 4d 点 的 平均 值 ， 所 用 的 网 格 点 不 
同 于 vw 所 用 的 网 格 点 。 

根据 6. 8. 3 小 节 给 出 的 步骤 ， 在 迭代 的 开始 ,，p =p”。 此 时 ，, 方程式 《6-92) 和 式 (6- 
93) 分 别 为 


(pur Jha (oa J + A" Mt O(nris 75) (6.94) 

(po ) a = (po ) Nnn+B"At -py -及 ) (6-95) 
从 式 (6-92 ) 中 减 去 式 (6-94), 得 

(pe = pu) ng AA ph -BO (6-96) 


式 中 

(pu ) en, = (pu) tin, 一 (pu ” ) ay 

(pu Day = (pl) Fy 172, 一 (pu ) :zy 

A’=A-A” 
Pirny = Piri,j -pi 
pi =Pi,; -Di 
从 式 (6-96) 中 减 去 式 (6-95), 得 
[4 n+ 下 n f Ai 上 1 n 
(po ) ?17 = (pv ) :ra + Ai AP 一 PP) (6-97 ) 


式 中 
(po') ?tin 三 (po) ?ii 一 (pv” ) i417 
(po ) ij = (poe) ijn - (pv™ )ijrin 
B'=B-B* 


加 * 
Pij+i Pij+i 一 让) 


p's =Pi,; ~ Pi, 
式 (6-96) 和 式 (6-97) 就 是 用 压力 和 速度 的 修正 量 p'，w' 和 vw' 表 示 的 * 方 向 和 yy 方 向 
的 动量 方程 ， 其 中 的 修正 量 分 别 由 式 (6-86)、 式 (6-87a) 和 式 (6-87b) 定义 。 
现在 ,根据 速度 场 必须 满足 连续 性 方程 这 一 要 求 ， 我 们 可 以 构造 出 压力 修正 p' 的 计算 公 
式 。 但 是 先 要 提醒 读者 ， 压 力 修正 方法 是 一 种 迭代 法 。 为 了 从 一 个 迭代 进行 到 下 一 个 迭代， 我 
们 设计 了 p' 的 计算 公式 ,但 没有 理由 要 求 这 个 公式 在 物理 上 一 定 是 正确 的 。 我 们 只 关心 两 点 : 
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1) p' 的 计算 公式 最 终 要 能 得 到 合理 的 、 收 敛 的 解 。 

2) 收敛 后 ,，p' 的 计算 公式 必须 能 还 原 为 物理 上 真正 的 连续 性 方程 。 

也 就 是 说 ,我 们 构造 p' 的 计算 公式 ， 只 是 数值 上 的 一 种 技巧 ， 用 来 加 快速 度 场 的 收敛 速 
度 ， 得 到 满足 连续 性 方程 的 解 。 达 到 收敛 时 ，p' 一 0，p' 的 计算 公式 应 还 原 为 物理 上 真正 的 
连续 性 方程 。 

记 住 这 两 点 ， 我 们 开始 构造 压力 修正 公式 。 按 照 Patankar 的 做 法 ， 设 式 (6-96) 和 式 
(6-97) 中 的 4'、B'、(pu')"、(pv')" 都 等 于 零 ， 考 虑 到 只 是 在 为 迭代 过 程 构造 一 种 数值 技 
巧 ， 这 种 做 法 是 可 以 接受 的 。 于 是 得 到 


' 及 十 Ai 了 和 n 
(pu ) ?7 = Pi 一 Bi) (6-98 ) 


(po') a = -人 (pi -局 (6-99) 
根据 (pu') "1 的 定义 ( 式 (6-96) 下 面 的 等 式 ) 
(pl ?y= (pu) ?ay — (pu ?iiny 
式 (6-98) 可 以 表达 为 如 下 形式 : 
(pra = (pu J (py -py)" (6-100) 


而 根据 (pv ) ?31, 的 定义 ( 式 (6-97) 下 面 的 等 式 ) 


(po ) Ijin 三 (po) 7 一 (po ) ra 
式 (6-99) 可 以 表达 为 如 下 形式 


n+l 


(ps (po 全 -下 (os -p12)" (6-101) 
y 
回 到 连续 性 方程 
Ox 0y 

在 网 格 点 (处 写 出 相应 的 中 心 差分 方程 ,为 

(pu) i 一 (pu) isin + (po)ijrin 一 (po) ;jn 四 
Ax Ay 

在 式 (6-100) 和 式 (6-101) 去 掉 括号 外 的 上 标 , 代入 方程 (6-102) 中 , 得 
(pu ) ia — At/Ax( pi -pi,j) - (pu ) ii + At/Ax(p', 一 Pi) + 


0 


0 (6-102) 


Ax 
(po )ij+12 -AMA7(Pi sl -pj) 一 (pv” )ij-12 + At/ Ay(p';; -pij-1) -0 (6-103) 
Ay 
整理 ,得 . 
apij + bp + bp'i_1) + Opijrl + cpij-1 +d=0 (6-104) 
式 中 
Ai At 


a 


=2 + 
(Ax)” (Ay)’ 
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At 
(Ax)? 

Ai 
(Ay) 


本 末 1 来 
d= (pu )i4172; — (pu ) ay] + )ijri2 — (po )ij-121 


方程 (6-104) 就 是 压力 修正 公式 ， 它 具有 椭圆 型 的 性 质 。 因 此 ， 用 6.5 节 描 述 的 松弛 
法 数值 求解 方程 (6-104) ， 就 可 以 得 到 p'。 在 不 可 压 流动 中 ,压力 的 扰动 将 传 遍 整个 流 场 。 
方程 (6-104) 的 椭圆 型 性 质 恰好 与 这 一 物理 事实 相 吻 合 。 

请 注意 ， 方 程 (6-104) 中 的 4d， 就 是 连续 性 方程 左 半边 的 中 心 差分 , 但 是 用 wu* 和 wv* 表 
达 的 。 在 迭代 的 过 程 中 ,wu" 和 ”定义 了 不 满足 连续 性 方程 的 速度 场 。 所 以 在 方程 (6-104) 
中 dz0 (最 后 一 次 迭代 除外 )。 从 这 个 意义 上 讲 ,，d 相当 于 一 个 质量 源 项 。 按 照 定义 ， 在 最 
后 一 次 迭代 中 ， 速 度 已 经 收敛 到 满足 连续 性 方程 的 速度 场 ， 因 此 在 最 后 一 次 迭代 中 d =0 
(至 少 在 理论 上 是 这 样 )。 尽 管 我 们 把 方程 〈6-104) 当成 数值 上 的 一 种 技巧 ， 但 在 最 后 一 次 
迁 代 中 ， 仍 可 以 把 方程 《6-104) 解释 为 对 质量 守恒 这 一 物理 定律 的 描述 。 

有 趣 的 是 ， 压 力 修正 公式 (6-104) 就 是 压力 修正 p' 的 泊 松 方程 


~=0 (6-105) 


的 中 心 差分 表达 式 。 如 果 方 程 (6-105) 中 的 二 阶 偏 导数 用 中 心 差分 代替 ， 并 取 @ = d/At 
(原文 有 误 ) ， 那 么 就 得 到 方程 (6-104) (这 个 推导 不 长 ， 留 作 习 题 6. 1) 。 泊 松 方 程 是 经 典 
数学 物理 中 的 著名 方程 之 一 ， 而 我 们 发 现 压力 修正 公式 恰恰 是 p' 的 泊 松 方程 的 差分 方程 。 泊 
松 方程 是 一 个 椭圆 型 方程 ， 这 就 从 数学 上 验证 了 压力 修正 公式 的 椭圆 型 性 质 。 


6.8.5 数值 方法 : SIMPLE 算法 


为 了 使 上 面 讨论 的 各 部 分 内 容 形 成 一 个 整体 ， 现 在 要 总 结 一 下 压力 修正 法 的 计算 步骤 。 
下 面 描述 的 是 Patankar 提出 的 SIMPLE 算法 的 主要 步骤 。SIMPLE 是 Semi-implicit method for 
pressure-linked equations (压力 耦合 方程 的 半 隐 式 算 法 ) 的 缩写 。 半 隐 式 这 个 专业 术语 指 的 
是 : 由 于 在 式 (6-96) 和 式 (6-97) 中 令 A4'、B'、(pu')”"、(pv')" 都 等 于 零 ， 使 得 压力 修正 
公式 《6-104) 中 只 出 现 五 个 网 格 点 上 的 p'。 如 果 不 使 用 这 个 技巧 ， 那 么 压力 修正 公式 中 就 
会 含有 相 邻 网 格 点 上 的 速度 。 这 些 速度 通过 压力 修正 又 将 影响 与 它们 相 邻 的 其 他 网 格 点 。 结 
果 使 得 压力 修正 公式 在 流 场 中 越 走 越 远 ， 最 终 将 整个 流 场 中 的 压力 修正 全 都 耦合 在 一 起 。 这 
就 变 成 全 隐 式 方程 了 。 相 反 ， 由 于 使 用 了 上 述 技巧 ， 方程 (6-104) 只 包含 五 个 网 格 点 上 的 
压力 修正 ， 因 此 被 Patankar 称 为 半 隐 式 方 法 。SIMPLE 算法 的 步 又 如 下 : 

1) 按照 图 6-15 中 的 交错 网 格 ， 给 出 所 有 “压力 ”网 格 点 (图 6-15 中 的 实心 圆 点 ) 上 
的 (p" )"。 同 时 ， 在 相应 的 “速度 ”网 格 点 (图 6-15 中 的 空心 圆 点 ) 上 任意 给 定 (pu* )" 
和 (pv* )”"。 这 里 只 考虑 流 场 内 部 的 网 格 点 ， 边 界 网 格 点 的 处 理 将 在 后 面 讨论 。 

2) 在 所 有 内 部 网 格 点 上 ， 从 方程 (6-94) 中 解 出 (pu" )" ， 从 方程 (6-95) 中 解 出 
(pv )"" 

3) 将 (pu)" 和 (pv )""' 代 入 方程 (6-104)， 在 所 有 内 部 网 格 点 上 求解 p” (可 以 用 
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6. 5 节 中 描述 的 松弛 法 求解 ) 。 
4) 在 所 有 内 部 网 格 点 上 ， 用 式 (6-86) 计算 亚 …， 即 
"1 一 (P )" +p’ 

5) 用 步骤 4) 中 得 到 的 p"*' 重 新 求解 动量 方程 。 为 此 ， 将 p"“ 作为 新 的 《p* )" 代入 到 
方程 式 (6-94) 和 式 (6-95) 中 。 这 样 就 可 以 回 到 步骤 2) 。 重 复 步 骤 2) 到 步骤 5)， 直 到 
收敛 为 止 。 稀 量 收敛 的 合理 标准 是 质量 源 项 4 趋 于 零 。 

达到 收敛 后 ， 就 得 到 满足 连续 性 方程 的 速度 分 布 。 压 力 修 正 公 式 (6-104) 的 全 部 作用 
是 保证 迄 代 过 程 朝 着 这 个 方向 进行 ， 即 : 保证 从 动量 方程 中 求 得 的 速度 分 布 ， 最 终 将 收敛 到 
满足 连续 性 方程 的 正确 分 布 。 

对 于 用 在 上 述 方程 中 的 上 标 n 和 n+1， 还 要 做 些 说 明 。 式 (6-88) 和 式 (6-89) 是 非 
定常 的 动量 方程 ， 因 此 相应 的 差分 方程 (6-92) 和 方程 (6-93) 使 用 了 标准 的 上 标 符号 ， 
即 : n 为 给 定 的 时 间 层 ，n +1 为 下 一 个 时 间 层 。 另 一 方面 ， 在 推导 压力 修正 公式 (6-104) 
的 过 程 中 ， 通 过 忽略 一 些 项 ， 得 到 了 一 个 逐次 迭代 过 程 (上 面 的 步骤 2) 到 步骤 5) 描述 了 
这 个 过 程 ) 。 这 个 逐次 迭代 过 程 可 没有 时 间 精 度 。 然 而 ， 这 并 不 会 出 什么 问题 。 因 为 压力 修 
正法 是 用 来 求解 定常 流 的 ， 我 们 正 是 通过 迭代 过 程 得 到 定常 流 的 。 按 照 这 种 观点 ， 可 以 把 上 
述 方程 中 的 上 标 n 和 n+1 理解 为 设 定好 的 迭代 顺序 ， 与 实际 的 瞬时 变化 没有 任何 关系 。 同 
时 ， 上 述 方程 中 的 At 也 只 是 对 收敛 速度 有 影响 的 一 个 参数 。 

还 有 ， 对 于 某 些 应 用 ， 方 程 (6-104) 将 会 发 散 ， 而 不 是 收敛 。Patankar 建议 在 遇 到 这 
种 情况 时 采用 低 松 弛 ， 即 : 在 步骤 4) 中 不 用 方程 (6-86) ， 而 是 换 成 

pp” =(p")" +a,p (6-106) 
式 中 ，a, 是 低 松弛 因子 ， 建议 取 a, =0. 8。 

从 式 (6-94) 和 式 (6-95) 中 得 到 w* 和 w* 的 过 程 也 可 以 使 用 低 松 弛 。 在 某 些 情况 下 ， 

这 个 办 法 还 是 很 有 用 的 。 


6.8.6 压力 修正 法 的 边界 条 件 


本 小 节 讨 论 如 何 给 定 与 压力 修正 法 的 原理 相 容 的 边界 条 件 。 为 简单 起 见 ， 考 虑 图 6-18 
所 示 的 等 截面 管道 ， 管 道内 分 布 有 交错 网 格 。 对 不 可 压 粘 性 流动 ， 如 果 给 定 下 列 条 件 ， 则 物 
理 问题 是 惟一 确定 的 : 
1) 在 人 流 边 界 上 ，P 和 wv 给 定 ， 而 w 是 可 以 变化 的 。 如 果 p 是 给 定 的 ， 那么 在 入 流 边 
界 上 p' 为 零 。 因 此 ， 在 图 6-18 中 | 
p1=p3=ps=p7=0 
2 、w、% 也 是 给 定 的 ， 并 保持 不 变 。 
2) 在 出 流 边界 上 , p 给 定 , 而 和 w 是 可 以 变化 的 。 因 此 有 
Ps =pio=pia=pia=0 
3) 在 壁面 上 ， 给 定 粘 性 无 滑 移 条 件 。 于 是 壁面 速度 为 零 ， 即 
Wis = Ur = Ug = Ut = Uy = Um = Ug = U2g =0 
为 得 到 数值 解 ， 壁 面 上 还 需 给 定 一 个 边界 条 件 。 因 为 方程 (6-104) 具有 椭圆 型 的 性 质 ， 
并 且 用 松弛 法 求解 ， 因 此 必须 在 包围 计算 区 域 的 整个 边界 上 给 定 关于 p' 的 边界 条 件 。 根 据 上 
面 的 第 一 条 和 第 二 条 ， 在 流入 和 流出 边界 上 p' =0。 在 壁面 上 ， 关 于 p' 的 边界 条 件 可 用 下 面 
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的 方法 得 到 。 沿 壁面 考察 y 方向 动量 方程 。 在 壁面 上 , wu =v =0， 代 人 方程 (6-79)， 得 到 
(忽略 体积 力 ) 


2 2 
(2) -| (6-107) 
w ox 9y /| 


:=y=0.22-0， 
壁面 :Wu=r=0; EE 了 3 =0; 


图 6-18 网 格 示 意图 (用 于 讨论 压力 修正 法 的 边界 条 件 ) 


因为 w =0， 所 以 上 式 中 (68/6x ), =0。 此 外 ， 在 壁面 附近 , v 是 小 量 。 因 此 在 方程 
(6-107) 中 假设 (9v/9y*), 是 小 量 ， 也 是 合理 的 。 于 是 可 以 得 到 壁面 上 (合理 的 ) 近似 压 
力 边界 条 件 ， 即 
(2 =。 (6-108) 
将 式 (6-108〉 离散 ， 就 有 (参考 图 6-18) 
Pi =Pps Pis = P29 pr =Ps 等 等 
加 上 这 些 ， 那 么 在 包围 计算 区 域 的 整个 边界 上 ， 压 力 边 界 条 件 就 都 给 定 了 。 


阅读 指南 
对 解决 9.4 节 中 的 不 可 压 粘 性 流动 问题 ， 即 ; 利用 二 维 不 可 压 纳 维 一 斯 托 克 斯 方程 的 迭代 
解法 求解 库 埃 特 流 ， 刚 才 讨 论 的 压力 修正 法 就 够 用 了 。 如 果 读 者 急于 建立 压力 修正 法 的 程序 ， 
从 这 里 
! 
直接 到 9.4 节 
假如 真 的 这 样 做 了 ， 那 么 以 后 一 定 要 回 到 这 里 ， 继 续 读 下 一 节 : 计算 机 绘图 。 


6.9 用 于 CFD 的 计算 机 绘图 技术 


我 们 以 一 些 经 常用 来 展示 CFD 数据 的 计算 机 绘图 技术 来 结束 本 章 关 于 CFD 方法 的 讨论 。 
与 前 面 几 节 不 同 ， 这 一 节 不 打算 给 出 求解 流动 问题 的 具体 数值 方法 ， 而 是 要 介绍 CFD 工作 者 
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如 何 将 计算 机 绘图 作为 显示 计算 结果 的 基本 工具 。 有 多 种 不 同 的 绘图 方法 可 以 用 来 展示 数据 ， 
对 CFD 中 最 常见 的 绘图 方法 应 该 有 一 个 概括 的 介绍 。 这 个 内 容 放 在 这 一 章 似乎 是 合适 的 。 

我 们 把 显示 CFD 数据 的 方式 分 为 六 类 ， 下 面 将 分 别 进行 讨论 。 计 算 流体 力学 工作 者 通 
常 利用 现成 的 计算 机 绘图 软件 来 实现 这 些 不 同 的 显示 方式 ， 而 不 是 自己 开发 计算 机 绘图 程 
序 。 一 般 来 讲 ， 开 发 新 的 计算 机 绘图 软件 并 不 属于 CFD 工作 的 范畴 ，CFD 只 是 把 计算 机 绘 
图 当 作 一 种 工具 。 本 节 的 论述 就 反映 了 这 种 观点 。 目 前 有 很 多 可 供 计算 流体 力学 工作 者 使 用 
的 软件 包 。 比 如 ， 作 者 的 学 生 用 的 是 Amtec 工程 公司 的 TECPLOT 软件 包 ， 所 以 这 一 节 给 出 
的 很 多 计算 机 绘图 都 是 用 TECPLOT 做 的 。 这 不 应 该 被 认为 是 在 宣传 某 一 个 特定 的 产品 ， 而 
仅仅 是 将 它 作为 标准 绘图 软件 的 例子 。 计 算 机 绘图 中 新 方法 和 新 软件 的 发 展 ， 与 CFD 本 身 
的 发 展 一 样 迅速 。 所 以 当 你 要 用 软件 绘图 的 时 候 ， 你 可 以 自己 选择 合适 的 绘图 软件 包 。 

大 多 数 CFD 结果 的 图 形 显 示 方 式 都 能 归 人 下 面 的 六 种 类 型 之 中 。 本 节余 下 的 部 分 将 介 

绍 这 些 方式 。 


6.9.1 za 图 


xy 图 可 能 是 读者 最 熟悉 的 ， 至 少 在 上 第 一 门 数 学 课 的 时 候 ， 就 开始 和 它们 打交道 了 
作为 二 维 图 形 ，xy 图 代表 了 一 个 变量 ( 因 变 量 ) 相对 于 另 一 个 变量 〈 自 变量 ) 的 变化 。 图 
1-6b ~f 就 是 很 好 的 例子 。 这 些 图 给 出 了 压力 系数 沿 着 无 量 纲 的 弦 向 距离 的 变化 ， 其 中 每 一 
幅 图 对 应 一 个 展 向 位 置 。xy 图 是 显示 CFD 结果 最 简单 、 最 直接 的 绘图 方式 。 尽 管 这 种 图 不 
是 特别 复杂 ， 但 仍 以 最 精确 的 定量 方式 把 数据 显示 在 一 张 图 上 。 也 就 是 说 ， 别 人 可 以 不 用 计 
算 ， 直接 从 * 图 的 曲线 上 读 出 定量 的 数据 。 


6.9.2 等 值 线 图 


上 述 xy 图 的 缺点 是 不 能 把 一 组 CFD 结果 的 整体 性 质 显示 在 一 幅 图 中 ， 而 等 值 线 图 就 能 
提供 这 种 整体 的 视图 。 
等 值 线 是 这 样 一 条 线 ， 使 某 个 量 沿 着 这 条 线 不 变 。 我 们 已 经 看 到 过 一 些 等 值 线 图 ， 比 如 
图 1-6a， 就 是 了 F-20 战斗 机 表面 上 压力 系数 的 等 值 线 图 ， 图 中 每 一 条 等 值 线 对 应 压力 系数 的 
一 个 值 。 绘 制 等 值 线 时 ， 一 般 是 让 相 邻 两 条 等 值 线 上 的 因 变 量 值 相 差 一 个 常数 。 这 样 ， 在 因 
变量 快速 变化 的 空间 区 域 ， 等 值 线 就 会 聚集 得 很 密 。 相 反 ， 在 因 变量 变化 缓慢 的 空间 区 域 ， 
等 值 线 就 比较 分 散 。 在 图 1-6a 中 ， 等 值 线 挤 到 一 起 表明 在 这 一 区 域 中 存在 很 大 的 压力 梯度 ， 
说 明 在 飞机 表面 的 这 个 区 域 有 激 波 出 现 。 等 值 线 图 的 另 一 个 例子 是 图 6-8a ~d， 显示 了 绕 后 
台阶 二 维 粘 性 超声 速 流 的 压力 等 值 线 。 流 动 中 梯度 大 的 区 域 (从 台阶 拐角 发 出 的 稀 玖 波 和 
下 游 的 再 压缩 激 波 ) 在 这 些 等 值 线 图 中 显示 得 很 清楚 。 
显然 ， 等 值 线 图 可 以 清楚 地 用 一 幅 图 给 出 流动 的 整体 性 质 。 为 了 从 xy 图 中 得 到 同样 的 
整体 效果 ， 比 如 确定 激 波 和 稀 朴 波 的 位 置 ， 需 要 许多 张 xy 图 。 从 这 个 意义 上 讲 ， 等 值 线 图 
是 一 种 很 好 的 显示 方式 。 但 是 与 xy 图 中 的 曲线 相 比较 ， 从 等 值 线 上 读 出 定量 的 数据 要 困难 
得 多 。 尽 管 可 以 在 每 条 等 值 线 上 标 出 它 所 代表 的 值 ， 但 是 要 从 等 值 线 中 得 到 数值 需要 心算 或 
是 空间 插值 ， 这 至 少 是 一 个 不 够 精确 的 过 程 。 ， 
手工 绘制 等 值 线 图 是 一 个 漫长 而 且 辛苦 的 过 程 。 尽 管 如 此 ， 在 计算 机 发 明之 前 ， 还 是 有 
一 些 勇敢 的 人 绘制 过 这 样 的 图 。17 世纪 笛 卡 儿 时 代 和 手工 绘制 xy 图 就 已 经 很 成 熟 了 。 所 以 当 
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计算 机 出 现 以 后 ， 等 值 线 图 的 迅速 增多 也 是 可 以 理解 的 。 在 CFD 中 ， 等 值 线 图 是 数据 的 图 
形 显示 中 最 常见 的 。 
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x/cm 
b) 35 条 等 值 线 
图 6-19 爆破 波 在 混合 气体 中 传播 的 横向 速度 等 值 线 图 
(混合 气体 为 20% 的 氧气 、10% 的 氧气 、70% 的 氧气 ) 
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再 来 看 几 幅 选 自 当 代 CFD 应 用 的 等 值 线 图 。 这 里 要 指出 其 中 细微 的 差异 ， 并 做 进一步 
的 分 类 。 例 如 ， 对 于 爆 寿 波 在 氧气 、 氧 气 、 氧 气 混合 的 可 燃气 体 中 传播 的 流 场 ， 图 6-19a、b 
给 出 了 横向 速度 (速度 的 y 方 向 分 量 v) 的 等 值 线 。 爆 笑 波 从 左 向 右 传播 ， 图 的 右边 几乎 重 
直 的 一 簇 等 值 线 表示 波 前 。 爆 笑 波 在 均匀 气体 中 传播 ， 所 以 波 前 的 右边 是 均匀 气体 。 均 匀 声 
中 是 没有 等 值 线 的 ， 所 以 图 的 最 右边 出 现 了 一 片 干净 的 区 域 。 和 氧气 和 氧气 的 燃烧 发 生 在 爆 达 
波 波 前 的 后 面 。 如 等 值 线 图 6-19 所 示 ， 在 波 前 的 后 面 ， 流 动 中 产生 的 轻微 扰动 使 流 场 变 成 
含有 横向 波 的 二 维 流 场 ， 并 带 有 许多 滑 移 线 。 这 里 给 出 图 6-19a、b 的 目的 ， 是 为 了 说 明 图 
中 等 值 线 数量 的 影响 。 图 6-19a 中 画 出 了 15 条 等 值 线 ， 每 一 条 等 值 线 都 标 有 一 个 数字 或 字 
母 ， 图 右边 的 等 值 线 表 给 出 了 横向 速度 的 值 〈 单 位 是 cm/s) 。 图 6-19b 是 同一 组 数据 ， 但 画 
出 了 35 条 等 值 线 。 显 然 ， 图 6-19b 给 出 的 流 场 比 图 6-19a 更 清晰 。 图 形 中 应 该 画 出 足够 多 的 
等 值 线 ， 刚 才 的 比较 清楚 地 说 明了 这 一 点 。 

图 6-19a、b 是 线形 等 值 线 图 的 例子 。 另 一 种 等 值 线 图 是 图 6-20 所 示 的 等 值 线 去 图。 这 
幅 图 与 图 6-19b 一 样 ， 显 示 的 都 是 横向 速度 ， 但 不 是 用 线 表示 ， 而 是 用 颜色 的 浓度 表示 的 。 
图 6.20 用 了 灰色 ， 称 为 灰 度 图 。 也 就 是 说 ， 不 是 用 一 条 条 等 值 线 描述 变量 的 值 ， 而 是 在 等 
值 线 之 间 涂 满 了 一 定 浓度 的 颜色 ， 颜 色 的 浓度 代表 了 变量 的 值 。 图 6-20 的 右边 标 出 了 与 颜 
色 的 浓度 对 应 的 速度 值 。 


xy/cm 


图 6-20 “等 值 线 的 灰 度 图 (显示 的 还 是 图 6-19b 中 的 横向 速度 ) 


感谢 James Weber， 他 在 马里 兰 大 学 的 一 名 研究 生 提供 了 这 些 图 。 这 些 图 是 这 位 研究 生 
博士 论文 的 一 部 分 。 他 们 的 计算 采用 了 通 量 校正 输 运 (FCT) 方法 ， 这 是 一 种 有 限 体积 方 
法 。 

让 我 们 看 看 另 一 个 流 场 的 等 值 线 图 。 这 次 是 激 波 与 激 波 的 相互 作用 问题 ， 如 图 6-21 所 
示 。 图 中 ， 槐 形 的 上 方 有 一 个 圆柱 ， 马 替 数 为 8 的 来 流 在 槐 形 上 形成 的 斜 激 波 打 到 了 圆柱 前 
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激 波 与 激 波 相 
互 作用 计算 的 
计算 区 域 


圆柱 


() 


Ma.=8.032 
eB 


图 6-21 棉 形 激 波 打 到 圆柱 前 的 弓形 激 波 上 


的 弓形 激 波 上 ， 激 波 之 间 的 相互 作用 产生 了 一 个 复杂 的 流 场 。 在 图 6-21 中 可 以 看 到 ， 圆 柱 
前 的 弓形 激 波 在 与 模 形 激 波 相遇 的 地 方 出 现 了 扭曲 。 为 计算 激 波 相互 作用 的 流 场 ， 用 有 限 差 
分 方法 求解 了 纳 维 -斯 托 克 斯 方程 ， 图 6-22 就 是 用 于 
计算 的 贴 体 网 格 。 图 6-23 显示 了 这 个 流 场 的 密度 等 值 
线 〈 由 于 两 个 相交 激 波 之 间 有 一 个 夹 角 ， 构 成 了 特殊 
的 几何 特性 ， 激 波 变 成 了 罗马 数字 “K ” 的 形状 ) 。 
入 射 激 波 从 计算 区 域 的 左下 角 进 入 ， 圆 柱 前 的 号 形 激 
波 可 以 根据 计算 区 域 堪 边 明 显 聚 集 的 等 值 线 辨别 出 来 ， 
弓形 激 波 的 下 游 是 包含 折射 激 波 和 滑 移 线 的 复杂 流动 。 
通过 密度 梯度 的 等 值 线 图 ， 而 不 是 密度 本 身 的 等 值 线 
图 ， 可 以 更 清楚 地 显示 出 这 些 流动 结构 的 细节 。 图 6- > 
24 给 出 了 密度 梯度 的 灰 度 等 值 线 云图 。 有 趣 的 是 ， 在 
实验 室 里 ， 可 通过 纹 影 仪 这 种 特殊 的 光学 设备 ， 得 到 
激 波 的 真实 照片 。 由 于 光线 穿 过 流 场 时 的 折射 ， 使 纹 
影 照 片上 出 现 明暗 变化 ， 而 这 种 明暗 变化 与 流 场 中 当 
地 的 密度 梯度 成 正比 。 所 以 纹 影 照 片 可 以 显示 流 场 中 
的 激 波 和 稀 朴 波 。 按 照 这 一 原理 ， 图 6-24 中 的 云图 就 
是 用 CFD 方法 “拍摄 ”的 流 场 纹 影 图 ， 它 在 很 多 方面 
都 与 从 实验 室 得 到 的 纹 影 照片 相似 。 上 面 这 个 例子 介 
绍 了 另 一 种 类 型 的 等 值 线 图 一 一 云图 ， 同 时 也 显示 了 
等 值 线 图 极为 广泛 的 用 途 。 

图 6-8、 图 6-19 ~ 图 6-24， 都 是 二 维 流 场 计 算 的 等 值 线 图 。 此 时 ， 在 一 张 纸 (平面 ) 上 
画 出 这 些 等 值 线 ， 就 足以 显示 出 整个 流动 范围 内 的 整体 图 像 。 如 果 是 三 维 流 场 怎么 办 呢 ? 一 
种 办 法 是 利用 多 区 的 三 维 等 值 线 图 ， 如 图 6-25 所 示 。 这 幅 图 是 机 辟 跨 声速 流动 的 压力 等 什 
线 图 。 图 中 以 透视 的 方式 显示 了 这 个 三 维 流 场 。 位 于 不 同 展 向 位 置 的 纵 截面 内 的 等 值 线 ， 以 
及 机 泗 上 表面 的 等 值 线 ， 都 在 图 中 显示 了 出 来 。 这 幅 图 给 出 了 机 驾 三 维 流动 合理 的 整体 图 
像 ， 包 括 机 翼 上 表面 前 缘 附近 的 激流， 聚集 在 一 起 的 等 值 线 表明 了 这 个 激 波 的 位 置 。 组 合 正 


图 6-22 ”用 于 激 波 与 激 波 相互 
作用 计算 的 贴 体 网 格 
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视图 是 这 种 三 维 透视 图 的 改进 ， 如 图 6-26 所 示 。 图 中 是 以 40° 迎 角 绕 过 尖 头 圆柱 体 的 低速 亚 
声速 流 场 。 图 中 可 以 正面 看 到 (不 是 透视 的 方式 ) 四 个 模 截面 内 的 密度 等 值 线 图， 密度 等 
值 线 呈 螺旋 形 。 图 中 还 给 出 了 物体 的 侧 视 图 ， 并 清楚 地 标 出 了 四 个 模 截面 的 流向 位 置 。 力 
外 ， 侧 面 图 中 还 给 出 了 物体 上 表面 分 离 流 的 流 线 。 


激 波 相 互 作用 


6-23 互 1 乡 
本 加 De 图 6-24 CFD 计算 得 到 的 密度 梯度 的 
WP 等 值 线 云图 (计算 机 画 的 纹 影 图 ) 
直径 为 特征 长 度 ) 等 于 3. 1 x10;) Ee 
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图 6-25 ONERA M6 机 忱 三 维 跨 声速 流 ， 压 力 等 值 线 
(Ma。=0.835， 迎 角 3.06。， 无 粘 流 ) 


第 6 章 ”计算 流体 力学 的 基本 方法 


XD= 6.0 5.0 3.5 2.0 


图 6-26 ”离开 表面 的 流 线 和 螺旋 形 的 密度 等 值 线 
(Mao。 =0.28， 迎 角 40"， 雷 诺 数 〈 以 圆柱 直径 为 特征 长 度 ) 为 3 x10"°) 


6.9.3 ”向量 图 和 流 线 图 


向 量 图 用 来 显示 离散 网 格 点 处 的 向 量 (在 CFD 中 ,通常 是 速度 ) ， 既 显示 向 量 的 大 小 ， 
也 显示 向 量 的 方向 ， 向 量 的 起 点 在 网 格 点 上 。 图 1-13、 图 1-15、 图 1-19、 图 1-23、 图 1-25 
中 的 二 维 流 场 和 图 1-21 中 三 维 流 
场 ， 就 是 向 量 图 的 例子 ， 现 在 可 
以 从 计算 机 绘图 技术 的 角度 看 这 
些 图 。 图 6-27 中 给 出 了 前 台阶 可 
压缩 亚 声 速 流 的 向 量 图 ， 图 中 还 
画 出 了 两 条 流 线 。 这 也 是 混合 图 去 003 
的 一 个 例子 ， 在 同一 幅 图 中 显示 
两 个 变量 。 

与 在 流体 力学 其 他 领域 中 一 
样 ， 在 CFD 中 显示 流 线 也 是 观察 
流动 性 质 极 好 的 工具 。 我 们 在 图 
1-3、 图 1-10、 图 1-17 和 图 1-27 中 
已 经 看 到 过 一 维 流 线 图 。 图 1.7 是 图 6-27 前 台阶 可 压缩 亚 声速 流 的 二 维 向 量 和 流 线 图 
三 维 流 线 图 。 图 1-8 显示 的 三 维 质点 轨迹 实际 上 也 属于 流 线 图 。 可 以 根据 这 里 的 讨论 ， 重 新 
看 一 看 这 些 图 。 作 为 进一步 说 明 的 例子 ， 考 虑 三 维 高 超声 速 飞 行 器 无 粘 流 动 ， 图 6-28 给 出 
了 飞行 器 表面 的 速度 / 流 线 组 合 图 。 
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图 6-28 ”高 超声 速 飞行 器 表面 上 的 三 维 向 量 和 流 线 图 


6.9.4 散布 图 


散布 图 在 流 场 的 网 格 点 上 画 出 一 些 符号 (方块 、 圆 圈 等 等 ) ， 用 这 些 符号 的 大 小 、 阴 
影 、 颜 色 (或 它们 的 组 合 ) 表示 标量 〈 压 力 、 温 度 ) 的 变化 。 例 如 ， 图 6-29 就 是 前 台阶 可 
压缩 亚 声速 流 的 散布 图 ， 每 个 圆圈 的 直径 代表 y 方向 速度 分 量 的 大 小 ， 圆 圈 内 阴影 的 浓度 则 


表示 密度 的 大 小 。 
6.9.5 网 格 图 

二 维 或 三 维 网 格 图 显示 的 是 连接 
网 格 点 的 线 。 图 1-9、 图 1-11、 图 5- 
9 、 图 $-13 ~ 图 5-17 以 及 图 5-20 都 是 
二 维 网 格 图 ， 图 1-26 是 一 个 三 维 网 格 
图 。 现 在 可 以 把 这 些 图 当 作 计算 机 绘 
图 技术 的 例子 来 看 。 图 6-30 是 机 杜 三 
维 流动 计算 的 网 格 图 ， 用 这 一 网 格 计 
算 跨 声速 流 的 结果 就 是 图 6-25。 另 一 
类 网 格 图 只 显示 物体 表面 的 网 格 ， 如 
图 6-31 所 示 。 图 中 的 网 格 柳 盖 了 整个 
物体 ， 包 括 上 表面 和 下 表面 。 计 算 机 
绘图 时 消去 了 隐藏 线 (被 挡住 看 不 见 
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图 6-29 前 台阶 可 压缩 亚 声速 流 的 散布 图 
(同时 显示 了 y 方 向 速度 分 量 和 密度 的 大 小 ) 
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的 线 ) ， 从 而 得 到 一 幅 清晰 的 图 。 最 后 ， 图 6-32 给 出 一 种 改进 的 网 格 图 。 这 幅 图 展示 
了 三 维 网 格 ， 也 显示 了 物 面 。 显 示 物 面 时 还 加 上 了 光源 的 效果 。 这 幅 图 是 现代 计算 机 
绘图 高 质量 和 先进 性 的 典型 例子 。 
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图 6-30 ”机 辟 绕 流 计算 的 三 维 网 格 图 
(用 这 一 网 格 计算 的 结果 显示 在 图 6-25 中 ) 


6.9.6 组 合 图 


上 述 各 种 类 型 的 图 可 以 组 合 在 一 张 图 中 ， 称 为 组 合 图 。 前 面 的 图 6-27 就 是 一 个 简单 的 
例子 ， 在 同一 幅 图 中 显示 了 两 个 量 (速度 和 流 线 ) 。 图 6-33 给 出 了 飞行 器 表面 的 组 合 图 ， 物 
体 表面 被 分 成 四 个 区 ， 每 一 个 区 显示 不 同 的 图 。 


图 6-31 物体 表面 的 三 维 网 格 图 
(网 格 覆 盖 了 整个 物体 表面 ， 
但 为 了 清晰 ， 计 算 机 绘图 时 消去 了 隐藏 线 ) 
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图 6-32 飞行 器 绕 流 计算 的 三 维 网 格 图 
(图 中 显示 的 飞行 器 表面 ， 加 上 了 光源 的 效果 ) 


图 6-33 组合 图 : 将 物体 表面 分 成 四 个 区 ， 每 个 区 域 显示 不 同 的 图 
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6.9.7 关于 计算 机 绘图 的 总 结 


计算 机 图 形 处 理 是 一 门 不 断 发 展 的 学 科 ，CFD 和 
的 数据 显示 中 。 三 维 CFD 结果 的 图 形 显示 ， NN 
20 年 前 还 是 研究 者 心中 的 梦想 ， 而 今天 已 经 
随处 可 见 。 作 为 最 后 一 个 例子 ,我 们 给 出 图 
6-34。 图 中 可 以 看 到 一 架 完整 的 飞机 显示 在 三 
维 透视 图 中 ， 飞 机 表面 还 画 出 了 压力 系数 的 等 
值 线 。 这 种 计算 机 图 形 显示 不 仅仅 是 定量 结果 
的 记录 ， 也 是 艺术 品 。 

是 的 ， 艺 术 作 品 也 可 以 是 现代 计算 机 图 形 
处 理 的 一 部 分 。 这 里 有 一 个 很 好 的 例子 。 设 立 
在 密西西比 州立 大 学 的 流动 数值 模拟 工程 研究 
中 心 是 美国 国家 自然 科学 基金 支持 的 研究 中 
心 ， 专 门 研究 网 格 生成 、CFD 和 计算 机 图 形 
处 理 。 在 Joe Thompson 博士 的 领导 下 ， 这 个 跨 
学 科 的 研究 中 心 已 经 为 CFD 和 计算 机 图 形 学 
提供 了 许多 世界 领先 的 新 成 果 。 这 个 中 心 有 一 Ee 
个 重要 的 特点 ， 密 西西 比 州 立 大 学 艺术 系 的 教 图 6-34 ”战斗 机 表面 的 三 维 压力 系数 等 值 线 
员 都 是 这 个 中 心 的 员工 。 这 是 一 个 绝 好 的 证 (Ma =0.85， 迎 角 10。， 侧 滑 角 10°) 
明 ， 计 算 机 图 形 学 确实 是 一 门 艺术 。 

最 后 指出 ， 用 计算 机 绘图 形 显示 的 CFD 结果 ， 在 第 12 章 还 有 更 多 的 例子 。 读 者 可 
以 先 跳 到 第 12 章 去 浏览 一 下 这 些 结果 ， 进 一 步 理解 计算 机 绘图 在 CFD 中 的 作用 。 


6.10 ”小结 


本 章 讨论 了 数值 求解 流动 控制 方程 所 需 的 基本 数值 方法 的 最 后 一 部 分 内 容 。 特 别 是 将 第 
4 章 讨论 的 数值 离散 的 基本 内 容 联系 在 了 一 起 ， 介 绍 了 如 何 将 它们 组 织 在 一 起 ， 形 成 求解 连 
续 性 方程 、 动 量 方程 和 能 量 方程 的 各 种 数值 方法 。 我 们 还 看 到 ， 数 值 方法 的 选择 是 和 原 偏 微 
分 方程 的 数学 性 质 〈 问 题 是 椭圆 型 、 抛 物 型 、 双 曲 型 还 是 混合 型 ) 密切 相关 的 。 本 章 讨论 
的 方法 经 过 二 十 多 年 的 发 展 (有 些 方法 的 时 间 更 长 ) 已 经 很 完善 了 。 由 于 这 些 方法 相对 简 
单 、 直 观 ， 本 章 特意 选择 了 它们 。 读 者 会 在 进一步 学 习 CFD 时 ,或 是 在 现代 CFD 的 工程 应 
用 和 学 术 应 用 中 ， 接 触 到 更 先进 、 更 复杂 的 方法 。 而 本 章 的 内 容 将 为 读者 更 好 地 理解 那些 方 
法 打下 一 定 的 基础 。 

本 章 虽 然 没 有 以 一 个 路 线 图 作为 开头 ,但 是 以 一 个 路 线 图 作为 结尾 也 是 挺 合适 的 。 图 
6-35 给 出 了 整个 路 线 图 。 请 读者 看 一 看 这 幅 图 ， 确 信 已 经 掌握 了 图 中 每 个 方 框 里 的 内 容 。 
如 果 对 一 些 内容 还 没有 掌握 ， 请 回 到 本 章 相应 的 章节 ， 再 复习 一 下 其 中 的 内 容 ， 如 果 都 掌握 
了 ， 就 可 以 进入 本 书 的 第 3 部 分 。 
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求解 流动 问题 的 
一 些 数值 方法 


可 用 于 时 间或 空 


拉克 斯 - 温 德 罗 夫 
方法 
疗 推 进 求解 尤其 
是 双 曲 型 方程 
麦 考 马克 
方法 
可 用 于 时 间或 空 
克 兰 克 - 尼克 尔 森 阅 推 进 求解 ,尤其 
方法 是 抛物 型 方程 


松弛 法 用 于 椭圆 型 方程 


可 用 于 时 间或 空间 
进 求解 , 双 曲 型 


交替 方向 隐 式 方法 和 抛物 型 方程 


用 于 椭圆 型 \ 双 曲 


压力 修正 法 型 和 抛物 型 方程 


往往 需要 添加 一 定 的 人 工 粘 
性 来 提高 解 的 稳定 性 


图 6-35 第 6 章 的 路 线 图 


本 章 选 择 了 一 些 数值 方法 ， 是 考虑 到 这 些 方 法 相对 简单 ， 而 且 对 于 第 3 部 分 的 应 用 
来 说 已 经 够 用 了 。 这 些 方法 很 适合 用 于 学 生 学 习 ， 可 以 提高 初学 者 在 CFD 方面 的 兴趣 
和 能 力 。 事 实 上 ， 本 书 第 1、2 部 分 是 想 以 一 种 容易 理解 的 方式 向 读者 介绍 这 门 学 科 的 
一 些 基 本 原理 、 定 义 和 概 念 ， 使 读者 熟悉 这 些 内 容 ， 又 不 致 为 了 某 些 新 方法 而 陷入 复 
杂 的 数学 推导 (虽然 这 些 新 方法 代表 了 当今 CFD 的 发 展 水 平 ) 。 当 然 ， 读 者 也 不 能 对 
当代 的 CFD 方法 一 无 所 知 ， 但 要 等 到 适当 的 时 候 。 第 4 部 分 将 介绍 体现 当前 CFD 发 展 
水 平 的 一 些 内 容 。 

向 第 3 部 分 和 第 4 部 分 努力 吧 。 第 3 部 分 用 来 马 男 目前 已 经 学 过 的 内 容 ， 第 4 部 分 将 介 
绍 代表 现代 CFD 的 一 些 新 方法 。 
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习题 
6-1 证 明 压 力 修正 公式 (6-104) 是 压力 修正 量 的 泊 松 方程 (6-105) 的 中 心 差分 表达 
式 。 

6-2 绕 园 柱 的 不 可 压 无 粘 无 旋 流 动 ， 其 速度 势 满足 拉 普 拉 斯 方程 (6.5 节 )。 写 出 极 坐 
标 系 下 的 拉 普 拉 斯 方程 。 编 写 数 值 求 解 这 种 拉 普 拉 斯 方程 的 计算 程序 ， 并 用 它 求 出 园 柱 周转 
流 场 的 速度 势 。 对 不 同 的 极 角 ， 画 出 速度 势 沿 径 向 距离 的 变化 。 计 算 并 画 出 辆 柱 表面 上 压力 
系数 的 分 布 。 最 后 ， 将 数值 解 与 绕 图 柱 流动 的 解析 解 进行 比较 。 


现在 ， 我 们 已 经 能 够 仔细 地 研究 如 何 应 用 CFD 求解 不 同 的 流动 问题 。 在 此 之 前 ， 本 书 
的 第 1 部 分 研究 了 流动 的 控制 方程 及 其 数学 特性 ， 而 第 2 部 分 则 讨论 了 偏 微分 方程 的 数值 离 
散 方法 〈 有 限 差 分 法 ) 和 积分 方程 的 数值 离散 方法 〈 有 限 体积 法 ) ， 还 有 坐标 变换 和 网 格 生 
成 的 各 种 方法 。 在 按部就班 地 学 习 了 上 述 内 容 之 后 ， 才 能 够 考虑 它们 的 应 用 。 因 为 CFD 的 
应 用 需要 用 到 所 有 这 些 知 识 。 现 在 ， 就 让 我 们 进入 本 书 第 3 部 分 一 一 CFD 的 应 用 。 这 一 部 分 
选择 的 应 用 有 一 个 共同 的 特点 : 这 些 流动 问题 都 是 流体 力学 中 的 基本 问题 ， 而 且 其 中 大 部 分 
问题 都 可 以 通过 理论 分 析 ， 得 到 精确 的 解析 解 或 半 解 析 解 。 作 这 样 的 选择 是 基于 以 下 三 方面 
的 考虑 : 

1) 读者 在 以 前 有 关 流 体力 学 的 学 习 中 可 能 接触 过 这 些 问 题 ， 因 而 对 它们 比较 熟悉 。 

2) 借助 这 些 问题 ， 可 以 清楚 地 阐述 CFD 对 流动 问题 的 具体 应 用 。 而 选择 更 复杂 的 流动 
问题 将 会 分 散 读者 的 注意 力 ， 使 读者 去 关注 复杂 的 流动 现象 而 不 是 CFD 的 应 用 。 

3) 已 知 的 解析 解 可 以 用 来 与 CFD 的 计算 结果 直接 进行 比较 ,使 读者 从 中 体会 出 CFD 
的 精确 程度 ， 并 了 解 要 达到 这 样 的 精度 需要 如 何 去 做 。 

为 此 目的 ,第 3 部 分 的 每 一 章 只 考虑 一 个 特定 的 流动 问题 ， 并 强调 CFD 对 这 个 问题 的 
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， 体 会 其 优点 和 缺点 ， 更 好 地 理解 这 些 方法 的 实际 意义 ， 并 且 对 运用 CFD 求解 不 同类 型 
tet er re hte ett Pa < 的 三 维 流动 ， 
因为 这 种 问题 已 经 超出 了 本 书 的 范围 ， 应 该 作为 读者 进一步 学 习 和 研究 的 内 容 。 我 们 在 第 1 
章 中 曾经 讨论 过 CFD 的 一 些 现代 应 用 ， 其 目的 是 为 了 使 读者 在 学 过 本 书后 ， 有 兴趣 学 习 更 
深入 的 CFD 知识 。 进 一 步 学 习 的 方式 可 以 是 阅读 内 容 更 深 一 些 的 书籍 ， 听 有 关 的 高 级 课程 ， 
或 者 参加 实际 的 工程 应 用 。 


第 / 章 


拟 一 维 喷 管 流动 的 数值 解 


7.1 引言 


第 3 部 分 由 四 章 组 成 ， 每 一 章 讨论 一 种 流动 的 流 场 。 例 如 ， 第 7 章 主 要 研究 通过 拉 伐 尔 
喷 管 的 拟 一 维 流动 。 第 3 部 分 采用 相同 的 组 织 形式 ， 把 每 一 章 的 内 容 分 为 以 下 三 个 主要 部 
分 : 

(1) 流动 的 物理 描述 ”描述 流动 的 物理 特性 ， 并 回顾 由 解析 解 给 出 的 相关 方程 和 关系 
式 。 如 果 有 合适 的 实验 数据 ， 也 将 进行 讨论 。 这 一 部 分 的 目的 是 让 读者 对 流 场 的 物理 特性 有 
所 了 解 ， 以 便 开 展 CFD 计算 。 

(2) CFD 计算 的 步骤 ”从 第 6 章 介绍 过 的 CFD 方法 中 选用 某 一 方法 ， 对 流动 问题 进行 
数值 求解 。 求 解 时 ， 将 根据 所 选用 的 CFD 方法 ， 给 出 相应 的 控制 方程 〈 偏 微分 方程 或 积分 
形式 的 方程 ) 。 对 于 最 初 的 几 步 计算 ， 将 会 详细 地 给 出 计算 过 程 。 同 时 还 列 出 每 一 步 计算 得 
到 的 数值 ， 以 便 读者 能 够 将 这 些 数 据 与 他 们 自己 所 做 的 计算 进行 对 比 。 诸 如 内 点 的 计算 、 边 
界 点 上 的 数值 、 边 界 条 件 的 应 用 ， 步 长 的 确定 等 都 有 详细 的 介绍 。 

(3) CFD 计算 结果 ”用 各 种 图 表 给 出 流 场 计算 最 终 的 结果 ， 并 与 精确 解 (解析 解 ) 或 
实验 结果 相 比较 ， 以 便 对 CFD 方法 的 精度 作出 评估 。 

此 时 ， 读 者 可 以 选择 仅仅 阅读 这 些 章节 ， 全 面 了 解 各 种 CFD 方法 及 其 在 不 同 问题 上 的 
应 用 ， 更 深入 地 了 解 各 种 CFD 方法 在 不 同 问题 上 的 应 用 ， 并 对 计算 的 结果 有 一 个 感性 的 认 
识 。 读 者 也 可 以 选择 自己 编写 计算 机 程序 进行 计算 ， 得 到 自己 的 计算 结果 。 对 于 选择 后 者 的 
读者 ， 本 书 将 给 出 计算 过 程 中 的 部 分 中 间 结 果 。 给 出 的 这 些 数值 都 被 打上 方 框 ， 以 便于 读者 
查找 。 读 者 在 开始 计算 的 头 几 步 ， 可 以 用 这 些 数 据 进 行 核对 。 同 时 ， 书 中 还 会 详尽 地 给 出 最 
终 的 计算 结果 ， 让 读者 检查 自己 编 的 程序 算出 的 结果 。 我 们 非常 希望 读者 选择 后 一 种 方式 ， 
也 就 是 随 着 本 书 内 容 的 展开 ， 为 不 同 的 解法 写 出 自己 的 计算 机 程序 。 仅 仅 阅 读 这 些 内 容 当 然 
也 有 意义 ,但 那 就 像 坐 在 场 外 观看 一 场 足 球 比赛 。 而 按照 本 书 给 出 的 步骤 ， 自 己 编写 程序 进 
行 计算 ， 那 就 好 比 亲自 上 场 参加 了 比赛 。 要 真正 学 好 CFD， 必 须 亲 自动 手 ， 花 大 力气 自己 
进行 计算 。 以 下 四 章 给 出 的 流动 问题 及 其 CFD 求解 都 可 以 在 微型 计算 机 上 完成 ， 并 不 需要 
强大 的 主机 或 专用 的 工作 站 。 实 际 上 ， 这 里 描述 的 算法 都 是 作者 在 自己 的 苹果 机 上 实现 
的 。 

在 某 些 情 况 下 ， 还 会 用 多 种 CFD 方法 来 解决 同一 个 流动 问题 。 这 样 读者 就 能 比较 出 不 
同方 法 之 间 的 优 劣 ， 还 能 体会 出 在 计算 机 上 建立 各 种 算法 的 难 易 程度 。 

现在 ， 准 备 出 发 ! 并 预 祝 大 家 “计算 ”愉快 ! 
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7.2 物理 问题 简介 


此 处 讨论 的 问题 ， 在 任何 一 本 空气 动力 学 的 书 上 都 能 找到 。 本 书 将 回顾 这 一 流动 主要 的 
物理 和 数学 特性 。 
考虑 流 过 拉 伐 尔 喷 管 的 定常 等 们 流 动 ， 如 图 7-1 所 示 ， 喷 管 人 口 处 的 流体 来 自 一 个 容器 ， 


称 为 驻 室 。 驻 室内 的 压力 和 温度 分 别 记 收缩 自 扩张 自 
作 ps 和 To。 驻 室 的 横 截 面积 足够 大 | 


(理论 上 无 穷 大 ) ， 所 以 驻 室内 流动 速度 
很 小 ( 趋 于 零 )。 因 此 ，p。 和 7, 称 为 滞 
止 压力 和 滞 止 温度 ， 也 叫做 总 压 和 总 温 。 
在 喷 管 ， 流 动 经 过 等 精 地 加 速 已 达到 超 ”到 
声速 。 喷 管 出 口 处 流体 的 压力 、 温 度 、 4 
速度 和 马赫 数 分 别 记 作 p.、T,.、V, 和 
Ma,。 在 喷 管 的 收缩 段 ， 流 动 是 亚 声 束 
的 ; 在 喷 管 的 喉 道 ( 喷 管 横 截面 最 小 的 
位 置 )， 是 声速 流动 ; 而 在 喷 管 的 扩张 
段 , 流动 是 超声 速 的 。 喉 道 处 的 声速 流 图 7-1 亚 声速 一 超声 速 等 丧 喷 管 流动 
动 ( 即 Ma =1) 表示 此 处 流动 速度 的 大 
小 等 于 当地 声速 。 如 果 用 星 号 表示 声速 流动 的 物理 量 ， 则 在 喉 道 处 ,，V =V" =a* 。 同 样 ， 声 速 
流动 的 压力 和 温度 分 别 记 作 为 p' 和 7" ， 而 喉 道 处 喷 管 的 截面 积 记 为 4" 。 设 喷 管 的 截面 积 为 
4， 它 是 喷 管 轴 向 距离 ( 距 喷 管 人 口 的 距离 ) * 的 函数 ， 随 * 的 改变 而 变化 。 我 们 还 假设 流动 
参数 也 仅 随 x 变化 ， 尽 管 真实 流动 的 流 场 是 二 维 的 (流动 参数 在 <，y 二 维 空间 变化 ) 。 这 相当 
于 假设 在 任意 截面 上 的 流动 参数 是 均匀 的 。 这 种 流动 就 叫做 拟 一 维 流动 。 

拟 一 维 定常 等 炉 流 的 连续 性 方程 、 动 量 方程 和 能 量 方程 如 下 。 


ST) i- 
并 


Ae 


< 
be 
Se 


连续 性 方程 ， piViAl p> V,A, (7-1) 
A2 
动量 方程 : Di4 +piV ?A + | pdA = ph, + psV 2h, (7-2) 
V? V? 
能 量 方程 ; ht (7-3) 


式 中 , 下 标 1 和 2 表示 喷 管 内 两 个 不 同 的 轴 向 位 置 。 除 了 上 述 三 个 方程 ， 还 有 完全 气体 的 状 
态 方程 
p =pRT (74) 
以 及 完全 气体 迷 的 表达 式 
h=c,T (7-5) 
对 于 喷 管 流动 ,方程 (7-1) ~ (7-5) 能 够 求 出 解析 解 。 首 先 ， 喷 管内 马赫 数 的 变化 仅 
依赖 于 面积 比 4/4" ， 关 系 式 为 


+ 
A\* 1 2 y -1 Vr 、 
全 | -= 1 MM , 
四 二 [二 + )] (76) 
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其 中 ，y =es/c, 为 比 热 比 。 对 标准 状态 下 的 空气 ，y =1. 4。 由 于 喷 管 截面 积 4 是 x 的 给 定 函 
数 ， 因 此 4/4' 也 是 x 的 已 知 函 数 ， 所 以 ， 可 以 将 Ma 作为 x 的 函数 用 关系 式 〈7-6) 进行 计 
算 ( 即 ， 从 式 (7-6) 中 解 出 Me) ， 结 果 如 图 7-2b 所 示 。 求 出 马赫 数 Ma 之 后 ， 压 力 、 密 
度 、 温 度 的 变化 都 是 Ma 的 函数 〈 因 此 也 是 4/4 的 函数 ， 从 而 是 * 的 函数 ) ， 表 达 式 分 别 为 


1 -六 
L(+? Mo (77) 
Po 2 
1 
-1 -六 
(1 + Ma’) (7-8) 
po 2 
-1 
六 = 1+ me (7.9) 
0 


它们 的 变化 如 图 7-2c ~e 所 示 。 


a) 


中 方程 (7- 旬 的 计算 结果 b) 


方程 (7-7) 的 计算 结果 


Eo 
入 0.528 一 c) 
内 Pe/Po 
x 
方程 (7-8) 的 计算 结果 
宇 0.634 
卉 由 
期 
Pe/Ppo 
x 
1 _ 、 
- 方程 (7-9) 的 计算 结果 
9 0.833 -> 
| L/D e) 


x 


图 7-2 ” 拟 一 维 喷 管 流动 : 亚 声速 一 超声 速 等 箭 流 的 解 


上 面 描述 的 喷 管 流动 并 不 会 自动 形成 。 也 就 是 说 ， 如 果 把 图 7-2a 所 示 的 喷 管 放 在 你 面 


前 ， 空 气 不 会 自发 地 流 过 喷 管 。 和 所 有 的 力学 系统 一 样 ， 需 要 施加 一 个 力 来 给 物质 加 速 ， 喷 
管 流动 也 不 例外 。 对 现在 这 个 例子 ， 作 用 在 气体 上 、 使 之 加 速 并 流 过 喷 管 的 力 由 喷 管 两 端的 
压力 比 pu/p。 提供 。 对 于 面积 比 4./4 "给 定 的 喷 管 来 说 ， 建 立 图 7-2 所 示 的 亚 声速 一 超声 过 
等 箭 流 所 需 的 压力 比 也 是 一 个 定 值 ， 如 图 7-2c 所 示 (对 y=1.4， 这 个 值 就 是 图 7-2c 中 标 出 
的 0. 528 一 译 者 注 ) 。 所 以 ， 压 力 比 是 这 种 流动 的 边界 条 件 。 在 实验 室 里 ， 可 以 在 人 口 处 用 
高 压气 铅 或 者 在 出 口 处 外 接 一 个 真空 钢 ， 来 提供 这 个 压力 比 。 
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实际 上 ， 任 何 拟 一 维 定常 等 炉 喷 管 流 动 的 数值 解 都 是 多 余 的 。 由 于 有 7. 2 节 给 出 的 封闭 
形式 的 解析 人 解 ， 通 常 并 不 需要 数值 解 。 但 现在 的 任务 是 演示 各 种 CFD 方法 的 应 用 ， 因 此 我 
们 有 意识 地 选择 了 具有 已 知 解析 解 的 流动 问题 。 这 就 是 我 们 在 7. 1 节 提 到 的 处 理 方式 。 

这 一 节 将 介绍 麦 考 马克 方法 (6. 3 节 ) 的 应 用 。 具 体 地 讲 ， 就 是 为 拟 一 维 喷 管 流动 建立 
一 种 时 间 推 进 的 有 限 差分 解法 。 请 读者 认真 复习 一 下 6.3 节 。 我 们 假定 读者 已 经 完全 理解 了 
6. 3 节 所 描述 的 麦 考 马 克 方法 。 另 外 ， 还 要 看 一 看 图 1-32b， 它 描述 了 麦 考 马 克 方 法 的 主要 
思路 。 


7.3.1 问题 的 提 法 


这 一 小 节 将 给 出 三 个 方面 的 内 容 : 

1) 给 出 偏 微分 方程 形式 的 流动 控制 方程 ， 对 拟 一 维 流动 的 时 间 推 进 解法 而 言 ， 这 种 形 
式 的 控制 方程 是 合适 的 。7. 2 节 给 出 的 代数 关系 式 是 描述 定常 流动 的 ， 这 里 并 不 适用 。 

2) 针对 喷 管 流动 ， 建 立 麦 考 马克 方法 的 有 限 差分 表达 式 。 

3) 给 出 数值 解法 的 其 他 细节 (如 时 间 步 长 的 计算 ， 边界 条 件 的 处 理 等 ) 。 

先 介绍 第 一 个 内 容 。 第 2 章 已 经 推导 了 无 粘 流 的 偏 微分 方程 组 〈 欧 拉 方 程 ) ， 即 方程 
(2-82) ~ (2-86)。 既 然 要 处 理 的 喷 管 流动 是 一 维 无 粘 流 ， 只 要 针对 一 维 流动 ， 写 出 这 几 个 
方程 就 行 了 。 不 管 怎么 说 ， 在 第 2 章 ， 这 些 方程 是 按 最 通用 的 情形 推导 出 来 的 ， 这 些 方程 应 
该 是 可 用 的 。 但 实际 上 ， 这 些 方程 并 不 适用 于 拟 一 维 喷 管 流动 。 为 什么 呢 ? 原因 在 于 7. 2 节 
对 拟 一 维 流动 所 作 的 简单 假设 ， 即 : 假设 在 喷 管 内 任意 给 定 的 横 截面 上 ， 流 动 参数 是 均匀 
的 。 这 种 假设 与 实际 流动 是 有 出 入 的 。 先 回 到 图 7-1 可 以 发 现 ， 真 实 的 喷 管 流动 是 一 种 二 维 
流动 。 当 喷 管 面积 作为 的 函数 变化 时 ， 实 际 的 流 场 在 *、y 方向 都 有 变化 ， 这 才 是 真实 的 
流动 。 方程 (2-82) ~ (2-86) 正确 地 描述 了 这 样 的 二 维 流动 。 但 是 ， 拟 一 维 流 却 假设 流动 
参数 仅仅 是 x 的 函数 。 由 于 这 种 假设 与 真实 的 流动 有 出 人 ， 所 以 对 拟 一 维 流动 来 说 ,方程 
(2-82) ~ (2-86) 就 不 适用 了 。 为 了 得 到 适合 于 拟 一 维 流动 的 方程 ， 不 管 拟 一 维 流 假设 是 
否 真实 ， 只 要 保证 下 述 物理 学 原理 严格 成 立 就 行 了 。 这 些 原理 是 : 质量 守恒 、 牛 顿 第 二 定律 
和 能 量 守恒 。 为 了 确保 这 些 物 理学 原理 能 够 得 到 满足 ， 必 须 利 用 第 2 章 导出 的 积分 形式 的 控 
制 方程 组 ， 并 将 这 些 积分 形式 的 方程 应 用 于 拟 一 维 流 假 设 下 的 有 限 控制 体 上 。 

让 我 们 从 方程 (2-19) 给 出 的 积分 形式 的 连续 性 方程 开始 ， 即 


ilo lor .dS =0 
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将 它 应 用 到 图 7-3 中 阴影 部 分 所 示 的 有 限 控制 体 上 。 这 个 控制 体 是 一 小 段 喷 管 ， 其 微 元 厚度 
为 dx。 在 控制 体 的 左 端 ， 按 照 拟 一 维 流动 | 

的 假设 ， 密 度 、 速 度 、 压 力 和 内 能 在 截面 
4 上 保持 均匀 , 记 作 p、V、p 和 e; 类 似 
地 ， 在 控制 体 的 右 端 ， 根 据 拟 一 维 流 假设 ， 
密度 、 速 度 、 压 力 和 内 能 在 截面 4+d4 上 
保持 均 句 ， 记 作 p+dp、Y+dyY、p+d 和 ae 
+de。 对 于 图 7-3 所 示 的 控制 体 ， 如 果 dx 
非常 小 ,方程 (2-19) 中 的 体积 分 就 成 为 


9 9 
—llipdZ= — (pAd 7-10 
a itpAdx) (7-10) 


图 7-3 推导 非 定 常 拟 一 维 流动 偏 微 


这 里 的 4dx 表示 控制 体 的 体积 。 方 程 (2- 分 方程 所 用 的 控制 体 
19) 中 的 面积 分 成 为 
ov as =-pvA+ (p+ dp) (V+ dV) (A+ dA) (7-11) 


上 式 右边 第 一 项 带 负 号 ， 是 因为 在 控制 体 左 端的 截面 上 向 量 了 和 dgS 的 方向 是 相反 的 ， 所 以 
点 积 V: d$ 为 负 (按照 第 2 章 的 约定 ，d5 的 方向 总 是 指向 控制 体 的 外 侧 ) 。 展 开 (7-11 ) 
式 中 三 个 括号 的 连 乘积 ， 得 

Jor “dS = -pVA +pVA + AVdp + pVdA + pAdV + 


pdVdA + VaAdp + AdVdp + dpdVdA (7-12) 
在 dx 非常 小 的 条 件 下 ， 式 (7-12) 中 微 元 量 的 乘积 项 (如 pdVd4、dpdVd4) 趋 于 零 的 速度 
比 那些 只 包括 一 个 微 元 的 项 快 得 多 。 所 以 ， 这 些微 元 乘积 项 可 以 忽略 ， 即 


fev “dS = pVdA +pAdV + AVdp = d(pAV) (7-13) 
将 式 (7-10) 和 式 (7-13) 代入 方程 (2-19) ， 得 
(pAds) +d(pAV) =0 (7-14) 


将 方程 (7-14) 两 端 除 以 dx 之 后 ， 令 dx 趋 于 零 ， 则 d(ph4VY)/dx 就 是 关于 x 的 偏 导数 ， 从 而 有 
| a(pA) a(pAV) _ 


0 7-15 
ot OX 4 ) 


方程 (7-15) 是 适用 于 拟 一 维 非 定常 流动 的 、 偏 微分 方程 形式 的 连续 性 方程 ， 它 保证 了 这 种 
流动 模型 的 质量 守恒 。 

可 将 上 式 与 三 维 流 动 的 连续 性 方程 (2-82b) 比较 。 对 于 一 维 流 动 ， 方 程 (2-82b) 成 为 
ap olpu) _ 
ot Ox 

式 中 v 是 速度 的 x 方向 分 量 。 可 以 清楚 地 看 到 ， 方程 (7-16) 与 方程 (7-15) 不 一 样 。 方 程 
(7-16) 适用 于 严格 的 一 维 流动 ， 其 中 的 面积 4 当 x 变化 时 保持 不 变 。 对 于 拟 一 维 流动 模型 ， 
4=A(x) 是 随 x 变化 的 ， 所 以 式 《7-16) 并 不 是 质量 守恒 的 准确 描述 。 相 反 ， 方程 (7-15) 


0 (7-16) 
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才 正 确 地 表达 了 这 种 流动 的 质量 守恒 。 当 然 ， 对 于 面积 不 变 的 特殊 流动 ,方程 (7-15) 退化 
成 方程 (7-16)。 

再 来 研究 x 方向 动量 方程 的 积分 形式 (习题 22) 。 对 于 没有 体积 力作 用 的 无 粘 流 ( 忽 
略 粘性 应 力 ) ， 方 程 为 


0 
a ea for) . dS = -jeas)， (7-17) 


式 中 ，(pd5), 为 向 量 pds 的 x 方向 分 量 。 将 方程 (7-17) 用 到 图 7-3 中 阴影 部 分 所 示 的 控制 
体 上 。 使 用 前 面 推导 连续 性 方程 的 方式 ， 方 程 左 端的 积分 项 为 


9 0 
ena (PVAdx) (7-18) 
和 
[puy) “dS =-pVA+ (p+dp) (V+ dV)’(A + dA) (7-19) 


借助 图 74, 方程 (7-17) 右 端的 压力 源 项 很 容易 计 
算 。 图 74 在 控制 体 的 四 个 侧面 都 给 出 了 向 量 pd5 
的 «方向 分 量 。dS 总 是 指向 控制 体外 ， 所 以 ， 指 向 
左 〈x 轴 负 向 ) 的 〈pdS)。 是 负 的 ， 指 向 右 〈x 轴 正 
向 ) 的 《pdS), 是 正 的 。 再 注意 到 ， 作 用 在 控制 体 
上 、 下 斜面 上 的 pdS， 其 x 方向 分 量 〈 图 74)， 可 
以 表示 为 作用 在 斜面 与 轴 垂直 的 投影 面积 (d4)/2 
土 的 压力 p。 因 此 ， 在 方程 (7-17) 中 ， 每 个 斜面 (pas),=-p4 
(上 、 下 斜面 ) 对 压力 积分 项 的 作用 大 小 为 -p( d4/ 
2)。 将 四 个 侧面 加 在 一 起 ,方程 (7-17) 的 右 端 就 
是 
d4 
pas), = -pA + (p+ dp) (A +d4) -2p() 


~-pd4d 
(PdS)v= ps 


x 轴 方 向 


x 


(pdS)r=(P+ dp)(A+dA) 


(pds)e=p 

(7-20) 
将 式 (7-18)、 式 (7-19)、 式 (7-20) 各 式 代 人 方 
程 (7-17)， 得 


0 
—(pVAdx) -pVA+(p+dp) (V+dV) (A+dA) 
8 2 4 图 7.4 作用 在 控制 体 上 的 x 方向 作用 力 


=pA-(p+dp)(A+d4A) +pd4 (7-21) 
消去 相同 的 项 并 忽略 微 元 的 乘积 项 ， 在 dx 为 无 穷 小 的 条 件 下 ， 上 式 成 为 
(pVAdx) +d(pVA) = -4dp (7-22) 


将 方程 (7-22) 两 端 除 以 dx， 并 让 dx 趋 于 零 ， 就 得 到 偏 微分 方程 
a(pV4) ,39(pYVA) _ 1p 
ot Ox Ox 

方程 (7-23) 给 出 了 拟 一 维 流动 中 动量 方程 的 守恒 形式 ， 然 而 ， 还 可 以 导出 与 之 等 价 的 非 守 


(7-23) 
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恒 形 式 。 为 此 ， 用 了 乘 以 连续 性 方程 (7-15)， 得 
y Pp4) ,yacpT4) 
ot Ox 
然后 ， 从 方程 (7-23) 中 减 去 式 (7-24) ， 得 
a(pVA) ,alpA) ,apY4) ,apWA)_ _ ip 


=0 (7-24) 


(7-25) 
ot ot Ox Ox ax 
将 式 (7-25) 左 端 乘积 的 导数 项 展开 ， 消 去 相同 的 项 ， 得 
OF ov _ 
pA a +pAV 3 -= -43 3 (7-26) 


将 等 式 (7-26) 两 端 除 以 4， 最终 得 到 
aoV jaV op 


+pY 一 = 一 7-27 
Pa P OX Ox ( ) 


方程 (7-27) 就 是 适合 于 拟 一 维 流动 的 非 守 恒 形 式 的 动量 方程 。 
给 出 动量 方程 的 非 守恒 形式 ， 目 的 之 一 就 是 要 将 它 与 方程 (2-83a) 所 表示 的 一 般 形式 
进行 比较 。 对 于 没有 体积 力作 用 的 一 维 流动 ， 方 程 (2-83a) 可 写 为 
p+tpu = -这 (7-28) 
这 与 拟 一 维 流动 的 方程 (7-27) 完全 相同 , 方程 (7-27) 和 方程 (7-28) 直接 代表 了 欧 拉 方 
程 的 经 典 形式 


dp = -pVdV 
此 式 对 于 一 般 流 动 和 拟 一 维 流动 都 是 成 立 的 。 


最 后 再 考虑 能 量 方程 的 积分 形式 。 对 于 没有 体积 力也 没有 粘性 效应 的 绝热 流 ( 9 = 
0) ， 能 量 方 程 的 积分 形式 为 


ele + ja jele + oo) ds =- ev) + as (7-29) 
应 用 到 图 7-3 中 阴影 部 分 所 示 的 控制 体 上 ， 并 根据 图 74 给 出 的 压力 ,方程 (7-29) 变 为 
2le(e+ -jd -人生 ja+ p+ap) [e+ae e+ +) ] (vray) (4+ dA) 


-[ -pVA+ (p+dp) (V+dV) (4+d4) -2(nv] (7-30) 
忽略 微 元 量 的 乘积 项 ， 消 去 相同 的 项 ， 式 (7-30) 变 为 
[p(t jaaz] + aCpet) + PSS = -and (731) 
或 
[ofe+ 村 jaaq] rdlo(e+ 7)%] = -aa (7.32) 


再 次 令 dx 趋 于 零 ， 等 式 (7-32) 变 为 如 下 的 偏 微分 方程 


so(e + )] alo(erE)] a(pAV) 
ot ” 9x 


(7-33) 
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方程 (7-33) 是 用 总 能 量 。+ -表示 的 守恒 形式 能 量 方程 ， 适用 于 非 定常 拟 一 维 流动 。 由 方 


程 (7-33)， 还 可 以 得 到 只 用 内 能 表示 的 能 量 方 程 。 
用 了 乘 以 动量 方程 的 守恒 形式 (7-23)， 得 


jo) ,yalpy A) .yo 
ot Ox Ox 
用 AV 乘 以 动量 方程 的 非 守 恒 形式 (7-27) ， 得 
pVA D+pV "A = -4 如 
和 就 得 到 (原文 中 ， 以 上 推导 有 误 。 译 者 注 ) 
2 
acedD + 了 工 yace 4) ,1 pa av 
7" ot 2 2 Ox 2 ax Ox 
即 
a[p(=)4] sale(=)4] 
加 四 0734) 
从 方程 (7-33) 中 减 去 式 (7-34), 得 
Mee ,alert) -ML (735) 


方程 《7-35) 是 用 内 能 表示 的 能 量 方程 的 守恒 形 式 ， 适 用 于 拟 一 维 流动 。 要 得 到 非 守恒 形式 
的 方程 ， 可 以 用 。 乘 以 连续 性 方程 (7-15)， 得 
,a(pA) ,9(pVA) _ 


(7-36) 
ot Ox 
从 方程 (7-35) 中 减 去 式 (7-36)， 得 
pA tpAV 下 - = -pa (7-37) 
和 
将 式 (7 -37 ) 右 端 导数 的 体积 项 展开 ， 再 将 方程 两 边 同时 除 以 A 
ae ye- ,VV_, V4 
7 0 90x ? Ox P A ax 
e V ln4 
或 ptpV = -pa -py (738) 


方程 (7-38) 是 用 内 能 表示 的 、 非 守恒 形式 的 能 量 方程 ， 适 用 于 非 定 常 拟 一 维 流动 。 
之 所 以 给 出 方程 (7-38) 这 种 形式 的 能 量 方程 ， 是 因为 对 于 完全 气体 ， 它 可 以 给 出 直接 
用 温度 了 表示 的 能 量 方程 。 对 于 完全 气体 的 拟 一 维 喷 管 流动 的 求解 而 言 ， 温 度 了 是 一 个 基 
本 变量 。 因 此 ， 将 它 作为 能 量 方程 的 主因 变量 是 很 方便 的 。 对 于 完全 气体 
e=c,T 
因此 , 方程 (7-38) 变 为 
aT_ vain4) 


0 了 
pc, +pVe, 一 -po PVT (7-39) 
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对 于 非 定常 拟 一 维 流动 ， 方程 (7-15)、 方 程 (7-27) 和 方程 (7-39) 分 别 给 出 了 连续 
性 方程 、 动 量 方程 和 能 量 方程 。 但 是 我 们 发 现 这 三 个 方程 式 中 有 四 个 未 知 变量 p、V、p 和 
7。 利 用 状态 方程 


p=pRT (7-40) 
及 其 微分 
如 _ 9 了 op 
Ox =R( 0OX 17] (741) 


可 以 消去 这 些 方程 中 的 压力 。 将 方程 (7-15) 展开 ,并 将 上 面 这 两 个 等 式 代 入 方程 (7-27) 
和 方程 《7-39) ， 得 


连续 性 方程 : 2 pA tpV + VA =0 (742) 
Xx 
Vv T 
动量 方程 : p 号 +PY 呈 = -Re 一 +7) (7-43) 
O% Ox 
能 量 方程: pc 2 +pye, 0 oT pR7[ + ra ] (7.44) 


方程 (7-42) ~ 〈7-44) 就 是 数值 求解 所 用 的 方程 。 注 意 这 些 方程 都 是 用 有 量 纲 的 量 表 
示 的 。 这 很 好 ， 许 多 CFD 计算 都 直接 使 用 这 种 有 量 纲 变量 进行 运算 。 其 实在 工程 上 ， 这 样 
做 还 有 一 个 好 处 ， 就 是 在 计算 过 程 中 ， 可 以 直接 掌握 真实 物理 量 的 大 小 。 但 是 ， 对 于 喷 管 流 
动 ， 经 常用 无 量 岗 量 来 表示 流 场 变量 ， 如 图 7-2 中 的 流动 参数 都 是 相对 于 驻 室 值 的 。 这 些 无 
量 纲 的 变量 p/po、p/po 和 7/T, 在 0 ~1 之 间 变 化 ， 在 展示 结果 时 ， 这 样 做 显得 整齐 划一 。 因 
为 流体 力学 中 经 常 使 用 这 些 无 量 纲 量 来 描述 喷 管 流动 ， 所 以 这 里 沿用 这 些 量 。( 许 多 CFD 专 
业 人 员 愿 意 使 用 无 量 纲 变量 , 但 也 有 一 些 人 员 愿 意 使 用 有 量 纲 的 量 。 就 数值 而 言 ， 使 用 哪 一 
种 量 并 没有 实际 的 差异 ， 完 全 是 个 人 的 习惯 。) 

(合理 地 使 用 无 量 纲 量 ， 还 可 以 避免 计算 过 程 中 出 现 大 小 相差 悬殊 的 数值 。 因 为 大 小 相 
差 悬 殊 的 数值 在 合并 过 程 中 会 使 误差 增加 。 一 一 译 者 注 ) 

因此 ， 回 到 图 7-1 ， 驻 室 的 温度 和 密度 分 别 表示 为 P 和 pm， 定义 无 量 纲 温度 和 密度 为 


p 
To po 
此 处 《以 及 下 面 的 叙述 中 ) 用 带 “'” 的 字母 表示 无 量 岗 变量 。 另 外 ， 用 二 表示 喷 管 的 长 
度 ， 定 义 无 量 纲 长 度 为 


x = 二 
L 
将 驻 室 的 声速 记 作 a。， 其 表达 式 为 
Co = V YRT, 
定义 无 量 纲 速 度 为 
V 


由 于 LYao 具有 时 间 的 量 纲 ， 还 可 以 定义 无 量 纲 时 间 为 
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t 


t= 


L/ao 
最 后 ， 将 喷 管 截面 积 4 除 以 喉 道 面 积 4 "作为 无 量 网 的 截面 积 
4 = 和 
A* 


在 方程 (7-42) 中 引入 无 量 岗 量 ， 得 
2 4] ;| a tov (ee +v4 直 (加 如] _0 
ot’” \L/ao ax'\ L ax'\ L x \ 工 


(7-45) 
注意 到 喷 管 的 几何 形状 是 固定 的 ， 所 以 4' 仅 是 x' 的 孙 数 ， 不 是 时 间 的 函数 。 因 此 , 方程 (7- 
45) 中 的 时 间 导 数 写 为 
3(p'4') _ pop 
Ot" Di 
这 样 ， 方 程 (7-45) 就 变 为 


dp ap” 8” ,0(lnA’ 
连续 性 方程 PP VE pp'y Un4 ) | (746) 
ot Ox Ox 


对 于 方程 (7-43) ， 引 入 无 量 纲 量 , 得 ” 
于 多 jer 于--ap 黎 :7 冯 |[j 


oat’ \L/ao ax'\ 工 P ax axl\ Lh or 
0 信 aT’ ,op R7To 
= poVo ip +T|— 7-47 
或 Fox (e gx 3] a (747) 
在 方程 (747) 中, 由 于 
RT 7yR7o ao 1 
a ya ya 7y 
因此 , 方程 (7-47) 变 为 
_ 8 av 17187 YT op 
动量 方程 | 7 = -v3 7 二 ] (7-48) 
ot Ox Y\9% PP Ox 


方程 (7-44) , 若是 引入 无 量 纲 量 , 就 是 
,gaT'/poTo ，， 6071poao7o pr 0 ,9(InA’) poToao 
p'c, a (0 ) +p'V'e, a | = ~p'RT [元 + | ) (7-49 ) 
对 于 比值 RAc,, 有 


及 -yl 
ce, R/Cy-1) Y 
因此 , 方程 (7-49) 变 为 
oT poT rl pA) 
能 量 方程 VDT + | | (7-50) 


对 于 这 一 小 节 开始 时 列 出 的 三 个 内 容 , 到 这 里 我 们 已 经 完成 了 其 中 的 第 一 个 内 容 , 通 过 一 
系列 推导 ,最 终 建立 了 流动 的 控制 方程 , 即 方程 (7-46) 、 方 程 (748) 和 方程 (7-50)。 这 些 方程 
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的 形式 对 于 拟 一 维 流 动 的 时 间 推 进 算法 来 说 ,是 最 合适 、 最 方便 的 。 

现在 讨论 第 二 部 分 内 容 ,为 数值 求解 方程 (7-46) \ 方 程 (7-48 ) 和 方程 (7-50) ,建立 麦 考 马 
克 显 式 方法 的 有 限 差分 表达 式 。 
为 了 进行 有 限 差分 计算 ,将 喷 管 沿 
x 轴 分 成 许多 离散 的 网 格 点 ,这 些 
网 格 点 沿 x 轴 均 匀 分 布 ,间距 为 
Ax, 如 图 7-5 所 示 ( 请 记 住 ,按照 拟 
一 维 喷 管 流动 的 假设 ,在 任意 网 格 
点 i 处 ,截面 内 的 流动 参数 是 均 勾 
的 )。 在 图 7-5 中 ,x 轴 上 总 共 分 布 
了 AN 个 网 格 点 。 第 一 个 网 格 点 
(标号 为 1) ,是 位 于 驻 室 内 的 网 格 图 7-5 沿 喷 管 的 网 格 点 分 布 示意 图 
点 ;最 后 一 个 节点 (标号 为 W) 位 于 
喷 管 出 口 。 在 用 i 代表 任意 一 个 网 格 点 , 则 点 i-1 和 点 i+1 是 相 邻 的 两 个 网 格 点 。6. 3 节 指 
出 ,时 间 推 进 解法 就 是 用 t 时 刻 已 知 的 流 场 变量 ,通过 差分 方程 显 式 地 求解 出 1+ At 时 刻 的 流 
场 变量 。 麦 考 马 克 方 法 就 是 进行 时 间 推 进 的 一 种 预 估 校 正 算法 。 

先 来 考虑 预 估 步 。 根 据 6. 3 节 的 讨论 ,我 们 要 用 向 前 差分 计算 空间 导数 。 为 了 简化 记号 ， 
省 略 代表 无 量 纲 量 的 “”“ 号 。 从 这 里 开始 ,所 有 变量 都 是 无 量 纲 量 ,也 就 是 原来 带 “… 号 的 变 
量 。 类 似 于 方程 (6-17) ,由 方程 (7-46) 有 


i 一 V + 一 了 1 E+ -ln4 
(#) = VP pi i—— (7-51) 
ot Ax Ax Ax 
由 方程 (7-48) 
从: Ti -Vs 1717 一 了 了 0 一 
( 习 ) _ 1 _ | 1 iP 1 一 (7-52 
ot Ax 7 Ax pi Ax 
再 由 方程 (7-50) 
oTY yr Ti ( DT! 了 一 了 mt nd4， (7-53) 
(#) = © Ax 了 | Ar | Ax 


与 方程 (6-18) ~ 方程 (6-21) 类 似 ,我 们 从 以 下 方程 中 得 到 p、V 和 7 的 预 估 值 ， 用 带 横 
杜 的 量 表示 


+At t op 
th y+ {oe -54 
pr =pi+ (FE) A (7-54) 
二 8 
Vi = + [| At (7-55) 
art), 
加 T i 
Te =Tit+ 人 本 Ai (7-56) 


在 这 些 方程 中 , 疡 、 庆 和 了 ;是 上 时 刻 的 已 知 量 ， 方 程 中 的 时 间 导 数 直接 由 式 (7-51) ~ 式 
《7-53) 给 出 。 
接 下 来 是 校正 步 ， 回 到 方程 (746)、 方 程 (7-48) 和 方程 (7-50) ， 此 时 用 预 估量 
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〈 带 横 杠 的 量 ) 的 向 后 差分 计算 空间 导数 。 分 别 是 


ap i ,mpi pi ° Trat V 和 -Ve t+tAr Trt+tAt ln4; -In4,., 
Sp) __y - pV (7-57 
| ) . re pi ~ (7-57) 
aV i+At i VY Ve 1 Ti Tt Tt pi pi 四 
(x) = Ax Ax Tim Ax (7-58) 
了 Y pi 
(一 _ Ta Te Te _ 0y- Di ti+Ahs Vie Pie ee-] 
9 ) ' Ax Ax ' 
(7-59) 
按照 方程 (6-22) ， 时 间 导 数 的 平均 值 由 下 列 方程 给 出 加 
py ap 了 十 
(站 - 工 的 + (a) (7-60) 
Nl, 2| ROSDH A 
a ay t+At 
( 针 -二 (a). + (x) 《741) 
81/ 2 | 用 XO32)i 算 ”用 RCF58 济 算 
aTy’ oT 
( 习 -1 ( 齐 (区 (7-62) 
9 2 | RO RD 
最 后 ， 用 方程 (6-13) ~ 方程 (6-16) ， 得 出 ;+ At 时 刻 流 场 变量 的 校正 值 ， 即 
pr -at+{( 字 ) At (7-63) 
VY=V+ 多 At (7-64 ) 
ot av 
下 
re =Ti+( 可 Ai (7-65) 


切记 方程 (7-51) ~ 方程 (7-65) 的 所 有 变量 都 是 无 量 纲 的 。 这 些 方程 构成 了 这 一 小 节 的 第 
二 个 内 容 ， 即 按照 麦 考 马克 方法 的 形式 给 出 了 控制 方程 的 有 限 差分 表达 式 。 

现在 讨论 本 小 节 开头 提 到 的 第 三 个 内 容 ， 对 拟 一 维 喷 管 流动 问题 数值 解 中 的 一 些 细节 进 
行 说 明 。 首 先 提 出 这 样 一 个 问题 ，At 应 该 取 多 大 ? 方程 (742) ~ 方程 (7-44) 是 关于 时 
间 的 双 曲 型 方程 组 。 根 据 4. 5 节 对 稳定 性 的 讨论 ， 有 一 个 类 似 于 式 (4-84) 的 稳定 性 限制 条 
件 ， 即 


Ax 
yr (7-66) 
(严格 地 讲 ， 此 式 应 写成 At = Ty 对 于 拟 一 维 喷 管 流动 ， 这 是 利用 了 VV 总 是 大 于 零 


C1 这 
这 一 事实 。 一 一 译 者 注 ) 。 C 是 4.5 节 提 到 的 柯 妆 数 。 在 4.5 节 ， 通 过 对 线性 双 曲 型 方程 所 
做 的 稳定 分 析 ， 我 们 知道 ， 当 Cg<1 时 ， 显 式 方法 是 稳定 的 。 现 在 ， 对 亚 声 速 一 超声 速 等 灶 
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喷 管 流动 ， 控 制 方程 《7-46) 、 方 程 (748) 和 方程 (7-50〉 是 非 线 性 偏 微 分 方程 。 在 这 种 
情况 下 ， 对 线性 方程 严格 成 立 的 稳定 性 限制 C<1， 对 非 线 性 问题 来 说 只 能 看 成 是 -种 指导 
性 的 参考 。( 作者 的 意思 是 : 对 于 线性 方程 ，C 志 1 可 以 严格 地 保证 稳定 性 成 立 ， 而 对 于 非 线 
性 方程 ， 即 使 满足 了 C1 这 个 条 件 ， 也 不 一 定 能 保证 稳定 性 。 一 一 译 者 注 ) 然而 ， 下 面 的 
计算 表明 ， 它 还 是 很 有 用 的 。 与 式 (4-84) 不 同 , 式 (7-66) 以 了 +a 为 分 母 。 关 系 式 (7- 
66) 是 一 维 流动 的 CFL 条件， 其中, V 是 流动 中 某 一 点 处 的 流速 ，a 是 当地 声速 。 式 《7- 
66) 连同 Cs<1 一 起 ,实际 上 就 是 表示 At 一 定 要 小 于 或 最 多 是 等 于 声波 从 一 个 网 格 点 传播 
到 下 一 个 网 格 点 所 需 的 时 间 。 式 (7-66) 中 的 量 是 有 量 岗 的 ， 但 如 果 将 它们 ( 即 1:、x、a、 
7) 无量 纲 化 ， 它 的 无 量 纲 形式 与 原来 有 量 纲 时 的 形式 是 完全 一 样 的 。 所 以 ,下 面 将 把 关系 
式 (7-66) 中 的 量 当 作 前 面 定义 的 无 量 纲 量 。 也 就 是 说 ， 在 关系 式 (7-66) 中 ，At 是 无 量 
纲 的 时 间 增 量 ，Ax 是 无 量 纲 的 网 格 间 距 。 因 此 , 式 (7-66) 中 的 At 和 Ax 就 是 无 量 纲 形式 
的 方程 (7-51) ~ 方程 (7-65) 中 出 现 的 At 和 Ax。 再 仔细 考察 一 下 关系 式 (7-66)， 我 们 
发 现 ， 尽 管 整个 流动 中 的 Ax 是 不 变 的 , 但 VY 和 a 都 是 变化 的 。 因 此 ， 在 一 个 给 定 的 时 间 步 
和 一 个 给 定 的 网 格 点 上 ， 式 (7-66) 应 写成 
Ax 


(At)'=C— A (7-67) 
Vi: +a: 
在 与 其 相 邻 的 网 格 节点 上 ， 由 方程 (7-66) 有 
(AD CT (7-68) 


显然 ， 从 式 (7-67) 和 式 (7-68) 得 到 的 (Ai): 和 (Ai): 通 常 是 不 相等 的 。 因 此 ， 在 时 间 推 
进 算 法 的 实施 过 程 中 ， 可 以 有 两 种 选择 : 

第 一 ， 在 使 用 方程 (7-54) ~ 方程 (7-56)、 方程 (7-63) ~ 方程 (7-65) 时 ， 在 每 个 
网 格 点 上 上， 使 用 (Ai); 的 当地 值 ， 这 个 值 由 式 (7-67) 中 给 出 。 按 照 这 种 方式 ， 依 据 于 自 
身 的 当地 时 间 步 长 ， 图 7-5 中 每 个 网 格 点 上 的 流 场 变量 将 按 各 自 的 时 间 步 长 推进 。 由 于 一 个 
网 格 点 上 的 流 场 变 量 所 对 应 的 物理 时 刻 与 相 邻 网 格 点 上 所 对 应 的 物理 时 刻 不 同 ， 所 以 给 出 的 
i+ At 时刻 的 流 场 将 会 出 现 人 为 的 “扭曲 ”现象 。 很 显然 ， 这 种 使 用 当地 时 间 步 长 的 推进 方 
法 实际 上 并 没有 真实 地 反映 流动 中 实际 的 、 物 理 上 的 瞬 态 变化 ， 因 此 不 能 用 于 非 定常 流动 的 
精确 求解 。 然 而 ， 如 果 是 想得到 时 间 充 分 大 之 后 的 定常 流 场 ， 那 么 流 场 变 量 随时 间 变 化 的 过 
程 就 变 得 无 关 紧 要 了 。 对 于 这 种 情形 ， 使 用 当地 时 间 步 长 往往 能 更 快 地 收敛 到 定常 状态 。 这 
就 是 一 部 分 专业 人 员 使 用 当地 时 间 步 长 的 原因 。 但 此 时 有 这 样 一 个 问题 : 使 用 当地 时 间 步 长 
的 推进 方法 真 的 能 给 出 正确 的 定常 解 吗 ? 尽管 通常 的 回答 是 肯定 的 ， 但 总 有 某 种 难以 令 人 信 
服 的 感觉 。 

第 二 种 选择 是 在 所 有 网 格 点 上 计算 (At);， 从 i=1 到 i=N， 然 后， 从 中 选择 最 小 的 
(Ai): 值 ， 即 取 

Ai = min(Ati, Ab Ab Ai) (7-69 ) 
并 将 这 样 得 到 的 At 用 于 方程 (7-54) ~ 方程 (7-56) ， 以 及 方程 (7-63) ~ 方程 (7-65 ) 。 
按照 这 种 方式 ，t + At 时 刻 所 有 网 格 点 上 的 流 场 变量 都 对 应 着 同一 个 物理 时 刻 。 于 是 ， 时 间 
推进 算法 模拟 了 自然 界 里 实际 存在 的 非 定常 流动 ， 给 出 了 与 非 定常 流 的 连续 性 方程 、 动 量 方 
程 和 能 量 方程 相 容 的 实际 瞬 态 流 场 的 时 间 精 确 解 。 本 书 使 用 这 种 相 容 的 时 间 推 进 ， 尽 管 与 前 
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面 描述 的 当地 时 间 步 相 比 ， 达 到 定常 状态 可 能 需要 更 多 的 时 间 ， 但 令 人 欣慰 的 是 ， 相 容 的 时 
闻 推 进 方法 给 出 了 有 物理 意义 的 瞬 态 变化 ， 通 常 就 是 流 场 变量 在 那 一 时 刻 的 实际 数值 。 因 
此 ， 在 下 面 的 计算 中 将 使 用 式 (7-69) 来 确定 4 值 。 

数值 解法 中 另 一 个 非常 重要 的 方面 就 是 边界 条 件 。 如 果 没 有 对 边界 条 件 进 行 准确 的 物理 
描述 和 恰当 的 数值 处 理 ， 就 不 可 能 获得 流动 问题 正确 的 数值 解 。 首 先 来 研究 图 7-2 所 示 的 亚 
声速 一 超声 速 等 炉 流 的 物理 边界 条 件 ， 这 也 是 这 一 段 的 主要 内 容 。 回 到 图 7-5， 网 格 点 1 和 
N 代表 x 轴 上 的 两 个 边界 点 。 点 1 实际 位 于 驻 室 内 部 ， 是 人 流 边界 ， 来 自 驻 室 的 流体 正 要 进 
入 喷 管 。 相 反 ， 点 N 在 喷 管 出 口上 ， 流 体 即 将 流出 喷 管 ， 是 出 流 边界 。 而 且 ,， 点 1 处 的 流 
动 速度 非常 小 ， 是 亚 声速 的 。 因 此 ， 点 1 不仅 是 人 流 边界 ， 更 是 一 种 亚 声速 人 流 边 界 。 (网 
格 1 处 的 流动 速度 ， 对 应 着 有 限 的 面积 比 4,/4" ， 其 值 并 非 严格 等 于 零 。 如 果真 的 为 零 ， 就 
没有 质量 流 进 喷 管 。 因 此 ， 点 1 并 不 是 严格 地 位 于 流动 速度 为 零 的 驻 室内 。 也 就 是 说 ， 驻 室 
的 面积 理论 上 是 无 限 大 的 ， 但 是 在 开始 进行 计算 的 网 格 点 1， 显 然 其 横 截 面积 是 有 限 的 值 。) 
这 里 就 有 一 个 问题 : 哪些 流动 参数 应 该 在 亚 声 速 人 流 边界 上 明确 给 定 ， 而 哪些 流动 参数 将 作 
为 解 的 一 部 分 在 计算 中 求 得 〈 即 允许 它们 作为 时 间 的 函数 变化 )? 第 3 章 中 一 维 非 定常 流动 
的 特征 线 理 论 可 以 给 出 一 个 正式 的 答案 。 我 们 不 能 为 了 准确 地 研究 边界 条 件 而 全 面 展开 对 特 
征 线 理 论 的 讨论 ， 因 为 这 样 做 超出 了 本 书 的 范围 。 但 我 们 会 给 出 这 种 研究 的 结果 。 读 者 将 会 
发 现 ， 这 些 结 果 在 物理 上 是 合理 的 。3. 4. 1 小 节 指 出 ， 非 定常 无 粘 流动 的 控制 方程 是 双 曲 
的 。 因 此 ， 对 于 一 维 非 定常 流动 ， 在 x*， 上 平面 的 任意 一 点 ， 存 在 两 条 特征 线 。 如 果 我 们 仔 
细 研 究 一 下 图 3-6 ， 就 会 发 现 ， 图 中 过 点 已 的 两 条 特征 线 分 别 被 称 为 左 行 特征 线 和 右 行 特 征 
线 。 在 物理 上 ， 这 两 条 特征 线 分 别 代 表 了 向 上 游 和 下 游 传 播 的 无 限 弱 的 马赫 波 。 它 们 传播 的 
速度 都 是 声速 gc。 现 在 来 看 看 图 7-6 ， 这 里 画 出 的 是 拉 伐 尔 暑 管 〈 图 7-6a) 以 及 相应 的 x，: 
平面 的 示意 图 (图 7-6b) 。 在 点 1 处 ， 当 地 流速 是 亚 声速 的 ， 页 <wi。 所 以 ， 点 1 处 的 左 行 
特征 线 指向 上 游 ， 即 图 7-6 中 的 左边 。 于 是 ， 左 行 马赫 波 (相对 于 运动 着 的 流体 微 团 ) 以 声 
速 向 左 传播 ， 与 缓慢 地 从 左 至 右 运 动 的 低速 亚 声速 流动 的 方向 相反 。 因 此 ， 在 图 7-6b 中 ， 
左 行 特征 线 以 速度 w - 凡 向 左 运动 (这 一 运动 速度 是 相对 于 固定 的 喷 管 的 ) 。 由 于 需要 计算 
的 流 场 区 域 包含 在 网 格 点 1 和 VN 之 间 ， 那 么 ， 左 行 特征 线 向 左 传播 ， 就 是 离开 计算 区 域 ， 
向 区 域外 传播 。 相 反 ， 右 行 特 征 线 是 相对 于 流体 微 团 以 声速 向 右 传播 的 马赫 波 。 图 7-6b 上 ， 
右 行 特征 线 显 然 向 右 运动 。 由 于 点 1 处 的 流体 微 团 已 经 是 向 右 运动 的 ， 而 右 行 马赫 波 ( 特 
征 线 ) 又 相对 于 流体 微 团 以 声速 向 右 端 移动 。 所 以 ， 右 行 特 征 线 向 右 运动 的 速度 是 @ + VV 
(相对 于 喷 管 ) 。 于 是 我 们 看 到 ， 右 行 特征 线 从 点 1 进入 到 计算 区 域 。 

应 该 怎样 处 理 这 些 边界 条 件 昵 ? 特征 线 理论 告诉 我 们 : 在 边界 上 ， 如 果 有 一 条 特征 线 进 
和 人 流动 区 域 之 内 ， 就 必须 在 边界 上 给 定 一 个 流动 参数 。 如 果 有 一 条 特征 线 离开 流动 区 域 ， 就 
必须 允许 某 个 流动 参数 在 边界 上 随时 间 变 化 ， 随 着 时 间 的 推进 ， 用 流 场 变量 来 计算 这 个 流动 
参数 。 但 是 请 注意 ， 在 点 1 处 的 流 线 也 将 穿 过 人 口 边界 ， 进 入 流动 区 域 。 流 线 方 向 起 着 与 特 
征 线 方向 一 样 的 作用 。 根 据 上 面 的 讨论 ， 既 然 在 点 1 处 有 一 条 流 线 进入 流动 区 域 ， 就 要 求 在 
边界 上 再 指定 一 个 流动 参数 。 总 之 ， 在 亚 声 速 人 流 边界 上 ， 必 须 给 定 两 个 独立 的 流动 参数 ， 
同时 允许 第 三 个 流动 参数 变化 。( 以 上 的 讨论 有 意 采用 了 不 太 严 格 但 更 为 直观 的 方式 ， 严 格 
的 数学 分 析 已 经 超出 了 本 书 的 范围 ， 只 能 等 今后 进一步 学 习 时 给 出 。) 

对 网 格 点 入 处 的 出 流 边界 (图 7-6)〉 也 可 以 用 同样 的 思路 来 处 理 。 左 行 特征 线 相对 于 流 
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图 7-6 亚 声速 人 流 和 超声 速 出 流 的 边界 条 件 


体 微 团 以 声速 向 左 传播 。 但 是 ， 流 体 微 团 在 点 N 处 的 速度 是 超声 速 的 。 所 以 左 行 特征 线 
(相对 于 喷 管 以 速度 V, -a 向 下 游 传递 。 在 点 N 处 的 右 行 特征 线 相对 于 流体 微 团 以 声速 
向 右 端 传播 ， 从 而 相对 于 喷 管 以 速度 W + a, 向 下 游 传播 。 于 是 ， 在 超声 速 出 流 边界 上 ， 两 
个 特征 线 都 是 向 区 域外 传播 ， 点 N 处 的 流 线 也 是 如 此 。 所 以 ， 在 超声 速 出 流 边 界 ， 没 有 一 
个 流 场 参数 需要 给 定 。 所 有 变量 在 边界 上 的 值 都 是 变化 的 。 

以 上 的 讨论 从 理论 上 详细 地 解释 了 怎样 处 理 入 流 和 出 流 边界 条 件 。 下 面 讨论 如 何 从 数值 
上 实现 这 些 边界 条 件 。 

亚 声速 人 流 边界 (网 格 点 1) 。 在 这 个 边界 
上 ， 必须 允许 一 个 变量 变化 。 我 们 选择 让 速度 员 
变化 。 从 物理 上 考虑 ， 通 过 喷 管 的 质量 流量 应 该 
能 够 调整 到 一 个 合适 的 定常 状态 。 作 为 这 种 调整 
的 一 部 分 ， 人 允许 V, 变化 是 合理 的 。V, 的 值 随时 间 
变化 ， 就 需要 利用 内 点 上 的 流 场 解 所 提供 的 信息 
进行 计算 (内 点 就 是 那些 不 在 边界 上 的 点 ， 即 图 
7-5 中 的 网 格 点 2 到 网 格 点 N -1) 。 这 里 利用 网 格 
点 2 和 3 处 的 值 ， 用 线性 外 插 法 来 计算 册 ， 如 图 
7-7 所 示 。 线 性 外 插 的 直线 ， 其 斜率 由 网 格 点 2 和 图 77 线性 外 捅 的 示意 图 
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网 格 点 3 决定 ， 即 
WV 
入 


斜率 = 


按照 这 个 斜率 外 播 出 7, 的 值 ， 就 是 


WV 
六 =- 机 2 


Ax 或 Vi =2V, 一 VV (7-70) 
和 


除了 V 之 外 ， 其 他 流 场 参数 都 是 给 定 的 。 既 然 认为 网 格 点 1 位 于 驻 室内 ， 因 此 可 以 规定 点 
1 处 的 密度 和 温度 就 是 灌 止 参数 ， 即 p。 和 7,。 这 两 个 值 是 固定 的 ， 不 随时 间 变 化 。 用 无 量 
纲 量 表示 ， 就 是 
1=1 、 
后 一 1 (国定 的 ， 不 随时 间 而 变化 ) (7771) 
超声 速 出 流 边 界 (网 格 点 N) 。 在 这 里 ， 必 须 允 许 所 有 的 流 场 参数 变化 。 所 以 ， 还 是 要 
用 内 点 处 的 流 场 参 数 进行 线性 外 插 ， 用 无 量 纲 变量 表示 ， 就 是 


Vy =2 了 一 了 内 (7-72a) 
py =2pn-1 Pn-2 . (7-72b) 
Ty =2Ty_1 -Tw (7-72c) 


喷 管 形状 和 初始 条 件 。 喷 管 形状 4 =4(x) 是 给 定 的 ， 并 保持 不 变 (与 时 间 无 关 ) 。 这 里 

给 出 一 个 由 二 次 函数 确定 的 面积 分 布 

A=1+2.2(x-1.5)* 0<x<3 (7-73) 
注意 到 x =1. 5 表示 喷 管 的 喉 道 。x <1. 5 时 为 收敛 段 ，x > 1. 5 时 为 扩张 段 。 图 7-8 按 比例 画 
出 了 这 种 喷 管 的 形状 。 

喷 管 形状 并 不 是 惟一 的 。 对 于 完全 气体 ， 
一 切 都 取决 于 面积 比 沿 喷 管 的 分 布 。 面 积 比 相 
同 的 喷 管 流动 ， 解 都 是 一 样 的 。 因 此 ， 这 里 所 
给 的 喷 管 ， 其 纵 坐 标 可 以 用 任意 一 个 〈 不 为 零 
的 ) 比例 因子 扩大 或 缩小 。 

为 了 启动 时 间 推 进 ， 必 须 给 定 p、T 和 V 的 
初始 条 件 ( 初 值 )。 也 就 是 说 ， 必 须 给 定 ;=0 
时 刻 p、T 和 VV 的 值 ， 这 些 值 都 是 x 的 函数 。 从 
理论 上 讲 ， 初 始 条 件 完 全 是 任意 的 。 但 实际 上 ， 


0 03 0.6 09 12 16 18 21 24 27 3.0 


初始 条 件 需要 认真 地 选择 。 原 因 是 : 沿 喷 管 的 无 量 纲 距离 
1) 初始 条 件 越 是 接近 最 终 的 定常 解 ， 时 间 
推进 就 收敛 得 越 快 ， 计 算 机 运算 的 时 间 就 越 短 。 图 78 计算 时 使 用 的 喷 管 形状 


2) 如 果 初 始 条 件 与 实际 情况 相差 太 远 ， 那 么 在 最 初 几 个 时 间 步 里 ， 时 间 梯 度 可 能 变 得 
很 大 。 也 就 是 说 ， 流 动 变量 的 时 间 导 数 非常 大 。 根 据 作者 的 经 验 ， 对 于 给 定 的 时 间 步 长 Ai 
和 给 定 的 网 格 尺 寸 Ax， 在 时 间 推 进 过 程 的 起 始 阶段 ， 过 大 的 梯度 可 能 导致 计算 不 稳定 。 从 
某 种 意义 讲 ， 可 以 把 时 间 推 进 解法 的 行为 想象 成 一 个 拉 紧 的 橡胶 条 。 在 初始 阶段 ， 橡 胶 条 拉 
得 很 紧 ， 也 就 是 具有 很 大 的 潜力 ， 推 动 流 场 迅速 地 接近 定常 解 。 但 随 着 时 间 的 推进 ， 流 场 越 
来 越 接近 于 定常 解 ， 橡 胶 条 也 就 越 来 越 松 。 于 是 ， 收 敛 速度 逐渐 慢 了 下 来 。( 也 就 是 说 ， 时 
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间 上越 大 ， 由 方程 (7-60) ~ (7-62) 计算 出 的 时 间 导 数 就 越 小 ) 。 在 开始 计算 时 ， 选 择 与 
实际 情况 较为 接近 的 初 值 是 明智 的 。 不 然 的 话 ， 橡 胶 条 拉 得 太 紧 是 要 断 的 。 

所 以 ， 在 确定 初始 条 件 时 ， 与 所 考虑 的 问题 有 关 的 任何 知识 都 是 可 以 利用 的 ， 只 要 能 给 
出 一 个 合适 的 初始 条 件 。 例 如 ， 对 现在 的 问题 ， 我 们 知道 ， 当 流动 通过 喷 管 时 ，p 和 了 减 
少 ， 而 了 增加 。 因 此 ， 应 选择 与 这 种 变化 趋势 相 一 致 的 初 值 。 最 简单 的 做 法 ， 就 是 假设 流 
场 变量 是 * 的 线性 函数 。 我 们 在 1=0 时 刻 给 定 


p=1-0.314x (7-74a) 
T=1-0.2314x (i =0 时 刻 的 初始 条 件 ) (7-74b) 
V=(0.1+1.09x)T (7-74c) 


7.3.2 最 初 几 步 的 中 间 结果 


本 小 节 给 出 了 初始 阶段 的 一 些 计算 结果 。 这 将 有 助 于 读者 对 计算 过 程 的 了 解 。 同 时 ， 这 
里 还 提供 了 一 些 中 间 结 果 ， 以 便 读者 在 运行 自己 编写 的 程序 时 比较 计算 结果 。 
第 一 步 ， 将 式 (7-73) 表示 的 喷 管 形状 参数 和 初始 条 件 式 (7-74) 输入 程序 ,得 到 p、 
7 和 TY 在 :=0 时 刻 的 值 。 表 7-1 列 出 了 这 些 初 值 。 
表 7-1 喷 管 形状 和 初始 条 件 


第 二 步 ， 将 初始 条 件 代 入 方程 (7-51) ~ 方程 (7-53) ， 开 始 预 估 步 的 计算 。 考 虑 图 7-5 
中 网 格 点 i 处 的 计算 。 为 具体 起 见 ， 我们 取 i=16， 这 个 网 格 点 对 应 着 图 7-8 中 喷 管 的 喉 道 。 
由 表 7-1 所 示 的 初始 数据 ， 得 到 


pirl =pm =0. 497 
V1 = Vy =1.463 
7 =7, =0. 630 


ln4,。=0 
| ln4，= 0. 02176 
将 这 些 数 据 代 入 式 (7-51), 得 
opy'™ 1.363 -1. 402 0. 02176 -0 0. 497 - 0. 528 
| = -0.528| 一 -一 一 -一 | -0.528(01. 402)| 一 -一 一 | -1.402| 一 一 一 一 一 一 
的 | 0.1 ] 0 ( 402) [ 0.1 ) | 0.1 ) 
=| -0. 0445 
再 代 人 式 (7-52) , 得 
9 1. 463 - 1. 402 1 [10. 630 -0. 653 ”0. 653 10. 497 - 0. 528 
(¥) = -1.402(—0 一 )- [ + 人 ] 
athie 0.1 1.4 0.1 0. 528 0.1 
=| -0.418 
最 后 代入 式 (7-53), 得 
aT" 0. 630 —0, 653 1. 463 -1.402 0.02176 -0 
一 | =- 一 -一 -一 | -(14-1)(0.653 一 一 -+1.402 
(a). | 0.1 ) )(0.653) x| ol 人 0 ]] 
= 0. 0843 


( 注 ) 上 面 这 些 方 框 中 给 出 的 数值 ， 是 作者 在 苹果 机 上 计算 的 结果 ， 保 留 了 三 位 有 效 数 
字 。 如 果 用 计算 器 来 重复 上 面 的 计算 ， 结 果 将 会 稍 有 不 同 。 这 是 因为 ， 输 入 计算 器 的 数字 已 
经 事先 伟人 到 了 三 位 有 效 数 字 ， 所 以 随后 进行 的 算术 运算 ， 与 计算 机 的 计算 相 比 ， 存 在 着 微 
小 的 误差 。 也 就 是 说 ， 计 算 器 计算 的 结果 ， 不 一 定 与 方 框 中 的 数值 一 模 一 样 。 但 肯定 两 者 之 
间 的 差别 很 小 ， 完 全 可 以 用 来 核对 计算 结果 。 

第 三 步 ， 接 下 来 ， 通 过 方程 (7-54) ~ 方程 (7-56 ) ， 计 算 预 佑 值 〈 带 横 杠 的 量 ) 。 为 
此 ， 先 要 用 式 (7-69) 计算 出 所 有 内 部 网 格 点 ;=2，3，…，30 处 的 At,， 并 根据 式 (7- 
67) ， 取 它们 中 的 最 小 值 作 为 At。 此 处 仅 以 (At)'5 为 例 ， 略 去 了 其 余 所 有 的 计算 过 程 。 计 
算 中 取 柯 朗 数 C =0.5。 注 意 ， 无 量 纲 的 音速 为 

a=VT (7-75) 
此 式 中 ,a 和 7 了 都 是 无 量 纲 量 (a 表示 为 局 部 声速 除 以 a。。 请 读者 自己 推导 式 (7-75))。 由 
式 (7-67) ， 得 


Ax 0. 1 
Cao =d| ]=0 5 | =0.0226 
“° Vs + VT 1. 402 + V0.655 


在 所 有 内 部 网 格 点 上 重复 这 个 计算 过 程 ， 并 选 出 其 中 的 最 小 值 ， 为 
Ai=0.0201 
利用 这 个 值 ， 能 够 计算 出 预 估 值 p>、V 和 7T。 因 为 :=0 +At=A:t， 由 式 (7-54)， 得 
ple” =pi" + () Ar =0. 528 + ( -0.0445)(0.0201) =[0.527| 
由 式 (7-55)， 
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1=0 


- ay 
Vi =vi + (GF) At =1.402 + ( -0.418) (0.0201) =[L.39| 
t 6 


再 由 式 (7-56)， 得 
二 907 
了 T+ 加 At =0. 653 + (0. 0843) (0. 0201) = 
t 


16 


在 所 有 内 部 网 格 点 i=2 到 i=30 上 重复 以 上 计算 过 程 。 当 预 估 步 完成 时 ， 就 得 到 了 所 有 
内 部 网 格 点 i=2 到 i=30 处 的 p、V 和 了 。 当 然 ， 这 其 中 也 包括 P35“、V 和 工人。 还 是 考 
虚 网 格 点 i=16， 将 点 15 和 16 上 带 横 杠 的 量 ( 预 估 值 ) 代入 式 (7-57) ~ 式 (7-59) 各 式 ， 这 
就 开始 了 校正 步 的 计算 。 

第 四 步 。 通 过 式 〈7-57) ,得 


t=A 


9— 
(3 = -0.527(0.653) -0.527(1.39)( -0.218) -1.39( -0.368) =|0. 328 
16 


1 


ot 
而 由 式 (7-58) ， 得 
8 1 0. 655 
(a) = -1.39(0.653) -— -0.257 +0-327] = -0. 400 
dt hie 1.4 0. 527 
由 式 (7.59)， 得 
oT t=At 
(a = -1.39( -0.257) - (1.4 -1)(0.655)[0.653 +1.39( -0.218) ] =[0.267| 
16 


第 五 步 。 将 上 面 的 数值 代入 式 (7-60) ~ 式 (7-62) 中 ， 就 得 到 平均 时 间 导 数 。 由 式 〈7- 
60) ,在 点 i=16 处 ,得 


(3 =0. 5( -0.0445 +0. 328) = D. 142 
由 式 《7-61) ,在 点 i=16 处 ,得 

( 引 =0. 5( -0.418 -0.400) =|-0.409| 
由 式 (7-62), 在 点 i=16 处 , 得 


9 了 


加 -0.5(0.0843 +0.267) =|0. 176 


ot 


第 六 步 。 现 在 ， 用 式 (7-63) ~ 式 (7-65 ) 来 完成 校正 步 的 计算 。 按 照 式 (7-63), 在 i=16 
上 , 得 


t=Al 


pv =0. 528 +0. 142(0.0201) = 0.531 
由 式 〈7-64) ， 在 点 5=16 处 ,得 
V's* =1.402 +( -0.409)(0.0201) =|1. 394| 
根据 式 〈7-65) ， 在 点 ;=16 上 ,得 
7 ”=0.653 +0. 176(0.0201) = 0. 656 
无 量 纲 压力 定义 为 当地 静 压 除 以 驻 室 压力 (总 压 ) pe ， 则 无 量 纲 的 状态 方程 为 
p=pT 
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其 中 , p、p 和 7 是 无 量 纲 量 。 因 此 ,在 点 i=16 处 ,得 
pi =pi8*7 1 =0., 531(0. 656) = 
这 样 就 完成 了 点 i=16 处 的 校正 步 。 对 i=2 到 i=30 的 所 有 网 格 点 重复 上 述 校正 步 的 计算 ， 
就 完成 了 所 有 内 部 网 格 点 的 校正 步 。 
第 七 步 。 边 界 点 处 的 流 场 变 量 。 在 亚 声 速 入 流 边 界 (i =1) ， 通 过 网 格 点 2 和 3 用 线性 
外 插 计算 V。 在 校正 步 完 成 之 后 ,得 到 := At 时 刻 的 V =0.212, Vs =0.312。 由 式 (7-70)， 
得 
Vi =2 友 -内 =2(0.212) -0.312 = 
在 超声 速 出 流 边界 (i = 31) ， 根 据 式 (7-72a) ~ 式 (7-72c) ,用 线性 外 插 计算 出 所 有 流 场 
变量 。 根 据 校 正 步 的 计算 
Vs =1.884， po =0.125， T,, =0.354 
Vo =1.890， pa =0.095， Ts =0.332 
将 这 些 数值 代入 式 (7-72a) ~ 式 (7-72c) ， 得 
Vi =2V0 — Vs =2(1. 890) -1.884 = 
pa =2p -po =2(0.095) -0. 125 = 
7 =279 - To =2(0.332) -0.354 = 0.309 
至 此 ， 我 们 对 第 一 个 时 间 步 ， 即 4 = Ar 时 刻 ， 在 所 有 网 格 点 上 完成 了 全 部 流 场 变量 的 计 


算 。 表 7-2 给 出 了 第 一 个 时 间 步 后 的 流 场 变量 ， 注 意 到 马赫 数 也 在 其 中 。 马 赫 数 (定义 为 当 
地 速度 除 以 当地 声速 ， 无 量 岗 参数 ) 为 


Ma= . (7-76) 
VT 
表 7-2 第 一 个 时 间 步 后 的 流 场 变量 
1 于 4 也 工 工 卫 Ma 
L A* po ao To Po 

1 0. 000 5.950 1. 000 0.111 i. 000 1. 000 0.111 
2 0. 100 5.312 0.955 0.212 0. 972 0. 928 0.215 
3 0. 200 4.718 0.927 0.312 0. 950 0. 881 0.320 
4 0. 300 4. 168 0. 900 0.411 0.929 0. 836 0.427 
5 0. 400 3.662 0. 872 0. 508 0. 908 0. 791 0. 534 
6 0. 500 3. 200 0. 844 0. 603 0. 886 0.748 0.640 
7 0. 600 2.782 0.817 0.695 0. 865 0. 706 0. 747 
8 0. 700 2. 408 0.789 0.784 0. 843 0. 665 0. 854 
9 0. 800 2.078 0. 760 0. 870 0. 822 0..625 0.960 
10 0. 900 1.792 0. 731 0,. 954 0. 800 0. 585 1.067 
11 1. 000 1. 550 0. 701 1.035 0.778 0. 545 1. 174 
12 1. 100 1. 352 0.670 1.113 0.755 0. 506 1. 281 
13 1. 200 1. 198 0. 637 1.188 0.731 0.466 1.389 
14 1. 300 1.088 0. 603 1.260 0.707 0.426 1. 498 
15 1, 400 1.022 0.567 1.328 0.682 0. 387 1. 609 
16 1. 500 i. 000 0. S31 1. 394 0.656 0. 349 1.720 


17 1. 600 1.022 0.494 1.455 0. 631 0.312 1. 833 
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( 续 ) 

7 三 4 p 了 工 2 Ma 
L A po ao To Po 

18 1. 700 1. 088 0.459 1. 514 0. 605 0. 278 1. 945 
19 1. 800 1. 198 0. 425 1. 568 0.581 0.247 2.058 
20 1. 900 1. 352 0. 392 1. 619 0. 556 0.218 2. 171 
21 2. 000 1. 550 0. 361 1. 666 0. 533 0. 192 2. 282 
22 2. 100 1. 792 0. 330 1. 709 0.510 0. 168 2.393 
23 2. 200 2.078 0. 301 1. 748 0. 487 0. 146 2. 504 
24 2. 300 2. 408 0. 271 1.782 0. 465 0. 126 2. 614 
25 2.400 2.782 0.242 1. 813 0.443 0. 107 2.724 
26 2. 500 3. 200 0.213 1. 838 0.421 0. 090 2. 834 
27 2. 600 3. 662 0. 184 1. 858 0. 398 0.073 2. 944 
28 2. 700 4. 168 0. 154 1. 874 0. 376 0. 058 3.055 
29 2. 800 4.718 0. 125 1. 884 0.354 0.044 3.167 
30 2. 900 5.312 0. 095 1. 890 0. 332 0. 032 3. 281 
31 3. 000 5.950 0.066 1. 895 0. 309 0.020 3. 406 


仔细 看 一 下 表 7-2。 其 中 标 着 1=16 的 那 一 行 ， 就 是 上 面 对 点 i=16 的 计算 给 出 的 数值 。 
可 以 用 同样 的 方式 计算 出 所 有 内 部 网 格 点 处 的 数值 。 再 看 看 边界 点 ， 即 表 7-2 中 标 着 1 =1 
和 7=31 的 行 ， 其 中 的 数值 与 刚才 的 结果 也 是 一 样 的 。 


7.3.3 最 终 的 数值 结果 一 一 定常 解 


将 一 个 时 间 步 的 流 场 计算 结果 ( 表 72) 与 前 一 个 时 间 步 的 流 场 (就 是 表 7-1 给 出 的 初 
值 ) 进行 比较 可 以 看 出 ， 流 场 变量 已 经 发 生 了 改变 。 例 如 ， 在 喉 道 (4 =1) 处 ， 无 量 纲 密 
度 从 0. 528 变 到 0. 531， 一 个 时 间 步 的 变化 量 为 0. 57%。 这 正 是 时 间 推 进 解法 的 基本 特性 
一 一 从 一 个 时 间 步 推进 到 下 一 个 时 间 步 ， 流 场 变量 会 发 生 改 变 。 然 而 在 向 定常 解 收敛 的 过 程 
中 ， 经 过 足够 多 的 时 间 步 ， 时 间 : 越 来 越 大 ， 流 场 变量 从 一 个 时 间 步 到 下 一 个 时 间 步 的 改变 
量 越 来 越 小 ， 并 随 着 上 趋 于 无 穷 而 趋 于 零 。 在 实际 应 用 中 ， 这 时 就 可 以 认为 已 经 达到 了 定常 
状态 ,停止 计算 。 计 算 何 时 终止 可 以 由 计算 程序 自动 完成 。 在 程序 中 设置 一 个 测试 步骤 ， 当 
流 场 变 量 的 变化 小 于 某 一 事先 给 定 的 值 (这 个 值 由 读者 自己 给 定 ， 大 小 取决 于 对 最 后 的 
“定常 解 ” 的 精度 要 求 ) 之 后 ， 程 序 将 自动 终止 计算 。 作 者 本 人 更 喜欢 另外 一 种 办 法 : 经 过 
事先 指定 的 若 于 时 间 步 ， 如 果 流 场 变量 已 经 不 再 有 显著 的 变化 ， 那 么 就 停止 计算 。 否 则 就 继 
续 进 行 计算 ， 再 推进 若干 时 间 步 ， 直 到 确认 已 经 收敛 到 定常 解 。 

流 场 变量 随时 间 的 变化 ， 是 以 什么 样 的 方式 进行 的 呢 ? 图 7-9 可 以 使 读者 对 此 有 所 了 
解 。 图 7-9 中 描绘 了 在 喷 管 喉 道 (4 =1, i=16) 处 p、7、P 和 Ma 随时 间 步 变化 的 曲线 ， 横 
坐标 从 0 (表示 初始 条 件 ) 开始 ， 到 100 个 时 间 步 结束 。 因 此 ， 横 坐标 轴 实 际 上 是 时 间 轴 ， 
向 右 表 示 时 间 增 大 。 从 图 中 可 以 看 出 ， 最 大 的 变化 发 生 在 最 初 的 一 段 时 间 。 此 后 ， 就 逐渐 接 
近 最 终 的 定常 状态 ， 这 就 是 前 面 提 到 的 “橡胶 条 效应 ”"。 开 始 ， 橡 胶 条 “ 拉 ” 得 很 紧 ， 流 场 
变量 被 很 强 的 潜力 所 驱动 ， 迅 速 地 发 生 改 变 。 在 时 间 推 进 的 后 期 ， 随 着 解 趋 于 定常 解 ， 橡 胶 
条 变 得 越 来 越 “ 松 ”， 因 此 流 场 变量 随时 间 的 改变 量 也 就 越 来 越 小 。 图 7-9 中 曲线 右 端的 虚 
线 表示 精确 的 解析 解 ， 是 由 7-2 节 中 的 关系 式 给 出 的 。 这 样 就 能 让 读者 看 到 ， 时 间 推 进 过 程 
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正确 地 收敛 于 理论 上 的 定常 解 。 最 后 还 要 指出 ， 计 算 中 没有 添加 人 工 粘性 项 ， 因 为 现在 还 不 
需要 这 样 做 。 


把 变量 的 时 间 导 数 看 作 时 间 的 函数 (或 。 “。 
者 看 作 时 间 步 的 函数 ) 进行 分 析 ， 是 很 有 意 4 08 
思 的 。 图 7-10 给 出 了 哈 道 (网 格 点 i=16) NA 
处 无 量 纲 密度 和 无 量 纲 速度 的 时 间 导 数 随时 。 “06 ~ 
间 步 的 变化 曲线 。 这 些 时 间 导 数 是 用 式 《7- os - 


60) 和 式 〈7-61) 计算 的 平均 时 间 导 数 。 图 0 
7-10 画 的 是 这 些 时 间 导 数 的 绝对 值 。 和 
通过 以 上 的 分 析 可 知 : 精确 值 
1) 在 计算 初期 ， 时 间 导 数值 很 大 , 并 


且 有 振荡 。 这 种 振荡 与 计算 初期 的 瞬 态 过 程 
中 沿 政 管 传播 的 各 种 非 定常 压缩 波 和 稀 朴 波 “0 200 400 600 80 1000 


有 关 。 p 0.8 

2) 在 计算 后 期 时 间 导 数 迅 速 变 小 ，% 07 
经 过 1000 个 时 间 步 ， 时 间 导 数 减 小 了 六 个 06 精确 值 
量 级 。 这 也 正 是 我 们 希望 得 到 的 结果 。 在 理 03 
论 上 ， 达 到 定常 状态 时 (时间 为 无 穷 大 时 才 04 tr 


0 20 40 60 80 1000™ 
能 达到 ) ， 时 间 导 数 将 变 成 零 。 然 而 在 数值 13 
计算 中 ， 经 过 有 限 的 时 间 步 ， 时 间 导 数 并 不 ““ 
会 为 零 。 事 实 上 ， 图 7-10 显示 的 结果 表明 ， 
经 过 1200 个 时 间 步 之 后 ， 时 间 导 数 不 再 变 
化 。 这 是 麦 考 马克 格式 的 特点 。 然 而 在 实际 09 | 
应 用 中 ， 已 经 不 再 变化 的 时 间 导 数 是 如 此 之 0 200 40 600 800 1000 


精确 值 


小 ， 以 至 于 可 以 认为 数值 解 已 经 达到 了 定常 时 间 步 数 
解 。 事 实 上， 图 7-9 中 的 结果 表明 ， 根 据 流 图 7-9 喷 管 喉 道 处 密度 、 温 度 、 
场 变量 自身 数值 的 变化 ， 经 过 500 个 时 间 步 压力 和 马赫 数 的 变化 


就 已 经 达到 了 定常 状态 。 而 在 图 7-10 中 ， 经 过 500 个 时 间 步 ， 时 间 导 数 刚 刚 下 降 两 个 量 级 。 
看 一 下 式 (746) 和 式 (748) ， 图 7-10 所 画 的 曲线 就 是 这 两 个 等 式 右 端的 数值 (绝对 
值 )。 随 着 时 间 推 进 ， 解 趋 近 于 定常 状态 ， 这 两 个 等 式 的 右 端 将 趋 近 于 零 。 由 于 这 两 个 右 端 
并 不 严格 等 于 零 ， 所 以 就 称 为 残 差 。 这 就 是 为 什么 将 图 7-10 的 纵 坐 标 写成 残 差 的 原因 。 当 
CFD 专家 比较 两 种 或 多 种 定常 问题 时 间 推 进 解法 的 优 劣 时 ， 残 差 的 大 小 和 衰减 速度 常常 作 
为 评价 的 主要 指标 。 能 使 残 差 以 最 快 的 方式 衰减 到 最 小 的 算法 ， 通 常 是 最 受 欢迎 的 方法 。 
图 7-11 给 出 的 质量 流量 变化 曲线 可 以 使 我 们 从 另 一 个 角度 来 分 析 流 动 随时 间 变 化 的 方 
式 。 无 量 纲 质 量 流量 pV4(p、V 和 4 是 无 量 纲 量 ) 被 看 成 无 量 纲 轴 向 距离 的 函数 。 图 中 画 出 
了 六 条 曲线 ， 对 应 于 时 间 推 进 过 程 中 六 个 不 同 的 时 刻 。 图 中 的 虚线 是 pV4 初 值 的 分 布 ， 因 此 
被 标 为 0At。 我 们 给 定 的 p 和 的 初 值 、 喷 管 面积 比 4 的 抛物 线 变化 ， 使 得 这 条 虚线 看 起 来 
有 些 奇 怪 ， 类 似 于 扭曲 了 的 正弦 曲线 。 经 过 50 个 时 间 步 ， 沿 喷 管 的 质量 流量 分 布 已 发 生 相 
当 大 的 变化 ， 由 标 有 50Ai 的 曲线 给 出 。 经 过 100 个 时 间 步 (100A1) ， 质 量 流量 已 经 彻底 地 
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发 生 了 改变 ， 在 时 间 推 进 的 初期 ， 由 于 流 场 变量 的 瞬 态 变化 ， 喷 管内 的 质量 流量 来 回 变化 。 
但 经 过 200 个 时 间 步 (200A:) ， 质 量 流 
量 的 分 布 开始 稳定 下 来 。 经 过 700 个 时 
间 步 (700At) ， 质 量 流量 的 分 布 曲线 变 
成 图 中 的 一 条 水 平 线 。 这 表明 ， 喷 管内 
各 个 位 置 上 的 质量 流量 已 经 收敛 到 了 同 
一 个 常数 。 这 一 结果 与 定常 喷 管 流动 的 
结果 
pVA = 常数 
是 一 臻 的， 而 且 这 个 常数 正好 就 是 定常 
解 的 质量 流量 ， 即 
pVA=p* VT” (在 喉 道 处 ) 


0 200 400 600 800 1000 1200 1400 
(7-77) 时 间 步 数 


间 
式 中 , p“ 和 7" 是 喉 道 处 (Ma =1) 的 
- 图 7-10 ” 喷 管 喉 道 处 无 量 纲 密 度 
无 量 纲 密度 和 无 量 纲 温度 读者 很 容易 和 速度 时 间 导数 的 变化 


自己 推导 出 这 个 关系 式 ) 。 根 据 7-2 节 
的 解析 表达 式 ， 当 Ma =1 和 y=1.4 时 , p'=0.634 和 7* =0.833。 将 六 和 和 代入 式 (7- 
77), 得 
pV4 = 常数 =0. 579 
图 7-11 中 的 黑 方块 给 出 的 就 是 这 个 数值 ，700At 时 的 质量 流量 与 黑 方块 所 代表 的 数值 完全 风 


人 
叫 


最 后 ， 对 定常 解 做 一 些 分 析 。 通 过 上 面 的 讨论 以 及 图 7-9 可 以 看 出 ， 从 实用 意义 上 讲 ， 
经 过 500 个 时 间 步 ， 数 值 解 就 已 经 收敛 到 定常 解 了 。 但 是 为 了 保险 起 见 ， 我 们 来 考察 1400 
个 时 间 步 的 结果 。 其 实 ， 在 保留 三 位 小 数 的 精度 下 ，700 个 时 间 步 的 结果 和 1400 个 时 间 步 
的 结果 之 间 并 没有 什么 不 同 。 

对 于 用 数值 解法 得 到 的 定常 解 ， 图 7-12 显示 了 它 的 准确 程度 。 作 为 无 量 纲 轴 向 距离 的 
函数 ， 图 中 给 出 了 无 量 纲 密度 和 马赫 数 沿 暑 管 的 分 布 。 图 中 ， 实 线 表 示 1400 个 时 间 步 的 数 
值 解 ， 圆 点 则 表示 精确 的 解析 解 。 解 析 解 是 由 7. 2 节 的 关系 式 得 到 的 。 其 实 ， 在 许多 介绍 可 
压缩 流动 的 教科 书 中 都 附 有 这 种 解析 解 。 读 者 也 可 以 根据 7. 2 节 的 关系 式 ， 自 己 编写 程序 计 
算 这 些 数 据 。 不 论 解 析 解 是 怎样 得 到 的 ， 图 7-12 清楚 地 表明 ， 数 值 解 与 精确 解 吻合 得 非常 
好 。 

表 7-3 详细 地 列 出 了 经 过 1400 个 时 间 步 所 得 出 的 数值 解 ， 表 中 的 数据 保留 了 三 位 小 数 。 - 
读者 可 以 将 自己 编程 计算 的 结果 与 表 中 的 这 些 数据 进行 对 比 。 从 :=0 时 刻 的 初 场 开 始 ， 经 
历 1400 个 时 间 步 ,无 量 纲 时 间 为 ;=28.952。 但 时 间 是 用 Zas 无 量 纲 化 的 ， 假 设 喷 管 的 长 
度 为 1m， 驻 室温 度 是 标准 海平 面 的 温度 ，T =288K， 则 L/ao = (1m)/(340.2m/s) =2.94 x 
10“s， 因 此 ， 经 过 1400 个 时 间 步 ， 实 际 的 时 间 是 (2.94 x 10 习 ) (28.952) = 0.0851s。 也 就 
是 说 ， 喷 管 流动 从 给 定 的 初始 时 刻 开始 ， 仅 仅 需 要 85. lms 就 收敛 到 了 定常 状态 。 从 实用 意 
义 上 讲 ， 大 约 500 个 时 间 步 就 可 以 认为 达到 了 定常 状态 ， 相 应 的 实际 时 间 约 为 30ms。 
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无 量 纲 质 量 流量 (p 斑 )/(Gaod) 


0 03 06 09 12 15 18 2.1 2.4 27 3.0 
无 量 纲 轴 向 距离 


图 7-11 在 向 定常 状态 推进 的 过 程 中 ， 无 量 纲 质量 流量 〈 作 为 
无 量 纲 轴 向 距离 的 函数 ) 在 六 个 不 同时 刻 的 瞬时 分 布 


无 量 纲 密度 2 


0 03 06 09 12 15 18 21 24 27 3.0 
无 量 纲 轴 向 距离 (2 


图 7-12 无 量 纲 密度 和 马赫 数 的 定常 分 布 精 确 解 
( 圆 点 ) 和 数值 解 ( 实 线 ) 的 比较 ~ 
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表 7-3 1400 个 时 间 步 的 流 场 变量 (控制 方程 为 非 守恒 形式 ) 


x A p Vv T p 
加 4 po a To Po “ ” 

1 0. 000 5.950 1. 000 0. 099 1. 000 1. 000 0. 099 0. 590 
2 0. 100 5.312 0. 998 0.112 0.999 0. 997 0.112 0. 594 
3 0. 200 4.718 0. 997 0. 125 0. 999 0. 996 0. 125 0. 589 
4 0. 300 4.168 0.994 0. 143 0.998 0.992 0. 143 0. 591 
5 0. 400 3. 662 0. 992 0. 162 0. 997 0.988 0. 163 0. 589 
6 0. 500 3. 200 0. 987 0. 187 0. 995 0.982 0. 187 0. 589 
7 0. 600 2.782 0. 982 0.215 0.993 0.974 0.216 0. 588 
8 0.700 2. 408 0.974 0.251 0.989 0. 963 0.252 0. 588 
9 0. 800 2.078 0. 963 0. 294 0. 985 0. 948 0. 296 0. 587 
10 0. 900 1.792 0. 947 0.346 0.978 0.926 0.350 0.587 
11 1. 000 1.550 0. 924 0. 409 0. 969 0. 895 0.416 0. 586 
12 1. 100 1.352 0. 892 0. 485 0. 956 0. 853 0. 496 0. 585 
13 1. 200 1. 198 0. 849 0. 575 0. 937 0. 795 0. 594 0. 585 
14 1. 300 1. 088 0.792 0. 678 0.911 0.722 0.710 0. 584 
15 1.400 1.022 0.721 0. 793 0. 878 0. 633 0. 846 0. 584 
16 1. 500 1.000 0. 639 0.914 0. 836 0. 534 0. 099 0. 584 
17 1. 600 1.022 0. 551 1.037 0.789 0. 434 1. 167 0. 584 
18 1. 700 1.088 0. 465 1.155 0.737 0. 343 1. 345 0. 584 
19 1. 800 1. 198 0. 386 1. 263 0. 684 0. 264 1. 528 0. 585 
20 1. 900 1.352 0. 318 1. 361 0. 633 0. 201 1.710 0. 586 
21 2. 000 1. 550 0. 262 1. 446 0. 585 0. 153 1. 890 0. 587 
22 2. 100 1.792 0.216 1.519 0.541 0.117 2. 065 0. 588 
23 2. 200 2.078 0. 179 1. 582 0. 502 0. 090 2. 233 0.589 
24 2. 300 2. 408 0. 150 1.636 0. 467 0.070 2. 394 0. 590 
25 2. 400 2.782 0. 126 1. 683 0.436 0. 055 2.549 0. 590 
26 2. 500 3.200 0. 107 1. 723 0. 408 0. 044 2. 696 0. 591 
27 2. 600 3. 662 0. 092 1.759 0. 384 0.035 2. 839 0. 591 
28 2.700 4. 168 0. 079 1.789 0. 362 0.029 2.972 0. 592 
29 2. 800 4.718 0. 069 1.817 0.342 0.024 3. 105 0. 592 
30 2. 900 5.312 0. 061 1.839 0. 325 0.020 3. 225 0. 595 
31 3. 000 5. 950 0. 053 1. 862 0. 308 0.016 3.353 0. 585 


表 7-4 给 出 了 密度 比 和 马赫 数 的 数值 解 与 精确 解 的 对 比 。 与 图 7-12 相 比 ， 数 据 的 对 比 
更 为 详细 。 表 中 ,保留 了 三 位 小 数 的 数值 解 并 不 完全 等 于 解析 解 ， 两 者 之 间 存 在 着 很 小 的 误 
差 ， 大 约 在 0.3% ~3.29% 之 间 。 图 7-12 中 的 曲线 无 法 显示 出 这 样 的 误差 。 这 种 误差 的 产 
生 ， 初 看 起 来 可 能 有 以 下 三 个 原因 : 

1) 入 流 边界 条 件 有 小 的 误差 。 

2) 4.3 节 提 到 的 截断 误差 (因为 Ax 为 有 限 值 ) 。 

3) 柯 朗 数 小 于 1 的 影响 (上 述 计算 中 ， 柯 朗 数 取 0.5)。 在 4.5 节 曾 经 提 到 ， 从 精度 上 
考虑 ， 柯 朗 数 应 尽 可 能 接近 1。 
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表 74 密度 比 和 马赫 数 沿 睦 管 的 分 布 


区 去 (数值 解 ) (解析 解 ) 误差 (%) Ma (数值 解 ) Ma (解析 解 ) ”误差 (%) 
0. 000 5.950 1. 000 0.995 0. 50 0. 099 0. 098 1.01 
0. 100 5. 312 0. 998 0. 994 0. 40 0. 112 0.110 1.79 
0. 200 4. 718 0.997 0.992 0. 30 0. 125 0. 124 0.08 
0.300 4. 168 0.994 0.990 0.40 0. 143 0. 140 2. 10 
0. 400 3. 662 0. 992 0. 987 0. S0 0. 163 0. 160 1.84 
0. 500 3. 200 0. 987 0. 983 0. 40 0. 187 0. 185 1.07 
0. 600 2.782 0. 982 0.978 0. 41 0.216 0.214 0.93 
0. 700 2. 408 0. 974 0. 970 0.41 0. 252 0. 249 1. 19 
0. 800 2. 078 0. 963 0. 958 0.52 0.296 0. 293 1.01 
0. 900 1.792 0.947 0. 942 0. S3 0. 350 0. 347 0. 86 
1. 000 1. 550 0. 924 0. 920 0. 43 0. 416 0.413 0.72 
1. 100 1. 352 0. 892 0. 888 0.45 0. 496 0. 494 0. 40 
1. 200 1. 198 0. 849 0. 844 0. 59 0. 594 0. 592 0,. 34 
1. 300 1. 088 0. 792 0.787 0.63 0.710 0. 709 0.14 
1. 400 1. 022 0.721 0.716 0.69 0. 846 0. 845 0.12 
1. 500 1. 000 0. 639 0. 634 0.78 0.999 1. 000 0. 10 
1. 600 1. 022 0. 551 0.547 0.73 1.167 1. 169 0.17 
1.700 1. 088 0.465 0. 461 0. 87 1.345 1. 348 ”0.22 
1. 800 1. 198 0. 386 0. 382 1.04 1.528 1.531 0. 20 
1.900 1. 352 0. 318 0.315 0.94 1.710 1.715 0.29 
2. 000 1. $550 0. 262 0.258 1.53 1. 890 1. 896 0.32 
2. 100 1. 792 0.216 0. 213 1. 39 2. 065 2. 071 0. 29 
2. 200 2. 078 0. 179 0. 176 1.68 2. 233 2. 240 0. 31 
2. 300 2. 408 0. 150 0. 147 2. 00 2. 394 2. 402 0. 33 
2. 400 2. 782 0. 126 0. 124 2. 38 2. 949 2.557 0.31 
2. 500 3. 200 0. 107 0. 105 1.87 2.696 2.706 0. 37 
2.600 3. 662 0. 092 0. 090 2. 17 2. 839 2. 848 0. 32 
2. 700 4. 168 0. 079 0. 078 1.28 2.972 2.983 0.37 
2. 800 4.718 0. 069 0. 068 1. 45 3. 105 3. 114 0. 29 
2. 900 5. 312 0.061 0. 059 3. 29 3.225 3. 239 0. 43 
3. 000 S. 950 0. 053 0.052 1. 89 3. 353 3.359 0.18 


现在 就 对 这 三 个 因素 逐一 进行 考察 。 

人 流 边界 的 误差 。 和 人 流 边界 上 是 存在 “ 建 模 ”误差 的 。 在 第 一 个 网 格 点 * =0 处 ,我们 
假设 密度 、 压 力 和 温度 就 是 驻 室 参数 p。、p。 和 7。， 但 这 只 有 当 Ma =0 时 才 严 格 成 立 。 而 实 
际 上 ，x =0 处 的 面积 比 4/4”=5. 95 是 一 个 有 限 的 值 ， 因 此 ， 无 论 是 数值 解 还 是 解析 解 ， 在 
x =0 处 的 马赫 数 都 不 为 零 (按照 式 (76) ， 当 Ma =0 时 ，4/[4 "应 为 无 穷 大 。 一 一 译 者 注 ) ， 
这 将 允许 有 限 的 质量 流 过 喷 管 。 在 表 7-4 中 , * =0 处 的 数值 解 p/po 等 于 1 (入 口 边 界 条 
件 ) 。 另 一 方面 ，* =0 处 p/po 的 解析 解 为 0.995， 二 者 有 0. 5% 的 误差 。 这 种 建 模 误差 看 上 
去 并 不 大 ， 可 以 忽略 。 

截断 误差 : 网 格 无 关 性 问题 。 网 格 无 关 性 是 CFD 中 需要 认真 考虑 的 问题 ， 这 里 的 数据 
和 分 析 为 引入 这 个 概念 提供 了 一 个 绝 好 的 时 机 。 用 CFD 方法 求解 一 个 流动 问题 时 ， 通 常 流 
场 中 只 有 有 限 多 个 网 格 点 (或 网 格 ) 。 设 网 格 点 数 为 W， 就 会 得 到 这 w 个 网 格 点 上 流 场 变量 
的 数值 。 一 般 人 看 来 ， 这 些 结果 很 好 。 但 如 果 在 同样 的 区 域 上 使 用 2N 个 网 格 点 ， 即 减 小 了 
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网 格 尺 寸 Ax 的 值 (如果 处 理 二 维 问题 ,那么 Ay 也 要 减 小 ) ， 然 后 将 计算 再 做 一 遍 就 会 发 
现 ， 计 算出 的 流 场 变量 与 前 一 次 计算 的 结果 可 能 会 有 很 大 的 差别 。 如 果真 是 这 样 的 话 ， 那 么 
所 得 到 的 解 就 是 所 使 用 的 网 格 点 数 的 函数 ， 这 是 站 不 住 脚 的 。 如 果 可 能 的 话 ， 应 该 不 停 地 增 
加 网 格 点 数 ， 直 到 所 得 的 解 不 再 依赖 于 网 格 点 的 数目 ， 此 时 就 得 到 了 与 网 格 无 关 的 解 。 
问题 : 我 们 现在 的 计算 结果 与 网 格 数 有 关 吗 ? 我 们 在 计算 中 使 用 了 沿 喷 管 均匀 分 布 的 
31 个 网 格 点 。 为 了 和 弄 清 楚 这 个 问题 ， 将 网 格 数 (不 是 网 格 点 数 一 一 译 者 ) 加 倍 ， 取 61 个 网 
格 点 ， 也 就 是 将 Ax 的 值 减 小 一 半 。 表 7-5 比较 了 使 用 31 网 格 点 和 使 用 61 个 网 格 点 的 计算 
结果 ， 给 出 了 喉 道 处 密度 、 温 度 、 压 力 和 马赫 数 的 定常 解 ， 同 时 也 给 出 了 精确 解 。 我 们 注意 
到 ， 尽 管 网 格 点 数 的 增加 确实 提高 了 数值 解 的 精确 度 ， 但 提高 的 幅度 极 小 。 喷 管内 其 他 位 置 
上 的 结果 也 大 致 如 此 。 换 言 之 ， 两 种 网 格 数 的 情况 ， 数 值 计 算 所 得 到 的 定常 解 基本 相同 。 因 
此 可 以 确信 ， 最 初 使 用 31 个 网 格 点 的 计算 结果 基本 上 与 网 格 无 关 。 与 网 格 无 关 的 数值 解 并 
不 严格 等 于 解析 解 ， 但 是 已 经 相当 接近 。 
表 7-5 网 格 无 关 性 的 检验 
喷 管 喉 道 处 的 结果 


项 目 


算 例 1 31 点 
算 例 2:61 点 
解析 解 


对 于 一 个 特定 的 问题 ， 如 何 看 待 数值 解 的 网 格 无 关 性 呢 ? 这 取决 于 你 想 从 数值 解 中 得 到 
什么 。 如 果 你 需要 很 高 的 精度 ， 那 么 就 要 很 仔细 地 研究 网 格 无 关 性 问题 。 如 果 能 够 容忍 数值 
计算 的 结果 可 能 不 是 那么 精确 ( 比如 现在 这 种 1 名 或 2 名 的 误差 ) ， 那 么 就 不 妨 稍微 放松 网 
格 无 关 性 的 标准 (允许 数值 解 与 网 格 点 数 有 一 定 程度 的 相关 性 一 一 译 者 )。 这 样 就 可 以 使 用 
较 少 的 网 格 点 ， 从 而 节省 计算 时 间 (也 就 意味 着 节省 经 费 ) 。 总 之 ， 关 于 网 格 无 关 性 ， 应 该 
根据 情况 做 出 合适 的 选择 。 但 是 ， 对 于 网 格 无 关 性 始终 要 有 一 个 清醒 的 认识 ， 并 针对 所 要 求 
解 的 流动 问题 ， 妥 善 地 解决 这 一 问题 。 例 如 ， 对 目前 的 喷 管 流动 ， 通 过 使 用 越 来 越 多 的 网 格 
点 ， 是 否 能 使 表 7-5 给 出 的 数值 解 最 终 严 格 地 与 解析 解 一 致 ? 如 果 能 ,那么 要 取 多 少 个 网 格 
点 才 行 ? 对 于 这 个 问题 ， 读 者 可 以 用 自己 编写 的 程序 做 一 个 数值 试验 。 

柯 朗 数 的 影响 。 在 4. 5 节 曾 经 指出 : 如 果 柯 朗 数 太 小 ， 那 么 在 一 个 给 定 的 网 格 点 ， 解 析 解 
的 依赖 区 域 就 远 远 小 于 数值 解 的 依赖 区 域 。 这 样 一 来 ， 虽 然 求解 过 程 非 常 稳定 ， 但 解 的 精度 就 
会 有 问题 。 我 们 这 里 的 计算 是 不 是 也 有 这 个 问题 ? 在 计算 中 ,我 们 取 C =0.5。 考 虑 到 线性 双 
曲 型 方程 的 稳定 性 条 件 是 C<1.0 ( 见 4.5 节 ) ， 取 C =0.5 是 不 是 太 小 了 ? 为 了 研究 这 个 问题 ， 
我 们 不 断 提 高 柯 朗 数 ， 并 重复 前 面 的 计算 。 表 7-6 对 C =0.5 ~1.2 之 间 的 六 个 柯 朗 数 ， 给 出 了 
定常 解 在 喷 管 喉 道 处 的 流 场 变量 。 从 表 7-6 中 可 以 看 出 ， 柯 朗 数 不 断 提高 ， 直 到 C =1.1， 计 算 
结果 都 只 有 很 小 的 差别 。 将 柯 朗 数 提高 到 1. 1， 所 得 到 的 数值 解 与 精确 解 吻 合 的 程度 并 不 比 用 
较 小 柯 朗 数 的 结果 更 好 。 如 果 说 有 区 别 ， 其 实用 C =0. 5 得 到 的 结果 比 用 其 他 柯 朗 数 得 到 的 结 
果 更 接近 于 精确 解 。 对 于 表 7-6 中 的 定常 数值 解 ， 为 了 保证 每 一 次 计算 的 无 量 岗 时 间 大 体 上 一 
致 ， 随 着 C 值 的 改变 ， 时 间 步 数 也 要 加 以 调整 。 对 于 每 一 个 不 同 的 C 值 ， 用 式 (7-66) 和 式 
(7-69) 计算 的 At 也 明显 不 同 ， 所 以 必须 做 这 种 调整 。 例 如 ， 前面 取 C =0.5 的 计算 ， 推 进 
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1400 个 时 间 步 ， 对 应 的 无 量 纲 时 间 为 上 = 28.952。 如 果 取 C = 0.7, 时 间 步 数 应 调整 为 
lo 人 了] =1000 ,其 对 应 的 无 量 纲 时 间 为 上 = 28. 961， 与 刚才 的 上 = 28. 952 差不多 。 表 7-6 中 用 


来 比较 的 数据 都 是 采用 这 种 方式 得 到 的 ， 基 本 保持 在 同一 个 无 量 纲 时 间 上 。 
囊 7-6 柯 朗 数 的 影响 
Tr 六 
po 了 0 Po Ve 

0.639 0. 836 0.534 0.999 
0.639 0. 837 0.535 0. 999 
0.639 0. 837 0.535 0.999 
0.640 0. 837 0. 535 0. 999 
0. 640 0. 837 0.535 0.999 
计算 变 得 不 稳定 ， 最 终 发 散 

0. 833 


0. 528 


有 必要 指出 的 是 ， 对 于 现在 求解 的 问题 ， 由 式 〈4-84) 给 出 的 CEFL 准则 〈 即 C<1) 并 
不 完全 适用 。 在 表 7-6 中 , 取 C =1.1 尽管 已 经 破坏 了 CFL 准则 ， 但 求解 仍旧 是 稳定 的 。 可 
是 当 柯 朗 数 提高 到 1.2 时 ， 确 实 出 现 了 不 稳定 ， 程 序 发 散 。 因 此 ， 对 于 本 章 讨论 的 控制 方程 
是 非 线性 双 曲 型 偏 微分 方程 组 的 流动 问题 ， 基 于 线性 方程 的 CFL 准则 并 不 完全 适用 。 当 然 ， 
从 上 面 给 出 的 结果 也 可 以 发 现 ，CFL 准则 确实 能 够 对 Ai 的 值 给 出 好 的 估计 。 尽 管控 制 方程 
组 是 非 线性 的 ，CFL 准则 仍然 是 计算 At 的 各 种 方法 中 最 可 靠 的 。 


7.4 全 亚 声速 等 精 喷 管 流动 的 CFD 解法 


本 小 节 研 究 通过 喷 管 的 全 亚 声速 流动 。 与 7. 2 节 介绍 的 亚 声 速 一 超声 速 等 炉 流 动 的 解法 
相 比 ， 这 里 的 区 别 主 要 有 以 下 几 个 方面 : 

1) 对 于 喷 管 中 的 亚 声 速 流动 ， 有 无 穷 多 个 可 能 的 等 炉 解 ， 每 一 个 解 对 应 着 一 个 指定 的 压 
力 比 p./p。( 喷 管 出 口 压力 与 驻 室 压 力 之 比 )。 图 7-13 给 出 了 两 个 这 样 的 解 。 其 中 一 种 情形 
(用 下 标 表示 )， 出 口 压力 《p,)。 只 比 人 口 压力 po 小 一 点 儿 。 这 种 小 小 的 压力 差 在 奔 管 中 产 
生 了 一 阵 “ 微 风 ” 式 的 流动 。 沿 喷 管 收缩 段 ， 随 着 距离 的 增加 ， 马 赫 数 不 断 增 大 ， 在 最 小 截 
面 处 达到 峰值 (这 个 峰值 马赫 数 远 小 于 1)。 然 后 ， 在 喷 管 扩张 段 ， 马 赫 数 随 着 距离 的 增加 反 
而 下 降 ， 在 出 口 处 马赫 数 (Ma)。 非常 小 。 如 果 减 小 出 口 压力 ， 喷 管 两 端 就 有 了 更 大 的 压力 差 ， 
因而 通过 喷 管 的 流动 就 更 快 。 例 如 ， 图 7-13 中 下 标 为 的 情形 ，(p。), < (p.)。， 尽 管 自始至终 
仍然 全 是 亚 声速 流动 ， 但 喷 管 内 流动 的 马赫 数 更 大 。 如 果 出 口 讨 力 继续 减 小 ， 会 有 这 样 一 个 压 
力 值 ， 设 为 〈P.).， 使 得 喉 道 处 的 马赫 数 刚好 达到 1， 如 图 7-13 所 示 。 根 据 当 地 声速 的 关系 
式 ， 此 时 最 小 截面 上 的 压力 等 于 0. 528po。 仔 细 考 察 图 7-13 可 以 发 现 ， 当 出 口 压力 p. 介 于 
(p.)。 和 po 之 间 时 ， 喷 管内 的 流动 全 是 亚 声 速 的 。 在 po 到 (p.)。 之 间 有 无 穷 多 个 p.， 相 应 地 
就 有 无 穷 多 个 这 样 的 亚 声速 流动 。 所 以 ， 如 果 距 管内 是 亚 声速 流动 ， 其 流动 参数 由 当地 的 面积 
比 4/4,(4, 是 最 小 面积 一 一 喉 道 面积 ) 和 喷 管 两 端的 压力 比 p./po 确定 。7. 2 节 介 绍 的 亚 声速 
一 超声 速 流 情况 则 不 同 ， 由 式 〈7-6) 可 知 ， 当 地 马赫 数 只 依赖 于 面积 比 ( 所 以 各 个 流动 参数 
也 都 只 依赖 于 面积 比 ， 参 见 式 (7-7) ~ 式 (7-9)。 一 一 译 者 注 ) 。 
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图 7-13” 拉 伐 尔 喷 管 中 的 全 亚 声速 流动 


2) 亚 声 速 情 况 下 ， 在 最 小 面积 4, 处 的 马赫 数 小 于 1。 因 此 ，4, 不 同 于 7.2 节 定 义 的 声 
速 喉 道 面积 4” 。 也 就 是 说 ，4 "是 对 应 于 声速 流动 的 喉 道 面积 。 因 此 ， 在 全 亚 声速 流动 情况 
下 ,4 "仅仅 是 一 个 参考 面积 ， 并 且 4” <4,。 

全 亚 声速 流动 的 解析 解 由 以 下 步 又 给 出 。 先 要 给 定 出 口 / 驻 室 压 力 比 ， 即 给 定 Po/po。 由 
于 喷 管 内 的 总 压 是 常数 ， 由 式 (7-7)， 用 p./po 值 可 以 确定 Wo.， 即 


pe y-1 2 -7 
: (1 了 :] (7-78) 
一 日 通过 求解 方程 (7-78) 得 到 Wo.，4 "的 值 就 能 够 用 式 (7-6) 计算 ， 即 
4。 1 2 y-1 ， 污 
= 1 Ma - 
4 mlzil 一 2 ] (0779) 


前 面 说 过 ， 在 这 种 情况 下 ，A“ 仅 是 一 参考 值 ， 它 小 于 喉 道 面积 4,。 已 知 4* ， 用 当地 截面 积 
除 以 4 ， 即 4/4" ,再 次 利用 式 (7-6) ， 就 可 以 确定 当地 马赫 数 Ma。 最 后 ， 通 过 关系 式 (7- 
7) ~ 式 79)， 当 地 Ma 的 值 就 决定 了 当地 的 p/po、p/po、7T/To。 
7.4.1 问题 的 提 法 : 边界 条 件 和 初始 条 件 

给 定 共 有 如 下 面积 分 布 的 喷 管 〈 这 里 的 所 有 记号 都 是 无 量 岗 量 ) 


2 
区 x 
1+2.2| 工 -15] 0< 了 <L5 (7-80a) 


> 


2 
: 1+0.2223 (15 1.5< 卫 <3.0 (7-80b) 
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上 式 中 ，4 表示 喷 管 喉 道 处 的 截面 积 。 记 住 只 要 喉 道 处 的 流动 是 亚 声速 的 ，4, 就 不 等 于 
。 事 实 上 ，4, >4* ， 面 积分 布 满足 式 〔7-808) 和 式 《7-80b》 的 磺 管 ， 由 图 7-14 所 示 。 
流动 的 控制 方程 仍 为 式 (7.46) 、 式 (7-48) 

和 式 (7-50)， 与 7. 3 节 讨 论 亚 声速 一 超声 速 流 

动 时 相同 。 
正如 7.4 节 开 始 时 所 说 的 ， 对 亚 声速 流动 ， 

为 了 得 到 惟一 的 解 ， 需 要 给 定 喷 管 两 端的 压力 

比 。 边 界 条 件 的 处 理 必须 反映 这 一 事实 。 在 图 

7-15 中 ， 对 亚 声 速 和 人流 边界 ， 点 1 处 边界 条 件 

的 处 理 与 7. 3. 1 小 节 完 全 相同 。 但 此 时 出 流 边 界 图 7-14 全 亚 声速 的 破 管 流动 

也 是 亚 声速 的 。 在 边界 条 件 的 讨论 中 我 们 知道 ， 在 亚 声速 出 流 边界 上 ， 有 一条 向 右 传 播 的 特 

征 线 〈 右 行 特征 线 ) 和 一 条 向 左 传播 的 特征 线 ( 左 行 特征 线 ) 。 同 时 ， 点 NN 处 的 流 线 也 是 右 

行 的 。 从 图 7-15 可 以 看 到 ， 在 点 N 处 ， 有 一 条 特征 线 ( 右 行 特征 线 ) 指向 流动 区 域 之 外 ， 

沿 流 线 的 流动 ， 方 向 也 指向 流动 区 域 之 外 。 按 照 7. 3. 1 小 节 关于 边界 条 件 的 讨论 ， 这 意味 着 

在 边界 点 入 处 应 该 允许 两 个 流动 变量 变化 。 另 一 方面 ， 在 点 N 处 还 有 一 条 特征 线 ( 左 行 特 

征 线 ) 进入 流动 区 域 ， 这 表示 在 边界 点 N 处 有 一 个 流动 变量 必须 给 定 。 这 恰好 与 刚才 从 物 

理 上 进行 的 讨论 一 致 ， 即 : 为 了 得 到 喷 管 内 全 亚 声 速 流 动 的 惟一 解 ， 需 要 给 定 喷 管 两 端的 压 

力 比 p/po。 也 就 是 说 ， 对 于 固定 的 p。， 需 要 给 定 出 口 压力 p,。 


、 

、 

、 

入 人 天 =- \ 归 - 
党 7 人 
时 流 线 方向 i 

dx | N ™ 

9 ) 


图 7-15 亚 声速 人 流 和 出 流 边界 条 件 分 析 


数值 求解 中 如 何 给 定 p. 呢 ? 回 到 控制 方程 组 式 (7-46) 、 式 (7-48) 和 式 (7-50)。 在 
这 些 方程 中 ， 未 知 函 数 是 密度 、 速 度 和 温度 ， 不 包括 压力 。 但 通过 状态 方程 
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p=pRT (7-81) 
给 定 的 p。 就 是 给 定 了 乘积 p,RT,。 用 方程 式 《7-46)、 式 (748) 和 式 (7-50) 中 的 无 量 岗 
量 ， 在 喷 管 出 口 处 ， 式 (7-81) 成 为 
pe =peT。 (7-82) 
边界 条 件 的 数值 实现 按 以 下 方式 完成 。 亚 声速 入 流 边界 完全 按照 7. 3.1 小 节 中 的 方法 ， 
即 用 式 (7-70) 和 式 (7-71) 来 处 理 。 对 于 亚 声速 出 流 边界 ， 有 
px = 给 定 值 (7-83) 
虽然 pv 和 和 wy 是 控制 方程 组 的 未 知 函数 ， 是 关于 时 间 的 函数 ， 但 始终 是 与 式 (7-83) 给 出 的 
压力 边界 条 件 耦 合 在 一 起 的 。 也 就 是 说 ， 不 管 pwy 和 TV 从 一 个 时 间 步 到 下 一 时 间 步 如 何 变 
化 ,在 每 一 个 时 间 步 ， 必 须 满足 下 面 的 约束 


pwTw =pw = 给 定 值 (7-84) 
实现 这 种 耦合 的 一 种 方法 ， 是 用 线性 外 插 得 出 Tw ， 即 
Ty =27N 一 了 ， (7-85 ) 
利用 状态 方程 式 (7-83) 和 了 wv 的 值 可 计算 出 pw ， 即 
， 只 “给 定 值 
Ar TY T， (7-86) 


从 式 (7-85) 得 到 的 Ty 连同 式 (7-86) 得 到 的 py 一 起 ,保证 了 px 恒 为 给 定 的 值 。 也 可 以 通 
过 线性 外 插 计算 pv ， 即 


pw =2pw-1 ~Pw-2 (7-87) 
通过 状态 方程 计算 Ty， 即 
px 给 
TV = 一 = 给 定 什 (7-88) 
pn pn 


从 式 (7-87) 和 式 (7-88) 得 到 的 p;! 和 Tw 值 也 保证 了 pw 保持 在 给 定 值 上 。( 根 据 作者 的 经 
验 ， 无 论 是 使 用 式 (7-85) 和 式 〈7-86) 外 插 出 温度 ， 还 是 使 用 式 (7-87) 和 式 (7-88) 外 
插 出 密度 ， 效 果 都 是 一 样 的 。) 

最 后 ， 和 以 前 一 样 ， 用 线性 外 插 计 算 下 游 边 界 的 速度 Vy 

Vy =2V, -TV (7-89) 

( 注 ) 对 现在 求解 的 问题 ， 在 建立 边界 条 件 时 还 有 其 他 因素 需要 考虑 ， 我 们 在 7.4.3 小 
节 还 会 重新 进行 讨论 。 

最 后 ， 对 于 初始 条 件 ， 可 以 使 用 下 面 的 关系 式 


P =1.0 -0.023x’ (7-90a) 
T’=1.0~0. 009333x’ (7-90b) 
办 =0.05 +0. 1ix’ (7-90c) 


这 些 关系 式 给 定 了 +=0 时 刻 的 初始 流 场 。 

和 以 前 亚 声速 一 超声 速 流动 的 求解 过 程 一 样 ， 求解 全 亚 声 速 流 场 时 仍 使 用 麦 考 马 克 预 估 
校正 显 式 有 限 差分 法 进行 时 间 推 进 。 事 实 上 ， 对 于 本 节 所 讨论 的 亚 声 速 流动 ， 读 者 只 需 稍 微 
地 修改 一 下 自己 以 前 编写 的 计算 机 程序 ， 只 需 改变 初始 条 件 、 喷 管 形状 和 下 游 边界 条 件 的 处 
理 方法 。 因 此 ， 这 里 就 不 再 给 出 计算 过 程 了 。 
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7.4.2 ”最终 的 数值 结果 一 一 麦 考 马 殉 (MacCormack) 方法 


7.3.2 小 节 曾 经 给 出 了 第 一 个 时 间 步 详细 的 计算 结果 ， 并 讨论 了 其 中 的 过 程 。 既 然 在 此 
使 用 完全 相同 的 方法 ， 那 么 就 没有 必要 再 讨论 计算 的 中 间 过 程 ， 可 以 直接 给 出 最 终 的 计算 结 
果 。 

给 定 喷 管 两 端的 压力 比 p./p。=0.93， 图 7-16 和 图 7-17 给 出 了 流 场 变量 在 趋 于 定常 的 过 
程 中 随时 间 的 变化 。 图 7-16 给 出 了 三 | 
个 不 同时 刻 喷 管内 无 量 纲 质量 流量 的 
分 布 。 标 有 0A: 的 虚线 对 应 着 初 值 。 
经 过 500 个 时 间 步 〈 标 有 500A 的 曲 
线 ) ， 质 量 流 量 已 经 向 定常 值 靠近 。 
经 过 5000 个 时 间 步 ， 质量 流 已 收敛 
成 一 条 水 平 直线 ， 也 就 是 说 ，pAV = 
常数 。 实 心 圆 点 表示 解析 解 ， 数 值 解 
和 解析 解 吻 合 得 很 好 。 图 7-17 给 出 了 
四 个 不 同时 刻 喷 管内 的 压力 分 布 ， 虚 图 7-16 不 同时 刻 质量 流量 的 变化 
线 还 是 表示 初 值 。 请 注意 ， 此 时 出 口 (全 亚 声 速 流 ,p,/po =0.93) 

处 的 压力 比 与 0.93 这 一 给 定 值 相 比 

要 小 一 些 。 然 而 ， 经 过 第 一 个 时 间 步 ， 强 加 的 边界 条 件 p,/p。=0.93 和 式 (7-84) 产生 了 作 
用 。500At、1000At 和 5000As 时 的 压力 分 布 曲线 在 路 管 出 口 处 汇集 在 同一 个 点 ， 就 反映 了 
这 一 事实 。 图 7-17 中 实心 圆 点 表示 解析 解 。 

表 7-7 中 给 出 了 流 场 变量 最 终 的 定 10 
常 解 ( 作 为 喷 管 轴 向 距离 的 函数 )， 包 
括 质量 流量 。 计 算 中 ， 沿 喷 管 均匀 分 布 
了 31 个 网 格 点 ， 柯 朗 数 取 0.5。 表 中 给 
出 的 是 5000 个 时 间 步 的 计算 结果 。 取 
5000 个 时 间 步 是 相当 保守 的 。 从 实用 角 08 
度 讲 ， 经 过 2500 个 时 间 步 计算 就 已 收 
敛 。 解 的 收敛 性 可 以 用 残 差 (无量 纲 时 
间 导 数 的 平均 值 ) 来 表示 。 经 过 500 个 
时 间 步 ， 残 差 为 10” 基 级 ; 经 过 2500 图 7-17 不 同时 刻 压力 分 布 的 变化 
个 时 间 步 ， 残 差 为 10“”; 经 过 5000 个 (全 亚 声 速 流 ，p./po =0.93) 
时 间 步 ， 残 差 为 10 -5。 


h 


表 7-7 5000 个 时 间 步 的 流 场 变量 〈 亚 声速 流动 ) 


! L A, po ao To Po Ma ™ 

1 0. 000 5.950 1. 000 0. 079 1. 000 1. 000 0. 079 0. 469 
2 0. 100 $.312 0. 998 0. 089 0.999 0.997 0. 089 0.472 
3 0. 200 4.718 0.998 0. 099 0.999 0.997 0. 099 0. 467 
4 0. 300 4. 168 0. 996 0. 113 0. 998 0. 995 0. 113 0. 468 
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( 续 ) 

1 EE 4 2 二 工 2 Ma 由 
L 4, po ao To Po 

5 0. 400 3. 662 0.995 0. 128 0.998 0.992 0. 128 0. 467 
6 0. 500 3. 200 0.992 0.147 0.997 0.989 0. 147 0. 467 
7 0. 600 2. 782 0.989 0. 170 0. 995 0. 984 0. 170 0. 466 
8 0. 700 2. 408 0. 984 0. 197 0. 993 0. 977 0. 197 0. 466 
9 0. 800 2.078 0.977 0. 229 0. 991 0. 968 0. 230 0. 466 
10 0. 900 1. 792 0. 968 0. 268 0. 987 0. 955 0.270 0. 465 
11 1. 000 1. 550 0.955 0. 314 0.982 0. 937 0.317 0. 465 
12 1. 100 1.352 0.938 0. 367 0. 975 0. 914 0. 371 0. 465 
13 1. 200 1. 198 0. 916 0. 424 0. 966 0. 885 0. 431 0. 465 
14 1. 300 1. 088 0. 892 0. 480 0. 955 0. 853 0. 491 0. 466 
15 1. 400 1.022 0. 871 0. 524 0.946 0. 824 0.539 0. 467 
16 1. 500 1. 000 0. 862 0. 542 0.942 0. 812 0. 559 0. 467 
17 1. 600 1. 002 0. 863 0. 540 0. 943 0.814 0. 556 0. 467 
18 1.700 1. 009 0. 865 0. 535 0.944 0. 816 0.551 0.467 
19 1. 800 1.020 0. 869 0. 526 0. 946 0. 822 0. 541 0. 467 
20 1.900 1.036 0. 875 0.516 0.948 0. 829 0. 530 0. 467 
21 2. 000 1. 056 0. 881 0. 502 0. 951 0. 838 0. 515 0. 467 
22 2. 100 1. 080 0. 888 0. 487 0.954 0. 847 0. 499 0. 467 
23 2. 200 1. 109 0. 896 0. 470 0. 957 0. 857 0. 481 0. 467 
24 2. 300 1. 142 0. 903 0. 453 0. 960 0. 867 0. 462 0. 467 
25 2. 400 1. 180 0.911 0. 434 0. 963 0.877 0. 443 0. 467 
26 2. 500 1. 222 0.918 0.416 0.966 0. 887 0. 423 0. 467 
27 2. 600 1.269 0.925 0. 398 0. 970 0. 897 0. 404 0. 467 
28 2.700 1. 320 0. 932 0. 379 0. 972 0. 906 0. 385 0. 467 
29 2. 800 1. 376 0.938 0.362 0. 975 0.915 0. 366 0. 467 
30 2.900 1. 436 0. 944 0.344 0.977 0.923 0. 348 0. 467 
31 3. 000 1. S00 0. 949 0.327 0. 980 0. 930 0. 331 0. 466 


表 7-8 给 出 了 经 过 5000 个 时 间 步 后 得 到 的 数值 解 与 精确 解 的 对 比 。 全 亚 声速 流动 数值 
解 的 精度 与 亚 声速 一 超声 速 等 箭 流动 数值 解 的 精度 大 致 相同 。 

研究 一 下 达到 定常 状态 所 需要 的 时 间 是 非常 有 意义 的 。 此 时 

1 一 -84.3 
(L/ao) 

前 面 计算 的 亚 声 速 一 超声 速 流动 时 ， 经 过 500 个 时 间 步 达到 收 化 ， 所 需 的 无 量 纲 时 间 为 
10.3。 对 于 相同 的 喷 管 长 度 工 和 相同 的 驻 室 声速 a。， 亚 声速 流动 需要 花 更 长 的 时 间 来 达到 
定常 状态 。 达 到 定常 所 需 的 时 间 从 某 种 意义 上 代表 了 一 个 流体 微 团 流 过 喷 管 所 花费 的 时 间 
( 称 为 迁移 时 间 ) 。 要 达到 的 定常 状态 ， 需 要 几 倍 于 迁移 时 间 的 过 程 ， 这 也 是 初 值 流 过 喷 管 
所 需 的 时 间 历 程 。 对 于 全 亚 声速 流动 ， 流 体 微 团 的 平均 速度 远 低 于 亚 声速 一 超声 速 流 动 的 流 
速 。 因 此 ， 亚 声速 时 的 迁移 时 间 更 长 。 与 定常 超声 速 流动 相 比 ， 建 立定 常 亚 声速 流动 要 花 更 
长 的 时 间 ， 从 已 得 到 的 结果 中 可 以 明显 地 看 出 这 种 趋向 。 
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表 7-8 数值 解 与 精确 解 的 对 比 


三 区 全 (数值 解 》 全 (解析 解 ) 误差 (%) Ma (数值 解 ) Ma (解析 解 ) 误差 (%) 
0. 000 5.950 1.000 0. 997 0.30 0.079 0.077 2.50 
0. 100 5.312 0. 998 0. 996 0. 20 0. 089 0.086 3. 30 
0. 200 4,718 0. 998 0.995 0. 30 0. 099 0. 097 2. 00 
0. 300 4. 168 0. 996 0. 994 0. 20 0. 113 0. 110 2. 65 
0. 400 3. 662 0. 995 0. 992 0. 30 0. 128 0. 126 1. 56 
0. 500 3. 200 0. 992 0. 990 0. 20 0. 147 0. 144 2. 04 
0. 600 2.782 0. 989 0. 986 0. 30 0. 170 0. 167 1.76 
0. 700 2. 408 0. 984 0. 981 0. 30 0. 197 0. 194 1.52 
0. 800 2.078 0.977 0.975 0.20 0. 230 0. 226 1.74 
0. 900 1.792 0. 968 0. 966 0. 20 0. 270 0. 265 1. 85 
1. 000 1.550 0.955 0.953 0.21 0. 317 0. 312 1.58 
1. 100 1.352 0.938 0.936 0.21 0. 371 0. 365 1.62 
1. 200 1. 198 0.916 0.916 0.00 0. 431 0. 423 1.86 
1. 300 1.088 0. 892 0, 893 0. 11 0. 491 0. 480 2. 24 
1. 400 1.022 0. 871 0. 875 0. 46 0. 539 0.524 2.78 
1. 500 1. 000 0. 862 0. 867 0. 58 0. 559 0. 541 3. 22 
1. 600 1.002 0. 863 0. 868 0.58 0.556 0.539 3.06 
1. 700 1. 009 0. 865 0. 870 0. 57 0. 551 0. 534 3.09 
1. 800 1.020 0. 869 0. 874 0.58 0. 541 0.526 2.77 
1. 900 1.036 0. 875 0. 879 0.46 0. 530 0.514 3.02 
2. 000 1.056 0. 881 0. 885 0.45 0. 515 0. 500 2.91 
2. 100 1.080 0. 888 0. 892 0.45 0. 499 0.485 2. 81 
2. 200 1.109 0. 896 0. 898 0.33 0. 481 0. 468 2.91 
2. 300 1.142 0. 903 0. 906 0. 33 0. 462 0. 4S0 2. 60 
2. 400 1.180 0.911 0.913 0.22 0. 443 0. 431 2.71 
2. 500 1. 222 0.918 0.920 0.22 0. 423 0.413 2.36 
2. 600 1.269 0.925 0. 926 0.11 0. 404 0. 394 2. 48 
2. 700 1. 320 0. 932 0. 933 0. 11 0. 385 0.376 2.34 
2. 800 1.376 0.938 0.939 0.11 0. 366 0.358 2.19 
2. 900 1.436 0. 944 0. 944 0. 00 0. 348 0. 340 2. 30 
3. 000 1. 500 0. 949 0. 949 0.00 0. 331 0. 324 2. 11 


7.4.3 求解 失败 的 原因 


7. 4.1 节 关于 边界 条 件 的 讨论 ， 还 有 -一些 内 容 没有 包括 进来 。 下 面 对 此 做 进一步 的 分 
析 。 

考虑 p/po。 =0.90 的 情形 ， 这 比 7.4.2 小 节 的 压力 比 p,/p。=0.93 更 强 。 所 以 ， 喷 管内 流 
动 的 马赫 数 将 更 大 。 根 据 精 确 解 ，p./p = 0.90 时 喷 管 内 的 定常 流动 仍然 处 处 是 亚 声速 的 。 
理论 上 ， 出 现在 喉 道 处 的 最 大 马赫 数 是 Ma, =0. 721， 出 口 处 的 马赫 数 是 0. 391。 但 即使 条 件 
与 7.4.2 小 节 完 全 相同 (相同 初始 条 件 、 相 同 的 柯 朗 数 和 相同 的 边界 条 件 处 理 方法 ) ，p,/p。 
=0.90 时 ， 求 解 过 程 却 变 成 不 稳定 的 ， 最 终 发 散 。 研 究 这 种 现象 并 推测 其 产生 的 原因 ， 对 
我 们 具有 指导 意义 。 

图 7-18 给 出 了 四 个 不 同时 刻 喷 管内 的 压力 分 布 ， 标 着 0At 的 虚线 表示 ! =0 时 刻 的 初始 
压力 分 布 。 经 过 400 个 时 间 步 〈 标 有 400At 的 曲线 ) ， 其 流动 看 上 去 正 朝 着 定性 上 正确 的 解 
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移动 。 经 过 800 个 时 间 步 ， 它 的 解 看 上 去 已 接近 了 正确 的 解析 解 。 例 如 ， 此 时 的 数值 结果 给 
出 喉 道 处 的 马赫 数 Ma, = 0. 704 ， 非 常 接 
近 于 理论 值 0.721。 图 7-18 给 出 了 更 进 p 
一 步 的 比较 ， 图 中 实心 圆 点 代表 p/po 的 “ 
解析 解 。 注 意 在 喷 管 收缩 段 (x/L < 
1.5)， 我 们 几乎 得 到 定常 解 。 然 而 ， 
800At 时 的 曲线 在 下 游 边界 附 近 出 现 了 
小 的 振荡 。1200At 时 的 分 布 曲线 ， 振 荡 
明显 加 剧 ， 此 后 不 久 就 发 散 了 。 与 图 7- 
17 所 示 的 po/po =0. 93 的 情况 相 比 ，P。/ 
po =0. 90 时 出 现 了 完全 不 同 的 现象 。p./ 
po = 0.93 时 ， 经 过 大 约 2500 个 时 间 步 ， 
数值 解 收敛 于 定常 解 。 

为 什么 图 7-18 中 的 振荡 会 进一步 发 
展 呢 ? 简 而 言 之 ， 是 因为 有 限 波 从 下 游 
边界 处 反射 ， 而 这 种 反射 完全 是 由 数值 
上 的 原因 引起 的 。 由 于 在 计算 过 程 中 要 
保持 出 口 压力 p, 为 常数 ， 就 完全 应 该 料 
到 ， 非 定常 喷 管 流动 中 向 右 传播 的 有 限 
压缩 波 和 稀 玖 波 会 从 常 压 边界 反射 。 如 
果 这 些 波 足 够 强大 ， 那 么 在 下 游 边界 附 
近 将 出 现 较 大 的 振荡 。 经 过 足够 长 的 时 
间 ， 这 种 振荡 最 终 导致 计算 发 散 。 显 图 7-18 不 同时 刻 压 力 分 布 的 变化 
然 ， 对 于 不 太 强 的 压力 比 ， 例 如 p./p。 = (全 亚 声 速 流 ,，p./po =0. 90) 

0. 93 ， 喷 管内 产生 较 弱 的 非 定常 波 ， 当 ( 圆 点 表示 解析 解 。 注 意 1200 个 时 间 步 后 的 振荡 现象 ) 
这 些 波 从 下 游 边界 反射 时 ， 不 会 引起 振荡 。 

让 我 们 从 物理 上 重新 对 “规定 出 口 处 的 压力 不 变 ,保持 恒定 ”这 种 下 游 边 界 条 件 进 行 
研究 。 在 物理 上 ， 这 样 的 规定 仪 在 定常 情况 下 才 成 立 。 在 非 定常 流动 中 ， 有 限 压 缩 波 和 膨胀 
波 在 喷 管 里 来 回 运 动 。 当 这 些 波 从 下 游 边 界 传播 出 喷 管 时 ， 所 有 流动 变量 (包括 压力 ) 都 
随 着 时 间 变 化 。 这 才 是 真实 的 物理 现象 。 

在 上 面 的 数值 计算 中 ， 不 允许 下 游 边 界 处 的 压力 变化 ， 规 定 下 游 边 界 处 的 压力 保持 恒 
定 ， 与 时 间 无 关 。 当 流动 接近 定常 状态 时 ， 这 是 正确 的 边界 条 件 。 但 是 ， 在 时 间 推 进 过 程 中 
发 生 非 定常 变化 时 ， 这 种 规定 在 物理 上 是 不 正确 的 。 因 此 ， 当 出 口 处 压力 恒定 时 ， 这 些 波 在 
某 种 程度 上 被 挡 在 了 喷 管 内 ， 无 法 传播 出 去 。 当 压力 比 p,/po 足够 强 (例如 p/p。 =0.90)， 
流动 初期 产生 的 非 定 常 有 限 波 也 很 强 ， 从 常 压 边界 上 的 非 物 理 反射 最 终 发 展 成 图 7-18 所 示 
的 振荡， 结果 使 计算 发 散 。 反 之 ， 如 果 压 力 比 pvpo 比较 弱 〈 例 如 Pop =0.93) ， 非 定常 有 
限 波 也 弱 ， 就 能 够 得 到 正确 的 定常 状态 。 

为 了 改变 p./p。=0.90 时 不 成 功 的 求解 ， 可 以 试 着 做 一 些 改 进 。 首 先 ， 可 以 让 初始 条 
件 更 接近 于 定常 解 。 采 用 这 种 方法 ， 在 由 瞬 态 趋 于 定常 的 过 程 中 建立 的 非 定常 有 限 波 就 
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比较 弱 ， 因 此 不 会 导致 图 7-18 那 种 振荡 。 其 次 ， 根 据 6. 6 节 的 讨论 ， 还 可 以 加 一 些 人 工 
粘性 。 我 们 讨论 哮 管 流动 的 计算 ， 到 目前 为 止 还 没有 显 式 地 添加 过 人 工 粘 性 。 人 工 烙 性 
的 一 个 作用 就 是 有 助 于 抑制 图 7-18 所 示 这 种 的 振 划 。 因 而 对 现在 的 情形 ， 这 种 办 法 可 能 
有 用 。 

本 书 不 打算 实施 这 些 改进 措施 ， 因 为 我 们 想 把 注意 力 转向 其 他 一 些 更 重要 的 问题 。 在 
7.5 节 讨论 激 波 捕捉 时 ， 我 们 还 有 机 会 考虑 如 何在 喷 管 计算 中 添加 和 人工 粘 性 。 


7.5 再 论 亚 声速 一 超声 速 等 粹 时 管 流动 的 CFD 解法 


第 2 章 对 流动 控制 方程 组 的 非 守 恒 形 式 和 和 守恒 形式 做 了 区 分 ， 并 得 出 结论 : 在 理论 上 ， 
控制 方程 组 的 任 一 种 形式 都 能 正确 表达 质量 守恒 、 牛 顿 第 二 定律 、 能 量 守 人 恒 这 些 基 本 物理 定 
律 。 然 而 在 CFD 中 ， 对 于 某 些 特定 的 流动 问题 ， 为 了 得 到 好 的 计算 结果 ， 只 能 选择 其 中 的 
一 种 形式 。 一 个 重要 的 例子 ， 就 是 在 激 波 捕 提 ( 见 2.10 节 ) 时 应 该 选择 守恒 形式 的 控制 方 
程 ， 而 使 用 非 守 恒 形 式 会 得 到 很 差 的 数值 结果 。 

对 于 用 控制 方程 的 非 守 恒 形 式 和 守恒 形式 得 出 的 计算 结果 ， 本 节 将 找 机 会 研究 两 者 的 差 
别 。 这 里 先 要 建立 拟 一 维 流 动 控制 方程 组 的 守恒 形式 。 然 后 ， 像 亚 声速 一 超声 速 等 箭 流 那 
样 ， 用 麦 考 马克 方法 进行 数值 求解 。 在 路 管内 激 波 捕捉 的 问题 将 在 7. 6 节 讨 论 。 最 后 ， 会 把 
用 守恒 形式 控制 方程 组 的 计算 结果 与 非 字 恒 形式 的 结果 进行 比较 。 


7.5.1 守恒 型 基本 控制 方程 


现 考 虑 一 维 流动 的 连续 性 方程 
3(pA) ,3(pAV) 0 
ot Ox 
它 已 经 是 守恒 型 的 。 由 7. 2 节 给 出 的 无 量 岗 量 ， 得 
(和 二 了 | 


上 二 | 3 
[5 47 + po A ao) {poh ao -0 
| a( x/L) | L 


t L 
(wa) 
L/ao 


(7-15) 


或 者 
apA) + eAY) =0 (7-91) 
ot Ox 
如 前 所 述 ， 方程 (7-91) 中 的 “'” 表 示 无 量 纲 量 。 
再 考虑 拟 一 维 流 动 的 动量 方程 
a(pAV) a(pAV) ,ip (723) 
ot Ox ox 


它 也 是 守恒 型 的 。 利 用 关系 式 
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9(pA) 64 
站 
可 将 方程 (7-23) 中 两 个 关于 % 的 导数 项 合并 。 将 式 (7-92) 加 到 方程 (7-23) 上 , 得 
9(pAV) ,9pAV +pA) -» a4 


(7-92) 


(7-93) 
ot 0% Ox 
将 方程 (7-93) 无 量 纲 化 ， 得 
p 4 了 p 4 六 2、 ,pA 。 4 
二 一 -一 一 人 A 0) + 一 一 ( o4 ”) 人 
中 [人 下 see a ao 人 Po 4 ? P a 
+ 二 一 
t L EE po EE L 
lz 2 可 加 
或 
， A ee) ， 
0(0 4 7) . Poao -只 | Po ) (7-94) 
at" Ox 0x’ \ poa? 
po poRTo 四 poRTo 1 
poos poao poyRT, | Y 
所 以 ,方程 (7-94) 变 为 
9 Ay A' 
apAV) 7 y |) 1 ,84 (7-95) 
Ot’ dx! yx 
最 后 是 拟 一 维 流动 守恒 形式 的 能 量 方程 
o[p(e + WV/2)4] 9p(e +V /2)4Y] _ 0(pAVY) 
ot Ox Ox 
将 方程 (7-33) 中 关于 x 的 导数 项 合并 ,得 
ao[p(e +V’/2)4] ,lp(e +V /2)AV+pAV] _0 (7.96) 
ot Ox 
定义 无 量 纲 的 内 能 
e RT, 
e’ = 一 ， 其 中 eu =c.7 = 
eo y-1 


通过 上 式 ， 得 到 方程 (7-96) 的 无 量 纲 形式 
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32 [E60) + 20)] 和 A 


Po_® (+ 
?7 
L/ao 
e 站” 7 4 ， 4 了 , 
of [Ee) + 二 5( 吧 )] 一 一 (poao4 ) + (全 二 一 ju4 m) | 
Po 60 2a0 ao 4 Po 4* ao 0 
(二 ] 
L 
(7-97 ) 
由 于 eo =RITo[(y -1) ， 式 (7-97) 变 为 
了 Y 2 ’ 
9 人 + -一 ) 
[ y-1 2 esa, 
Or’ L 
/ A* RT | A (7-98) 
alo'( yy"? | ee ?4 人 (全 全 =]] 
y-1 2 L L 
=0 
. Ox” 
将 式 (7-98) 两 边 除 以 po4 "aoRT,/L， 得 
ao 人 -和 + 引 e - A ] 
7Y-1 2 7-1 2 poRT, 
+ =0 (7.99) 
Of" Ox’ 
然而 ,在 式 (7-99) 中 
Po _poRTo 
poRTo poRT, 
因此 , 式 (7-99) 变 为 
e’ y ， e’ y 2 
9 1 十 一 -人 4 引 | -一 了 jv 4'V| 
[» 2 ; rly-i 2 人 _0 (7-100) 


ot’ ox’ 
式 (7-91)、 式 《7-95)、 式 (7-100) 分 别 是 拟 一 维 流动 的 连续 性 方程 、 动 量 方程 、 能 量 方 程 
的 无 量 纲 守恒 形式 。 参 考 方程 (2-93) ， 这 是 三 维 非 定常 流动 控制 方程 组 的 一 种 通用 形式 ， 拟 一 
维 流动 的 方程 组 也 可 以 用 类 似 的 通用 形式 来 表示 。 定 义 解 向 量 U、 通 量 向 量 和 源 项 的 分 量 


Ui =p'A’ 
U, =p'A'V' 

e 4 12 
Us =P| 一 一 + 一 4 
， br 2 ) 
Fh =p'A'V’ 


PA?2 1 ，， 
2 =D 4 + 
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Fy=p (T+ VA tp'A'V 
y- 2 


Pe, 
? 0% 


aU, 9F, 


(7-101a) 


一 -一 :+ 了 (7-101b) 


-3 (7-101c ) 


这 样 就 完成 了 拟 一 维 流动 控制 方程 组 的 推导 。 式 (7-101a) ~ 式 (7-101c) 分 别 表示 拟 一 维 流动 的 
连续 性 方程 、 动 量 方程 和 能 量 方程 的 守恒 形 式 ， 也 就 是 要 利用 麦 考 马克 方法 数值 求解 的 方程 。 

在 进行 数值 求解 之 前 ， 请 牢记 第 2 章 的 相关 讨论 : 守恒 型 控制 方程 组 的 因 变 量 (可 以 
直接 计算 出 数值 的 变量 ) 并 不 是 原 变量 。 例 如 方程 组 〈7-101a ~c)， 在 每 一 个 时 间 步 ， 数 值 
解 直 接 给 出 的 是 V1 、UV,、U 的 值 ， 所 以 忌 才 被 称 为 解 向 量 。 为 了 得 到 原 变量 (p、V、 7T、p 
等 ) ， 必 须 将 VU 、U, 、Us 分 解 。 根 据 它们 的 定义 ， 有 


0 7-102 
1 -1 
p' = (7-102) 
U, 
Vv' = (7-103) 
U, 
Us y 
T=e=(y-1)( -vy 7-104 
(7 ) 人 7 (7-104) 
p'=p'T (7-105) 
注意 在 方程 (7-104) 中 ,利用 了 e' =7' 这 一 事实 ， 即 
e cT 了 了 
三 一 = 一 一 = 一 = 亿 
ee co To 


这 样 ， 方 程式 (7-101a ~c) 的 数值 解 在 得 到 每 一 时 间 步 上 的 VU, 、U,、Us 之 后 ， 通 过 式 《7- 
102) ~ 式 (7-105) ,就 可 以 直接 计算 出 每 一 时 间 步 上 相应 的 原 变 量 p'、V、T 和 p'。 


7.5.2 问题 的 提 法 


先 回 到 方程 组 (7-101a ~ c) ,注意 其 中 通 量 向 量 的 分 量 F .Ff .fs 是 用 原 变量 表达 的 (见方 
程 组 (7-101a ~c) 前 面 Ff,、F 的 表达 式 ) 。 依 据 作者 的 经 验 , 直 接 使 用 由 p'、T' \p'、e' 表 示 的 
局、 已、 及 来 编写 计算 机 程序 ,时 间 推 进 求解 过 程 变 得 不 稳定 。 例 如 ,对 于 拟 一 维 亚 声速 一 超 
声速 等 粹 流 这 个 例子 ,就 将 在 亚 声 速 段 出 现 不 稳定 ,经 过 大 约 300 个 时 间 步 ,程序 最 终 发 散 。 
这 种 现象 是 由 于 守恒 型 控制 方程 组 缺少 “纯粹 性 ”( 这 是 一 种 最 终 会 在 数值 上 出 问题 的 缺陷 ) 
造成 的 。 如 果 完 全 按照 7. 5. 1 小 节 给 出 的 公式 编写 程序 对 方程 组 进行 求解 ,就 要 构造 方程 组 
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(7-101a ~e) 的 数值 解 , 求 出 每 一 个 时 间 步 上 的 V1 、V,、03。 然 后 将 解 向 量 的 这 些 分 量 分 解 ,用 
式 (7-102) ~ 式 (7-105) 得 到 每 一 个 时 间 步 上 相应 的 原 变 量 。 这 些 原 变量 p'、7T"、p’'、e' 又 被 
用 来 计算 F、F,、F,， 供 式 (7-101a ~c) 下 一 个 时 间 步 的 求解 使 用 ， 如 此 往复 。 刚 才 提 
到 ， 在 作者 的 经 验 中 ， 当 用 原 变量 计算 F 、F,、F, 时 ， 有 时 就 会 引起 数值 上 的 困难 。 这 在 
某 种 程度 上 就 是 因为 方程 组 (7-101a ~c) 中 直接 的 因 变量 是 V, 、V,、Us， 而 不 是 原 变 量 。 
因此 在 方程 组 (7-101a ~c) 中 ， 最 好 直接 用 因 变 量 Vi 、V,、Us 来 表示 Fl 、F 、F， 避 免 
使 用 原 变量 。 也 就 是 说 ， 应 该 将 它们 写成 


F, =F,(U,,U,,U,) (7-106a) 
F,=F,(U,U,,U,) (7-106b) 
Fs=Fs(U,U,,U;) (7-106c ) 
J =J,( U,V,,U;,) (7-106d) 


这 样 就 使 控制 方程 组 “纯粹 地 ”用 解 向 量 的 分 量 表示 了 出 来 。 现 在 马上 就 来 推导 关系 式 
(7-106a ~ d) 的 具体 形式 。 
用 解 向 量 的 分 量 表示 通 量 。 先 考虑 7. $. 1 小 节 中 的 通 量 F,， 它 由 下 面 的 关系 式 给 出 
F =p'A'V (7-107) 
将 表示 p' 和 VV 的 式 (7-102) 和 式 (7-103) 代入 式 (7-107) ,得 


F=U, (7-108) 


再 考虑 通 量 f,，7.5. 1 小 节 中 写成 
Fy =p'A'V' 全 二 pt 07-109) 
Y 


由 式 〈7-105)， 式 〈7-109) 中 的 压力 被 乘积 p' 灾 代替 。 而 根据 式 (7-102) ~ 式 (7-104) 各 式 ， 
PpP'、V、 卫 可 以 用 V1、U,、Us 来 表示 。 因 此 ， 式 (7-109) 变 为 


D1 U DU? ty-1 到 
A a | (7-110) 
U 7 2U 


D 2 U U, Y 1 
接 下 来 是 通 量 ,7. 5. 1 小 节 中 将 它 表示 成 
一 6 了 1241Trmr 47 7 47TF | 
Fs =p' | —— + VV A +p'A'V (7-111) 
y-1 2 


将 式 (7-102) 至 式 (7-105) 代入 式 (7-111), 得 


Uy y UU Uy/U,y’ 
Fy=U,|—- V+ V+U,T = +(y~1 A | 
3 :5 2 7 2 U, (y ) 2 | ] 


1 
UU yy-1) Ua. 
F,=y——— -7 x -1 
| 3 三 和 DU 7 严 (7-112) 


最 后 ，7. 5.1 小节 给 出 的 源 项 J 为 


即 


(7-113) 
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根据 式 〈7-105) ， 上 式 变 为 
J = Lo'T (7-114) 
Y Ox 
将 式 (7-102) 和 式 (7-104) 代入 方程 式 (7-114) ， 得 
A 
5[7 -2 J 
于 是 


2 UD/ ox’ 


本 (7-115) 
y 


再 回 到 守恒 型 控制 方程 组 〈7-101a ~c)， 其 中 的 、F。、Fs 和 J 现在 已 经 用 关系 式 
(7-108) 、 式 (7-110)、 式 (7-112) 和 式 (7-115) 来 表示 了 。 这 样 ， 方 程 组 (7-101a ~ c) 
就 “纯粹 ”由 Ui、U,、U; 来 表示 ， 不 再 出 现 原 变量 。 这 是 守恒 型 控制 方程 组 更 为 “纯粹 ” 
的 形式 ， 也 是 下 面 的 章节 中 将 要 用 到 的 形式 。 如 果 编 写 一 个 计算 机 程序 来 求解 这 种 “纯粹 ” 
的 方程 组 ， 求 解 将 是 稳定 的 ， 并 且 能 够 收敛 到 定常 解 。 

( 注 ) 刚才 谈 到 ， 用 原 变 量 表 示 Fl 、F, 、F,， 求 解 时 会 出 现 不 稳定 。 而 用 UV, 、U,、Us 来 
表示 F, 、F, 、F,， 就 能 得 到 稳定 的 解 。 这 种 现象 是 CFD 中 非 直 观 的 特色 之 一 。 如 果 非 要 用 p'、 
V'、T' 和 pp' 来 表示 FF 、F,、F， 而 不 用 VU, 、U。、Us， 结 果 又 会 怎样 ? 理论 上 ， 两 者 没有 差别 。 
而 在 数值 计算 中 却 有 很 大 的 差别 ， 就 是 稳定 与 不 稳定 的 差别 。 作 者 没有 办 法 从 数学 上 简单 地 解 
释 这 种 现象 ， 只 能 将 它 看 作 CFD“ 艺 术 ” 的 一 部 分 。 另 一 方面 ， 使 用 方程 组 最 为 统一 的 形式 ， 
或 者 说 是 最 为 “纯粹 ”的 形式 来 编写 CFD 程序 ， 间 时 在 计算 程序 的 每 一 步 都 以 这 种 统一 的 方 
式 进行 处 理 ， 别 中 途 换 马 ， 这 本 身 就 是 一 种 优势 。 (作者 的 意思 是 ， 即 使 没有 稳定 性 的 问题 ， 
仅 就 编程 而 言 ， 这 样 处理 也 是 有 好 处 的 ， 因 为 不 用 涉及 原 变量 。 一 一 译 者 注 ) 

边界 条 件 。 使 用 守恒 型 控制 方程 组 求解 亚 声 速 一 超声 速 等 炉 流 ， 边 界 条 件 在 理论 上 与 7.3.1 
小 节 中 一 样 ， 即 ， 在 亚 声速 人流 边界 上 ， 两 个 参数 保持 固定 ， 另 一 个 允许 变化 。 在 超声 速 出 流 边 
界 上 ， 所 有 参数 都 应 允许 变化 。 同 以 前 一 样 ， 在 入 流 边界 上 保持 p' 和 7T' 不 变 ， 都 等 于 1, 但 允许 
V 变 化 。 由 于 p' 保 持 不 变 ， 根据 V1 =p'4'， 在 网 格 点 i=1 处 U0 也 是 固定 的 ， 与 时 间 无 关 

Lo 一 (p 4 0) =4;‘1= 定 值 
入 流 边界 处 可 变 的 由， 是 在 每 一 个 时 间 步 完成 后 计算 的 。 方 法 是 : 利用 内 部 网 格 点 i=2 和 ;i 
=3 处 的 已 知 值 ， 线 性 外 插 出 U， 


Lin =271720-2) 一 -3) (7-116) 
然后 ， 由 式 (7-103) 得 到 i=1 处 的 V。 既 然 VY 在 人 流 边 界 上 不 固定 ， 那 么 U; 也 是 如 此 
pn! © Y yr 2 _ 
Wp (Tit ] (7-117) 
由 于 p'4'=UVi 和 e’=7T', 式 (7-117) 成 为 
py{ TT Ya 
D0 (i+2Y ) (7-118) 


将 刚才 得 到 的 六 和 定 值 7"=1 代入 式 (7-118)， 就 得 到 Us 在 i=1 处 的 值 。 
在 网 格 点 i=1 处 计算 的 V1 、U，,、U，， 将 被 用 来 计算 i=1 处 的 通 量 F、F，、F;。 在 麦 
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考 马 克 方 法 的 校正 步 中 ， 需 要 用 通 量 在 人 流 边界 上 的 值 来 构造 方程 组 〈7-101a ~c) 中 空间 
导数 项 的 向 后 差分 。 而 通 量 在 入 流 边界 上 的 值 ， 就 用 网 格 点 i=1 处 的 UV 、U,、Us， 由 关系 
式 (7-108)、 式 〈7-110)、 式 (7-112) 计算 。 

在 下 游 处 超声 速 出 流 边界 ， 流 动 参数 可 以 用 两 个 相 邻 内 点 处 的 值 ， 通 过 线性 外 插 得 到 。 
用 NN 表示 出 流 边界 处 的 网 格 点 ， 则 


(UD w=2( UD) — CU) nw- (7-119a) 
(U,) w=2(U,) ni- (U,) nn- (7-119b) 
(Us)w =2( Us) wi — (Us)n., (7-119c) 


用 网 格 点 ;= 和 处 的 V1 、U,、Us， 通 过 关系 式 《7-108)、 式 (7-110) 和 式 (7-112) ， 又 可 
得 到 点 i=N 处 F、F,、F 的 值 。 在 麦 考 马 克 方 法 的 预 估 步 中 ， 要 用 这 些 通 量 值 构造 方程 组 
(7-101a ~c) 中 空间 导数 的 向 前 差分 。 当 然 ， 利 用 式 (7-102) ~ 式 (7-105) ， 还 可 以 得 出 下 游 
出 流 边界 上 的 原 变量 。 

初始 条 件 : 既然 要 从 方程 组 (7-101a ~c) 中 解 出 的 因 变 量 是 UV 、U,、Us， 为 了 启动 有 
限 差分 计算 ,需要 给 出 这 些 变量 在 1=0 时 刻 的 初 值 。 由 VU,、UV,、U 的 初始 条 件 ， 通 过 式 
(7-108)、 式 (7-110) 和 式 (7-112) 各 式 ， 又 可 以 得 到 F、F,、Fs 的 初 值 。 在 第 一 个 时 间 
步 ， Fl 、F。、F, 的 这 些 初 值 将 用 来 构造 方程 组 (7-101a ~c) 右 端 x 的 导数 项 。 

这 里 用 式 (7-73) 所 描述 的 喷 管 形状 来 进行 计算 。 通 过 下 面 给 定 的 p' 和 了 ,可 以 得 到 
U1、U,、U; 的 初始 条 件 。 


p'=1.0 (7-120a) 
} 0<x’'<0.5 

T=1.0 (7-120b) 

'=1.0-0.366(x’ -0. -12 
7 (< -0 ;| 0.5<x'<1.5 (7-120c) 
T’ =1.0-0.167(x’' -0.5) (7-120d) 

' -0.634 -0.3 1.5 7-120 
P 879( | 1.5<x'<3.0 (7-120e) 
T’ =0. 833 -0.3507(z -1. 5) (7-120f) 


与 7. 3. 1 小节 中 的 初始 条 件 相 比 ， 上 述 这 些 初 值 更 接近 于 真实 的 情况 。 这 是 因为 守恒 型 
控制 方程 组 的 有 限 差分 格式 ， 其 稳定 性 更 敏感 。 所 以 ， 应 该 使 用 比 7.3. 1 小 节 中 式 (7-74a ~ 
c) 更 好 的 初始 条 件 开始 计算 。 控 制 方程 组 中 的 因 变 量 VU, ， 就 是 物理 上 的 当地 质量 流量 ， 即 
U, =p'4'V 。 利 用 这 一 事实 ， 可 得 到 VV 的 初 值 。 因 此 ， 如 果 只 是 为 了 给 定 初始 条 件 ， 可 以 假 
设 流 过 喷 管 的 质量 流量 为 常数 ， 并 通过 下 式 计算 了 


2 -0.59 (7-121) 
pA pA 

这 里 取 0. 59 作为 局 的 值 ， 是 因为 这 一 数值 接近 于 定常 状态 解析 解 的 质量 流量 0. 379。 将 式 

(7-120a)、 式 (7-120ce) 和 式 (7-120e) 给 出 的 p' 代 入 式 (7-121)， 就 得 到 的 初 值 ， 它 也 

是 x' 的 函数 。 最 后 ， 将 p'、7’、V 的 初始 条 件 代 入 7.5.1 小 节 给 出 的 定义 中 ， 就 得 到 Ui、 

Uv,、U; 的 初始 条 件 


U, =p'A’ (7-122a) 
U, =p'A'V’ (7-122b) 


U, =p’ e” py? 4 
3 =p + (7-122c ) 
y-1 2 
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这 里 e =T 。 当 然 ， 在 上 述 初 始 条 件 中 ,六 是 由 UV。=p'4'V' =0. 59 计算 出 来 的 。 

时 间 步 长 的 计算 。 同 7.3 节 中 的 非 守恒 型 控制 方程 组 一 样 ， 非 定常 拟 一 维 流动 的 控制 方 
程 组 也 是 双 曲 型 偏 微分 方程 组 。 所 以 ， 对 于 显 式 有 限 差 分 格式 ， 确 定时 间 增 量 At 的 稳定 性 
条 件 就 是 CFL 准则 。 因 此 ， 时 间 步 长 的 计算 与 7.3. 1 小 节 完 全 相同 ， 都 是 通过 式 (7-67) ~ 
式 (7-69) 来 确定 At 的 值 ， 这 里 就 不 再 重复 了 。 


7.5.3 第 一 个 时 间 步 的 计算 结果 


7. 3.2 小 节 对 非 守恒 型 控制 方程 组 的 求解 给 出 了 计算 的 过 程 ， 本 小 节 将 给 出 守恒 型 控制 
方程 组 求解 的 中 间 过 程 。 使 用 守恒 形式 时 ， 计 算 步 邓 有 些 变化 。 因 此 ， 详 细 地 给 出 第 一 个 时 
间 步 的 计算 过 程 是 非常 有 用 的 。 如 果 读 者 自己 编程 计算 ， 这 些 中 间 过 程 不 仅 对 编程 具有 指导 
意义 ， 还 可 以 帮助 读者 核对 计算 结果 。 

表 7-9 给 出 了 计算 所 需 的 喷 管 形状 和 初始 条 件 。 喷 管 形状 与 7.3 节 相 同 〈 图 7-8) 。 但 初 
始 条 件 与 7. 3 节 不 同 ， 主 要 区 别 是 利用 了 UV, 是 当地 质量 流量 这 一 事实 。 为 了 选择 尽 可 能 好 
的 初始 条 件 ， 我 们 假设 初始 时 刻 的 质量 流量 为 常数 ， 请 看 表 7-9 中 训 那 一 列 。 表 中 的 各 是 
无 量 纲 量 , 避 =p4po4 ao。 表 7-9 中 p'、T'、V' 的 值 分 别 由 式 (7-120a ~f) 和 式 (7-121) 给 
出 ， 而 U1 、U,、Us 的 初始 条 件 则 根据 式 (7-122a ~c) 确 定 。 

表 7-9 ”使 用 守恒 形式 时 的 初始 条 件 
x A pp T 了 


开 1 po 加 厂 由 4 " 2 
0. 000 $5.950 1.000 0. 099 1.000 0. 590 5.950 0. 590 14.916 
0. 100 5.312 1.000 0. 111 1.000 0. 590 5.312 0. 590 13. 326 
0, 200 4.718 1. 000 0. 125 1. 000 0. 590 4.718 0. 590 11.847 
0. 300 4. 168 1. 000 0. 142 1.000 0. 590 4. 168 0. 590 10.478 
0. 400 3. 662 1.000 0. 161 1. 000 0. 590 3.662 0. 590 9.222 
0. 500 3. 200 1. 000 0. 184 1. 000 0. 590 3. 200 0. 590 8.076 
0. 600 2.782 0. 963 0. 220 0. 983 0. 590 2. 680 0. 590 6.679 
0. 700 2. 408 0.927 0. 264 0.967 0. 590 2.232 0. 590 $5. 502 
0. 800 2.078 0. 890 0. 319 0.950 0. 590 1. 850 0. 590 4.525 
0. 900 1.792 0. 854 0. 386 0. 933 0. 590 1.530 0. 590 3.728 
1. 000 1.550 0.817 0.466 0.916 0. 590 1.266 0. 590 3.094 
1. 100 1.352 0. 780 0. 599 0. 900 0. 590 1. 055 0. 590 2. 604 
1. 200 1. 198 0. 744 0. 662 0. 883 0.590 0. 891 0. 590 2.241 
1.300 1.088 0.707 0. 767 0. 866 0. 590 0. 769 0. 590 1.983 
1.400 1.022 0.671 0. 861 0.850 0. 590 0.685 0. 590 1.811 
1. 500 1. 000 0.634 0.931 0. 833 0. 590 0.634 0. 590 1.705 
1. 600 1.022 0. 595 0.970 0. 798 0. 590 0. 608 0. 590 1.614 
1.700 1.088 0.556 0.975 0.763 0. 590 0.605 0. 590 1.557 
1. 800 1. 198 0.518 0.951 0.728 0. 590 0.620 0. 590 1.521 
1. 900 1.352 0. 479 0. 911 0. 693 0. 590 0.647 0. 590 1.498 
2. 000 1. 550 0. 440 0. 865 0.658 0. 590 0.682 0. 590 1.479 
2. 100 1.792 0. 401 0. 821 0.623 0. 590 0.719 0. 590 1.458 
2. 200 2.078 0. 362 0.783 0. 588 0. 590 0.753 0. 590 1. 430 
2. 300 2. 408 0. 324 0. 757 0.552 0. 590 0. 779 0. 590 1. 389 
2. 400 2.782 0. 285 0.744 0.517 0. 590 0. 793 0. 590 1. 333 


2. 500 3. 200 0. 246 0. 749 0.482 0. 590 0. 788 0. 590 1.259 
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% 4 
万 4 
2. 600 3. 662 
2. 700 4. 168 
2. 800 4.718 
2. 900 5.312 
3. 000 5. 950 


为 了 演示 具体 的 计算 步骤 ， 只 考虑 图 7-8 中 喷 管 喉 道 处 的 网 格 点 i=16。 计 算 还 是 用 上 


po 0 To ” " 
0.207 0.777 0.477 0. 590 0.759 
0. 169 0. 840 0. 412 0. 590 0.702 
0. 130 0. 964 0.377 0. 590 0. 612 
0. 091 1.221 0. 342 0. 590 0. 483 
0.052 1.901 0. 307 0. 590 0.310 


一 节 仔 细 介 绍 过 的 麦 考 马克 显 式 预 估 校正 方法 。 


预 估 步 : 作为 第 一 个 步骤 ， 我 们 用 VU 、U,、Us 的 初 值 计 算 网 格 点 i=16 和 i=17 处 Fi、 


Ff、 Fs 的 初 值 。 从 表 7-9 可 得 到 U 的 初 值 


(U,);-16 =0.634 
(Un =0. 608 


由 式 (7-108) 


由 式 (7-110) 


由 式 (7-112) 


(U,) :16 =0. 590 
(U,) i =0. 590 


(F);16 = (U,);-i6 =[0. 590| 
(Fi)icn = (Us) im =|0. 590] 


U y-1 [8 
(F,)i-16 = [地 + 一 ( - 工 于 ]| 
16 也 7 3 


2 U =16 
0.590)* 0.4 . 590)” 
- ) + 二 [1705 -0.7 C05 |] 
0.634 1.4 0. 634 
= |0. 926 
(0.590)* 0.4 (0. 590)? 
FP) = + |1.614 - 0.7 ~ 一 -一 一 
42) 0.608 1.4 0 0. 608 | 
= |0. 919 


UU _1 (Up 
(F,),c = | _70-D、 | 
U, 2 Ui i=16 


0. 634 


.2(0.634)’ 


F,)._,,= 
( 3 ) i-17 0. 608 


2(0. 608)? 


最 后 ， 由 式 (7-113) 


1.4(0. 590) (1.705) _ 1.4(0.4) (0. 590); 


1.4(0. 590) (1.614) _1.4(0.4) (0. 590)? 


Uz 


0. 590 
0. 590 
0. 590 
0. 590 
0. 590 


(Us)i-1 =1.705 
(Us,),_w =1.614 


( 续 ) 


Us 


1.170 
1.071 
0.975 
0.917 
1.023 
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PE 
2 三 7 Bx y” Bx 
所 以 
l 1.022 -1.0 
(J2) i = (0.634) (0. 833) (一 一 


注意 ， 这 里 用 式 (7-113) 而 不 是 式 (7-115) 来 求 。， 虽 然 破坏 了 7.5.2 小 节 所 说 的 控制 方 
程 组 的 “纯粹 性 ”， 但 很 简洁 [ 式 (7-113) 比 式 (7-115 ) 要 简练 得 多 ] ， 也 不 影响 计算 结果 。 
Ax' =LAN， 其 中 上 是 喷 管 的 长 度 ，N 是 沿 喷 管 分 布 的 网 格 数 ， 即 


在 方程 (7-101a) 中 ,x 的 导数 用 向 前 差分 ， 有 
dl (Fi)im — (F);-16 0. 590 -0. 590 
( 动 _ Ax' 0.1l = 
由 方程 (7-101b)， 得 
(2) _ (F,)i-1 CP) + = _0.919 -0.926 0 083 = 
dt' | -6 Ax 0.1 
( 注 ) 和 以 前 一 样 ， 本 小 节 给 出 的 数值 都 保留 三 位 小 数 。 如 果 在 计算 器 上 用 三 位 小 数 计 
算 ， 结 果 可 能 会 有 些 误差 。 方 框 中 的 数值 都 是 作者 在 苹果 机 上 得 到 的 。 
最 后 ， 由 方程 (7-101c) 得 到 
aU;s " (Fs)ic1 ~ (Fs) 2.036 -2. 078 
元) _ 本 Ax' ol 
为 了 得 到 流动 变量 的 预 估 值 ， 必 须 先 计算 时 间 步 长 Ar 。 依 据 7. 5.2 小 节 的 讨论 ， 这 个 
值 可 以 用 7.3. 1 小 节 中 式 (7-67) ~ 式 (7-69) 确定。 取 C =0.5， 对 所 有 网 格 点 ;=1 到 i=31 
找 出 最 小 的 A ， 结 果 是 


tr 


Ar =0. 0267 


接 下 来 确定 VU, 、U,、U, 的 预 估 值 (用 带 模 杠 的 量 来 表示 ) 。 
” Ar =0. 634 +0At’ = 


(U, ) 二 (Ui ) i +| 


2 


1 


也 +Al Uv 日 aU 
(U,)iiie = (U,)iiet 
ot 


是 
i=i6 


(U,) 
此 时 ， 利 用 关系 式 (7-102) ~ 式 (7-105 ) ， 
如 ， 由 式 (7-102) 


+Ar 


， aUs\” 
= (UU, )i-i6 + 到 | 
ot 


i=16 


可 以 从 U,、UV,、U, 中 求 得 原 变 量 的 预 估 值 。 例 


(U,) 


Al =0. 590 +0. 156(0. 0267) = 0. 594 
i=16 


Al =1.705 +0.416(0.0267) =|1.716 


是 


i=16 _0. 634 


(p’ 


eo (A'),.ie 


= 0.634 


1.0 
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由 式 (7-103) 和 和 式 〈7-104)， 得 

元 (ie yf (UV) ， T1716 0. 594,? 

‘7 党 =0-D| (世人 | (DU, A])=0 4 0.634 0 7(0a gl j= .837 
在 校正 步 将 会 用 到 p' 和 的 预 估 值 。 

在 校正 步 开始 之 前 ， 先 要 在 点 i=15 和 i=16 处 确定 下、F,、F, 的 预 估 值 。i; = 16 处 
F,、 F,、 FE, 的 预 估 值 由 上 面 UI、 U,、 Us 的 预 估 值 确定 ， i=15 处 六 、 F,、 F, 的 预 估 值 是 由 
i=15 处 0, 、U,、U 的 预 估 值 确定 《限于 篇 幅 ， 这 里 没有 给 出 i=15 处 VU 、U,、U, 预 估 值 
的 计算 ) 。 利 用 0 、UV,、Vs， 通 过 关系 式 (7-108) 、 式 (7-110) 、 式 (7-112)， 可 以 得 到 这 
些 通 量 的 预 估 值 

(F, )， =0.594 (F, ),.16 =0. 936 (Fs ),.1 =2. 105 
(F, ),_1s =0. 585 (F, ) ;1s =0.915 (F, ) ,1 =2.037 

校正 步 : 在 方程 组 (7-101a ~e) 中 ,对 x 的 导数 使 用 向 后 差分 ， 将 得 到 由 、U, 、U, 时 

间 导 数 的 预 估 值 。 由 方程 (7-101a) 
“A Fh i=16 一 F is=15 
加 _ ) ) _ -0 
t ba 

由 方程 (7-101b) 
a UN 已 i=16 一 F, i=15 一 去 " 
[22 _ ) ,- ) ;- + 了 元 下 

Ax y Ox 


aot’ 


0.936 -0.915 1 .0-1. 
= - + -一 (0.634)(0. 537)( 一 
0.1 1.4 1 


(这 里 用 到 了 p' 和 7' 的 预 估 值 。 一 一 译 者 注 ) 
由 方程 (7-101¢) 
UY (FF,).- (Ps 2. 105 -2.037 
3 = -~ 67 
(去 | 本 re 0 
于 是 得 到 时 间 导 数 的 平均 值 
U U, 已 aU t+ A 
(5) = [有 ‘(如 |=0.5(0 ~0.0918) = -0. 0459 


ot oat 


(于 ) -了 [人 2 。 +( 富 2 J=0 5C0.156 -0 290) = [0 0e08) 
(到 - 半 区 ， := 2 |- 0. 5(0.416 -0.679) =|[-0.131 


ot ot 
在 时 间 步 x + At' 上 ，UV,、U,、Us 最 终 的 校正 值 ( 由 于 是 从 初始 时 刻 t=0 开始 ， 所 以 现在 
计算 的 就 是 := At' 时 刻 的 校正 值 ) 由 下 式 给 出 


aU 
(UD = (0), +| 村] Al' =0. 634 + ( -0.0459)(0.0267) = 0. 633| 
f av 
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op .JaU 
(Us) -Utet (| Al =0. 590 + ( ~0.0668) (0.0267) = [0. 588 
9t BYV 


a ， aU. 
(Us) ie = (Us,)'w +| 本] At =1.705+( -0.131)(0.0267) =|1.701 
站 ot 


最 后 ， 原 变量 的 校正 值 可 通过 式 (7-102) ~ 式 (7-105) ， 用 上 面 得 到 的 Ui、Us、U, 进行 计 
算 。 即 ， 通 过 式 (7-102) 
(pO =(U, ) -0 = [0. 633 


通过 式 (7-103) 


2 
alm 一 
1 oo 

Lo 

旧 

2 

Ne 

ww 

© 


) 上 +Ar _ ta = 一 
(V),ie =) 0. 
通过 式 (7-104) 


(T')' = 人 ( 人 2 yy 让 ”-o4[L701 0.7(0.930)?| = [0. 833 
YT 父 - 2 ) Fe 1 本 


对 第 一 个 时 间 步 ,1 = At' 时 刻 ， 网 格 点 2=16 处 流动 参数 的 计算 到 此 结束 。 对 喷 管 内 所 
有 网 格 点 ， 都 要 重复 上 面 的 计算 过 程 。 和 人流 边界 和 出 流 边 界 处 参数 的 计算 ， 可 按照 7. 5.2 小 
节 描 述 的 边界 条 件 进行 。 读 者 可 能 已 经 被 许 许 多 多 的 数字 弄 得 不 耐烦 了 ， 这 里 就 不 再 给 出 更 
多 的 计算 细节 了 。 

为 便于 参考 ， 并 能 让 读者 核对 自己 程序 的 计算 结果 ， 表 7-10 给 出 了 第 一 个 时 间 步 所 有 
网 格 点 上 的 流 场 变 量 ， 包 括 内 、U,、U;。 将 表 7-10 中 的 数据 和 表 7-9 给 出 的 初 值 进行 比较 
可 以 发 现 ， 经 过 一 个 时 间 步 ， 最 大 的 变化 有 两 个 。 一 个 是 喷 管 出 口 附近 的 流动 参数 ， 另 一 个 
就 是 质量 流量 。 在 初始 时 刻 : =0 质量 流量 为 常数 ， 但 经 过 一 个 时 间 步 后 ， 质 量 流量 不 再 是 
常数 了 。 

表 7-10 第 一 个 时 间 步 后 的 流 场 变量 


0. 000 5.950 1. 000 0. 099 1. 000 1.000 0. 099 0. 588 5.950 0. 588 14.916 
0. 100 5. 312 1. 000 0.111 1.000 1. 000 0.111 0. 588 5.312 0. 588 13. 326 
0. 200 4.718 1. 000 0. 125 1 000 1. 000 0. 125 0. 588 4.718 0. 588 11. 846 
0. 300 4. 168 1. 000 0. 141 1. 000 1. 000 0. 141 0. 587 4. 168 0. 587 10.478 
0. 400 3. 662 1. 000 0. 160 1. 000 1. 000 0. 160 0. 587 3.662 0. 587 9.221 
0. 500 3. 200 0.999 0. 187 1.000 0. 999 0. 187 0. 598 3. 197 0. 598 8. 067 
0. 600 2. 782 0. 963 0. 228 0. 983 0. 947 0. 230 0. 611 2. 679 0.611 6. 682 
0.700 2. 408 0. 927 0. 271 0. 967 0. 897 0.276 0. 606 2. 233 0. 606 5.513 
0. 800 2.078 0. 891 0. 325 0. 950 0. 846 0. 333 0. 601 1. 851 0. 601 4. 534 
0. 900 1.792 0. 854 0. 389 0.934 0.798 0. 403 0.596 1.531 0. 596 3. 735 
1. 000 1. 550 0. 818 0. 467 0.917 0.750 0. 487 0. 592 1. 268 0.592 3.098 
1. 100 1.352 0.781 0. 557 0. 900 0.703 0. 587 0. 588 1.056 0. 588 2. 605 
1. 200 1. 198 0.744 0. 656 0. 883 0.657 0. 698 0. 585 0. 892 0. 585 2. 238 
1. 300 1.088 0.707 0. 759 0.866 0.613 0. 815 0. 584 0.770 0. 584 1.977 
1. 400 1.022 0. 670 0. 854 0. 849 0. 569 0. 927 0. 585 0. 685 0. 585 1. 804 
1. 500 1. 000 0.633 0.930 0. 833 0. 527 1.018 0. 588 0. 633 0. 588 1.701 


计算 流体 力学 基础 及 其 应 用 


( 续 ) 
和 卫 全 了 卫 Ma 局 双 以 
L A* po a0 To Po 
1. 600 1.022 0. 594 0.979 0. 800 0.475 1.094 0. 594 0.607 0. 594 1. 621 
1.700 1.088 0. 555 0.992 0.766 0.425 1. 134 0. 599 0. 604 0. 599 1. 572 
1. 800 1. 198 0.517 0. 975 0.731 0.377 1.141 0. 604 0.619 0.604 1. 542 
1.900 1. 352 0. 478 0.939 0.695 0. 333 1.126 0. 607 0.647 0. 607 1. 523 
2.000 1.550 0. 440 0. 893 0. 660 0. 290 1. 099 0. 609 0. 682 0. 609 1. 506 
2. 100 1. 792 0. 401 0. 848 0.625 0.251 1.073 0.610 0.719 0.610 1.485 
2.200 2.078 0. 362 0. 809 0.590 0. 214 1.054 0.610 0.753 0.610 1.456 
2.300 2, 408 0. 324 0.781 0.554 0.179 1.049 0. 609 0.780 0. 609 1.413 
2. 400 2.782 0. 285 0.766 0.519 0. 148 1.063 0. 607 0. 793 0. 607 1. 354 
2. 500 3. 200 0. 246 0. 768 0. 484 0. 119 . 1.104 0. 605 0.788 0. 605 1.278 
2.600 3.662 0. 208 0.791 0. 448 0. 093 1. 182 0. 601 0. 760 0. 601 1. 184 
2.700 4.168 0. 169 0. 846 0.412 0. 070 1.318 0. 595 0. 704 0.595 1.078 
2. 800 4.718 0. 131 0.949 0. 375 0.049 1.551 0. 584 0.616 0. 584 0. 965 
2. 900 5. 312 0. 093 1.133 0. 324 0.030 1.990 0. 560 0. 494 0, 560 0. 846 
3. 000 5.950 0. 063 1.438 0. 200 0.013 3.217 0. 536 0.373 0. 536 0. 726 


7.5.4 最 终 的 数值 结果 一 一 定常 解 


从 守恒 型 控制 方程 组 出 发 ， 通 过 时 间 推 进 算法 得 到 的 定常 解 ， 基 本 上 与 非 守恒 形式 的 结 
果 ( 见 7.3.3 小 节 ) 一 样 ， 可 还 是 有 一 些 昌 然 很 小 、 但 值得 注意 的 差异 。 表 7-11 给 出 了 
1400 个 时 间 步 的 收敛 解 。 初 步 地 比较 一 下 表 7-11 (守恒 形式 的 结果 ) 和 表 7-3 ( 非 守恒 形式 
的 结果 ) ， 二 者 没有 实质 性 的 区 别 。 于 是 可 以 断定 ， 从 实用 角度 来 看 ， 控 制 方程 组 的 两 种 形 
式 得 出 了 相同 的 结果 。 实 际 上 也 应 该 如 此 。 两 个 表格 给 出 的 都 是 喷 管 内 的 亚 声 速 一 超声 速 等 
粹 流 。 对 于 这 样 的 流动 ， 选 取 哪 一 种 形式 的 控制 方程 并 不 重要 。 然 而 要 注意 (2. 10 节 曾 经 
提 到 过 ) ， 如 果 要 捕捉 流 场 中 的 激 波 ， 方 程 组 的 守恒 形式 和 非 守恒 形式 在 数值 上 将 有 重大 的 
区 别 。 可 现在 求解 的 问题 中 不 需要 捕捉 激 波 。 

表 7-11 守恒 形式 的 定常 解 


0. 000 5.950 1. 000 0.098 1.000 1.000 0.098 0. 583 5.950 0. 583 14. 915 
0. 100 5.312 0. 999 0.110 0. 999 0. 998 0. 110 0. 583 5.306 0. 583 13. 301 
0. 200 4.718 0. 997 0. 124 0.999 0. 996 0. 124 0. 583 4. 704 0. 583 11. 798 
0.300 4. 168 0. 995 0. 141 0.998 0. 993 0. 141 0. 583 4. 147 0. 583 10. 404 
0.400 3.662 0. 992 0. 161 0.997 0. 989 0. 161 0. 583 3. 633 0. 583 9. 118 
0. 500 3, 200 0. 988 0. 184 0. 995 0. 983 0. 185 0. 583 3. 161 0.583 7.941 
0. 600 2. 782 0. 982 0.213 0. 993 0.975 0.214 0. 583 2.732 0. 583 6. 869 
0.700 2. 408 0. 974 0.249 0.989 0.964 0.250 0. 584 2.345 0. 584 5. 903 
0. 800 2. 078 0. 962 0. 292 0.985 0. 948 0. 294 0. 584 2. 000 0.584 5. 043 
0. 900 1.792 0. 946 0. 344 0.978 0.926 0.348 0. 584 1. 696 0. 584 4.287 
1.000 1.550 0. 923 0. 408 0.969 0. 894 0.415 0. 584 1.431 0. 584 3. 632 
1. 100 1. 352 0. 891 0.485 0.955 0. 851 0. 496 0. 585 1.205 0, 585 3. 075 
1. 200 1. 198 0. 847 0.577 0.935 0. 792 0. 596 0. 585 1.015 0. 585 2. 609 
1. 300 1.088 0. 789 0. 682 0. 909 0.718 0.715 0. 585 0. 859 0. 585 2.231 


拟 一 维 喷 管 流动 的 数值 解 


( 续 ) 
% A p V T p Ma 罗 人 v, Uv, 
L A” po ao To Po 
1. 400 1.022 0.718 0. 798 0. 874 0. 628 0. 854 0. 586 0. 734 0. 586 1. 932 
1. 500 1. 000 0. 648 0. 904 0. 839 0.544 0. 987 0. 586 0. 648 0. 586 1.730 
1. 600 1.022 0.548 1.046 0.783 0.429 1. 182 0. 586 0. 560 0. 586 1. 525 
1. 700 1.088 0. 462 1. 164 0.731 0. 338 1. 361 0. 585 0. 503 0.585 1. 396 
1. 800 1. 198 0. 384 1. 272 0. 679 0. 261 1. 544 0. 585 0. 460 0. 585 1.301 
1. 900 1. 352 0. 316 1. 368 0. 628 0. 198 1.726 0. 585 0. 427 0. 585 1.231 
2. 000 1.550 0. 260 1. 452 0. 581 0. 151 1. 905 0. 584 0. 402 0. 584 1. 178 
2. 100 1.792 0. 214 1. 524 0. 538 0. 115 2. 077 0. 584 0. 383 0, 584 1. 138 
2. 200 2.078 0. 177 1. 586 0. 500 0. 088 2. 243 0. 583 0. 368 0. 583 1. 107 
2. 300 2. 408 0. 148 1.639 0. 466 0. 069 2. 402 0. 583 0. 356 0. 583 1.083 
2. 400 2.782 0. 124 1. 685 0.436 0.054 2.554 0. 583 0. 346 0. 583 1.064 
2. 500 3. 200 0. 106 1.725 0.409 0.043 2.698 0. 583 0. 338 0. 583 1.048 
2. 600 3. 662 0. 090 1. 760 0. 384 0. 035 2. 838 0. 582 0. 331 0. 582 1.035 
2. 700 4. 168 0.078 1. 790 0. 363 0. 028 2. 969 0. 582 0. 325 0. 582 1. 025 
2. 800 4.718 0. 068 1.817 0.344 0. 023 3. 100 0. 582 0. 320 0. 582 1.015 
2. 900 5.312 0. 060 1. 840 0.327 0. 019 3. 216 0. 582 0. 316 0.582 1. 008 
3. 000 5.950 0.052 1. 863 0.310 0.016 3. 345 0. 582 0. 312 0. 582 1. 001 


重点 考察 一 下 刚才 提 到 那些 虽然 很 小 、 
量 的 分 布 上 。 首 先 来 研究 向 定常 状态 
收敛 的 过 程 中 ,质量 流量 分 布 的 变 
化 。 图 7-19 给 出 了 不 同时 刻 无 量 岗 质 
量 流量 沿 x/L 的 分 布 曲线 。 标 着 0At 
的 虚线 表示 给 定 的 初 值 ， 初 始 时 刻 的 
质量 流量 为 常数 。 请 注意 ， 瞬 态 的 质 
量 流量 偏离 了 初始 条 件 。 经 过 100 个 
时 间 步 ,分 布 曲线 变 成 一 条 中 间 隆 起 


pVA Poaod 


0 03 06 09 1.2 


的 曲线 〈 标 着 100A 的 曲线 ) 。 经 过 x/L 


15 1.8 2.1 24 27 3.0 


200 个 时 间 步 ， 质 量 流量 向 一 个 常数 
值 靠近 了 许多 ( 标 着 200At 的 曲线 ) 。 
经 过 700 个 时 间 步 ,质量 流量 几乎 等 


图 7-19 ”时 间 推 进 的 过 程 中 ， 质量 流量 在 儿 个 
不 同时 刻 的 分 布 
实 线 为 守恒 型 控制 方程 组 的 解 。 圆 点 表示 解析 解 


于 一 个 常数 〈 标 着 700At 的 曲线 )， 
而 且 这 个 常数 非常 接近 于 精确 值 0. 579。 图 7-19 中 的 结果 与 非 守 恒 型 方程 组 的 结果 (图 7- 
11) 相 比 ， 质 量 流量 的 变化 要 平缓 得 多 。 这 是 由 于 它们 来 自 不 同 的 初始 条 件 。 我 们 估计 ， 
图 7-19 这 种 更 为 平稳 的 变化 是 假设 质量 流量 的 初 值 为 常数 造成 的 。 

其 次 ， 再 来 比较 一 下 守恒 型 和 非 守恒 型 控制 方程 组 所 得 到 的 质量 流量 定常 解 的 分 布 。 这 
里 给 出 的 都 是 经 过 1400 个 时 间 步 的 结果 (都 远 远 超过 了 收敛 到 定常 状态 所 需要 的 时 间 步 
数 ) (图 7-20) 。 图 7-20 中 ， 纵 坐标 〈 质 量 流 量 ) 的 比例 放大 了 。 从 图 中 可 以 看 出 ， 守 恒 型 
方程 组 给 出 的 定常 质量 流量 分 布 比 非 守 恒 型 方程 组 的 质量 流量 分 布 更 能 令 人 满意 ， 这 体现 在 
以 下 两 个 方面 : 


计算 流体 力学 基础 及 其 应 用 


1) 守恒 形 式 给 出 了 更 加 接近 于 常数 的 分 布 。 相 反 ， 非 守恒 形式 的 结果 (在 放大 了 比例 
的 坐标 上 细 看 ) 则 有 和 较 大 的 变化 ， 在 人 流 边 界 和 出 流 边 界 还 有 一 些 不 合理 的 振荡 。 当 然 ， 
从 实用 的 角度 ， 如 果 按 图 7-11 的 比例 画 出 这 条 曲线 ， 就 看 不 出 这 种 变化 了 。 质 量 流量 看 上 
去 都 是 常数 。 

2) 从 整体 上 讲 ， 守 恒 形式 得 到 的 定常 
质量 流量 ， 更 接近 于 图 7-20 中 虚线 所 示 的 非 守恒 形式 
解析 解 p'4' =0. 579。 

图 7-20 所 做 的 比较 说 明了 守恒 型 方程 
组 的 优点 。 守 恒 形 式 在 保持 流 过 喷 管 的 质量 
流量 不 变 这 一 点 上 做 得 更 好 。 这 主要 是 因为 
质量 流量 本 身 就 是 守恒 型 方程 组 的 一 个 因 变 
量 , 质量 流量 是 这 些 方程 组 的 第 一 手 结果 。 
相反 ， 在 非 守恒 型 方程 组 中 ， 因 变 量 是 原 变 0 03 06 09 1.2 5 18 2.1 24 2.7 3.0 
量 ， 质 量 流量 则 是 方程 组 的 第 二 手 结果 。 正 加 
是 由 于 守恒 型 方 程 组 在 保持 流 场 中 质量 流量 “a me 
守恒 上 表现 更 好 ， 所 以 才 叫 做 守恒 型 的 。 (放大 后 详细 的 比较 ) 

( 注 ) 上 述 讨论 并 没有 断定 守 便 形式 比 
非 守恒 形式 更 具有 优势 。 恰 恰 相 反 ， 如 果 考 察 原 变量 ， 特 别 是 喷 管 喉 道 处 的 温度 、 压 力 和 马 
赫 数 ， 非 守恒 形式 的 结果 明显 更 接近 准确 值 ( 表 7-12) 。 在 表 7-12 中 ， 第 一 行为 解析 解 ; 第 
二 和 第 三 行 分 别 是 非 守恒 形式 和 守恒 形式 的 数值 结果 。 注 意 ， 表 7-12 也 给 出 了 网 格 加 售 
( 即 由 31 个 网 格 点 变 成 61 个 网 格 点 ) 后 守恒 形式 的 计算 结果 。 表 中 最 后 两 行 之 间 的 比较 可 
以 用 来 验证 守恒 型 方程 组 的 结果 具有 网 格 无 关 性 。 采 用 双 倍 网 格 所 得 到 的 定常 数值 解 稍稍 更 
接近 于 精确 解 〈 但 仍 没 有 采用 单 倍 网 格 并 用 非 守恒 型 方程 组 计算 的 结果 那么 接近 ) 。 从 实用 
意义 上 讲 ， 采 用 31 个 网 格 点 的 解 已 经 与 网 格 数 无 关 了 。 

表 7.12 守恒 形式 和 非 守恒 形式 的 流动 控制 方程 所 得 到 的 定常 结果 之 间 的 比较 
7 p” Mo 
po To Po 
0. 634 0. 833 0. 528 1. 000 


pVA /Poao 4 


解析 解 
非 守 便 形式 的 数值 结果 
守重 形式 的 数值 结果 
守恒 形式 的 数值 结果 


0. 639 0. 836 0. 534 0. 999 


0.648 0. 839 0. 544 0.987 
0. 644 


0. 838 0. 540 0. 989 


守恒 形式 的 残 差 变化 也 没有 非 守 恒 形 式 的 结果 好 。 对 于 非 守恒 形式 〈 图 7-10) ， 开 始 的 
残 差 约 为 10” 量 级 ， 但 1400 个 时 间 步 之 后 衰减 到 10“。 相 反 ， 对 于 守恒 形式 ， 开 始 的 残 差 
也 在 10” 量 级 ， 但 1400 个 时 间 步 后 仅 误 减 到 10 一。 当然， 对 于 实际 应 用 ， 这 也 够 用 了 。 

总 之 ， 对 这 里 给 定 的 流动 问题 ， 守 恒 型 控制 方程 组 并 没有 明显 优 于 非 守恒 型 的 地 方 。 通 
过 以 上 的 讨论 ， 可 以 作出 如 下 结论 : 

1) 守恒 形式 能 给 出 更 好 的 质量 流量 分 布 。 守 恒 形 式 仅仅 在 保持 质量 守恒 上 做 得 更 好 


此 
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2) 非 守恒 形式 给 出 更 小 的 残 差 。 残 差 下 降 的 幅度 常常 作为 衡量 数值 算法 “好 坏 ” 的 指 
标 。 在 这 个 意义 上 讲 ， 非 守恒 形式 更 好 。 

3) 结果 的 精度 方面 ， 两 者 难 分 伯仲 。 相 比 之 下 ， 非 守恒 形式 给 出 的 原 变量 看 上 去 更 精 
确 一 些 ， 而 守恒 形式 则 给 出 了 更 精确 的 通 量变 量 〈 就 是 守恒 变量 ， 即 守恒 型 方程 组 解 向 量 
的 分 量 一 一 译 者 注 ) 。 两 种 形式 的 方程 ， 结 果 都 相当 令 人 满意 。 

4) 再 来 比较 一 下 两 者 的 计算 量 。7. 3 节 〈 非 守恒 形式 ) 和 7.5 节 (守恒 形式 ) 给 出 了 
详尽 的 计算 公式 。 从 中 可 以 看 出 ， 使 用 守恒 形式 ， 解 法 的 计算 量 明显 要 大 一 些 。 多 出 来 的 计 
算 量 ， 主 要 是 为 了 从 通 量变 量 中 解 出 原 变量 。 而 使 用 非 守恒 形式 求解 ， 就 不 需要 做 这 项 工 
作 。 


7.6 激 波 捕捉 


7. 2 节 讨 论 了 亚 声速 一 超声 速 等 箭 流 的 物理 特性 。 这 里 强调 指出 ， 对 于 给 定形 状 的 喷 
管 ， 解 是 惟一 的 。 图 7-2 给 出 了 解 的 定性 描述 。 特 别 注意 图 7-2c 中 的 压力 分 布 曲 线 。 喷 管 两 
端的 压力 比 p./po 是 解 的 一 部 分 。 也 就 是 说 ,求解 时 不 用 事先 给 定 这 个 量 。 (在 实验 室 中 ， 
我 们 需要 用 某 种 方式 在 喷 管 两 端 保持 这 个 压力 比 ， 否 则 就 无 法 建立 亚 声速 一 超声 速 等 箭 流 
动 。) 与 之 相反 ，7. 4 节 讨论 全 亚 声速 流动 的 物理 特性 时 曾 强调 指出 ， 对 于 这 种 流动 ， 存 在 
无 穷 多 个 可 能 的 等 闹 解 ， 每 一 个 解 对 应 着 一 个 给 定 的 压力 比 p,/po。 在 这 种 情况 下 ， 为 了 得 
到 惟一 解 ， 必 须 事 先 给 定 p./p,。 图 7-13 给 出 了 这 种 亚 声速 流动 的 定性 描述 。 

回 到 图 7-13 ， 考 虑 这 样 一 个 问题 ， 如 果 
出 口 压力 减 小 到 比 (p,), 低 一 些 ， 将 会 发 生 
什么 情况 ?答案 是 : 喷 管 将 会 “堵塞 ”。 也 
就 是 说 ,不 管 出 口 压力 比 (p.), 低 多 少 ， 流 
动 在 喉 道 处 始终 保持 声速 。 因 而 质量 流量 也 
不 再 变化 。( 这 样 ， 喷 管 出 口 处 也 不 会 有 更 多 
的 质量 流量 。“ 堵 塞 ” 就 是 指 的 这 个 意 
思 。 一 一 译 者 注 ) 在 喉 道 下 游 ， 流 动 变 成 超 。 产 
声速 的 ， 并 且 在 一 定 的 距离 内 维持 图 72 所 党" 
示 的 那 种 等 箭 流 。 设 出 口 压力 为 〈m)。， 0 
(p.)， 略 低 于 〈p.).。 此 时 ， 在 喷 管 扩张 段 的 
某 个 地 方 ， 会 形成 一 个 正 激 波 ， 如 图 7-21 所 m 
示 。 正 激 波 的 上 游 ， 流 动 就 是 亚 声 速 一 超声 ;0.528po 
速 等 入 流 。 所 以 在 激 波 的 波 前 ， 流 动 是 超声 关 
速 的 。 而 跨 过 激 波 后 ， 流 动 变 成 亚 声 速 的 。 

在 激 波 下 游 ， 流 动 在 喷 管 扩张 段 里 继续 减速 ， 图 7-21 奔 管 内 有 正 激 波 的 流动 

压力 则 有 所 上 升 。 到 了 喷 管 的 出 口 ， 压 力 恢复 到 我 们 给 定 的 出 口 压力 (p,)。。 正 激 波 出 现 的 
位 置 ， 应 该 使 跨 过 激 波 时 静 压 的 增加 量 ， 加 上 激 波 下 游 静 压 的 上 升 ， 正 好 等 于 出 口 处 的 压力 
(p,)s。 图 7-21 给 出 了 喷 管 内 有 激 波 的 流动 〈 图 中 的 虚线 表示 没有 激 波 的 亚 声速 一 超声 速 等 
炳 流 ) 。 此 时 和 全 亚 声速 流动 一 样 ， 喷 管 流 动 的 解 取决 于 (p.), 值 。 为 了 得 到 惟一 的 解 ， 必 
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须 给 定 (p.) 4a。 

本 节 将 通过 给 定 出 口 压力 p.， 对 喷 管 内 出 现 正 激 波 的 流动 进行 数值 求解 。 为 了 保证 本 书 
介绍 CFD 基础 知识 的 全 面 性 ， 这 样 一 个 算 例 是 十 分 重要 的 。 因 为 可 以 用 它 来 介绍 如 何在 流 
动 的 数值 求解 中 捕捉 激 波 。 本 书 的 2. 10 节 描 述 了 捕捉 激 波 的 方法 。 建 议 读者 在 阅读 下 面 的 
内 容 之 前 ， 仔 细 复 习 一 下 2. 10 节 。 读 者 必须 理解 激 波 捕 提 的 方法 ， 并 且 知 道 为 什么 在 流 场 
里 捕 提 诉 波 时 ， 一 定 要 用 守 便 型 控制 方程 组 。 同 时 ， 再 仔细 看 看 框图 1-32c， 那 里 给 出 了 我 
们 将 要 用 到 的 各 种 概念 。 


7.6.1 问题 的 提 法 


图 7-22 给 出 了 下 面 要 用 的 各 种 记号 。 正 激 波 位 于 截面 积 4 处 ， 激 波 的 波 前 用 下 标 1 表 
示 ， 波 后 用 下 标 2 表示 。 从 驻 室 〈 压 力 为 m) 到 位 置 1 之 间 的 流动 是 等 炉 的 ( 炉 为 常数 
5 ) ， 所 以 这 一 段 流动 中 总 压 也 是 常数 ， 
即 ，po, = po。 跨 过 激 波 时 ， 总 压 下 降 
(因为 跨 过 激 波 时 炉 增 加 了 )。 从 激 波 
波 后 2 的 位 置 到 奔 管 出 口 ， 流 动 也 是 
等 炉 的 ( 粹 为 常数 s,s， 并 且 s, > s1)。 
因此 ， 这 一 段 流动 的 总 压 也 是 常数 。 
所 以 在 喷 管 出 口 ，(po)。 = po。 但 要 记 
住 ， pom<poro 对 于 激 波 前 的 流动 ， 47 
是 常数 ， 等 于 声速 喉 道 的 截面 积 ，4 
=4,。 激 波 下 游 亚 声 速 流动 中 的 4 "用 
4 表示 ， 它 只 是 一 个 参考 值 (这 一 点 
与 7.4 节 讨 论 的 全 亚 声速 流动 一 样 ) 。 
由 于 跨 过 激 波 时 简 增加 了 ， 所 以 4 >AY 。 

本 节 将 数值 求解 扩张 段 存 在 正 激 波 的 拉 伐 尔 喷 管 流动 。 喷 管 的 形状 与 7.3 节 相同 ， 由 式 
(7-73) 给 出 。 计 算 中 将 采用 守恒 型 控制 方程 组 ， 还 要 进行 激 波 捕捉 。 在 求 数值 解 之 前 ， 让 
我 们 先 来 考察 一 下 解析 解 。 

解析 解 。 由 式 (7-33) 给 定 的 喷 管 ， 出 口 处 的 面积 比 4./4, =5. 95。 现 在 要 考虑 的 算 例 ， 
Pp。 由 下 面 的 式 子 给 定 


图 7-22 正 激 波 算 例 示 意图 


名 -0.6784( 给 定 值 ) (7-123) 
Pol 
注意 ， 这 个 压力 比 远 小 于 全 亚 声 速 流动 中 所 给 定 的 值 。 例 如 在 7.4 节 ， 我 们 给 定 p./p。 
=0.93 。 而 po/po =0.6784 又 大 大 高 于 亚 声 速 一 超声 速 等 粹 流 的 解 。 在 7.2 节 ， 我 们 算出 
p/po =0.016。 所 以 ， 这 里 给 定 的 p./po, =0. 678 应 该 使 喷 管 扩张 段 的 某 个 地 方 出 现 正 激 波 。 
首先 就 来 计算 激 波 的 位 置 ， 也 就 是 激 波 位 置 所 对 应 的 面积 比 。 激 波 的 这 一 位 置 对 应 于 式 (7- 
123) 所 给 定 的 出 口 压 力 。 这 种 计算 可 以 直接 用 下 述 方法 完成 。 
流 过 喷 管 的 质量 流量 表示 为 
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A* 2 ,于 
0 一 ! | ) (7-124) 


/BN Rly+l 

也 就 是 说 ， 对 于 给 定 的 Th， 有 
mopoA” 

由 于 跨 过 正 激 波 (图 7-22) 时 质量 流量 保持 不 变 ， 所 以 

poiAr =posAy (7-125) 

( 注 ) 根据 以 前 的 讨论 ，4" 的 定义 是 声速 喉 道 面积 。 在 激 波 前 的 超声 速 流 动 中 ，A! 等 

于 实际 的 喉 道 截面 积 4,， 因 为 流动 在 4, 处 确实 是 声速 的 。 然 而 在 激 波 后 ，4; 表示 波 后 流动 

如 果 达 到 声速 时 的 面积 。 但 激 波 后 的 流动 总 是 亚 声 速 的 。 因 此 4; 并 不 等 于 喷 管 喉 道 处 实际 


的 面积 。 因 为 位 置 2 处 的 炳 高 于 位 置 1 处 的 粹 。 
考察 p.A./poA。， 此 时 由 于 4。=A2 ， 再 利用 式 (7-125) ， 有 
p.4。 pA. pA. pA. 


= 一 一 = 一 一 = 一 一 (7-126a) 
Po.4。 poz4 poiAh! Poi4， 
上 式 的 右 端 是 已 知 的 。 因 为 Po/poi =0.6784，4./4, =5. 95 ， 所 以 
下 =0. 6784(5. 95 ) =4. 03648 (7-126b) 
Poe 3 
由 式 (7-6) 和 式 (7-7) 给 出 的 等 箭 关系 式 ， 分 别 得 到 
A 112/ y-1 ln 
= 1 M. _ 
-i -i + «|| (7-127) 
和 
Pe y-1 2 2 1 
一 =|1 M - 
~ | + 二 | (7-128) 
将 它们 代入 式 (7-126b) ， 得 到 
1 2 ee y-!1 到 
大 (7 (1 ma: | =4.03648 (7-129) 
从 中 解 出 Wa.， 得 
Ma, =0. 1431 (7-130) 
由 式 (7-128) ， 得 
= (1+ (0 1431)"] ”=0.9858 (7-131) 
Poe 2 
正 激 波 前 后 的 总 压 比 可 以 写 为 
Po> po。 Poe Pe 
= 一 = (7-132) 
Po! pl P. Pol 
将 从 式 (7-123) 和 式 (7-131) 得 到 的 数值 代入 式 (7-132)， 得 
Poz 0.6784 
一 = =0. 6882 (7-133 ) 
po! 0. 9858 


正 激 波 前 后 的 总 压 比 是 波 前 马赫 数 Ma, 的 函数 ， 具 体 表 达 式 为 


计算 流体 力学 基础 及 其 应 用 


-1 
-1 


| (y + 1) Ma | [a 


; (7-134) 
por Ll(y-1)Ma’+2 a-(y-1) 
将 式 (7-133) 代入 式 (7-134) ,得 
2 7 7 
(y+1)Ma (y+1) _0 6882 
(y -1)Mat +2 2yMa?t - (y -1) 
解 出 Ma 3 得 
Ma, =2.07 (7-135) 
将 这 一 结果 代入 式 (7-6) ， 最 终 得 到 
4， 4 
一 = 一 =1.790 (7-136) 
A* 4， 


I 


这 样 就 求 出 了 正 激 波 的 准确 位 置 ， 即 暑 管 内 面积 比 为 1.79 的 位 置 。 根 据 式 (7-33) 给 
出 的 喷 管 形状 ,这 个 位 置 在 x/L=2.1 处 。 已 知 Mo =2.07， 跨 过 激 波 的 所 有 其 他 参数 都 可 
以 求 出 。 例 如 ， 用 下 面 的 式 子 可 得 出 跨 过 激 波 的 静 压 比 和 波 后 马赫 数 


2 
1 (No 1) =1+1167[(2.07)2 -1] =4.83 (7-137) 
pi y+!1 
1 
y-1 2 加 
1+ M. 上 
1+0.2(2.07)2 1 
Mo =| -一 一 -Tc or oz| =0. 566 (7-138) 
，y-1| 11.4(2.07)’-0.2 
YMa -3 


这 里 得 到 的 解析 解 将 与 下 面 得 到 的 数值 解 进行 比较 。 

边界 条 件 。 亚 声速 人 流 边界 条 件 完全 按照 7. 5. 2 小 节 介 绍 的 方法 和 关系 式 (7-116) 、 式 
(7-118) 确定 ， 这 里 不 再 做 详细 说 明 。 

对 于 本 节 所 研究 的 问题 ， 出 流 边界 也 是 亚 声速 的 。7. 4. 1 小 节 给 出 了 亚 声速 出 流 边界 条 
件 ， 并 强调 必须 给 定 出 口 压力 p.， 但 是 其 他 参数 允许 变化 。 这 些 也 同样 适用 于 现在 的 计算 。 
但 是 在 7.4. 1 小 节 ， 我 们 详细 推导 的 是 用 非 守恒 型 控制 方程 组 求解 时 ， 亚 声速 出 流 边界 条 件 
的 数值 处 理 方法 。 而 本 节 的 计算 将 采用 守恒 型 控制 方程 组 。 因 此 ， 边 界 条 件 的 数值 处 理 方法 
也 稍 有 不 同 。 一 定 要 记 住 ， 在 守恒 型 控制 方程 组 中 ，UV,、U,、U， 是 直接 的 因 变量 。 因 此 ， 
用 与 边界 相 邻 的 两 个 内 点 做 线性 外 插 ， 可 以 得 出 下 游 边界 的 U, 和 U,， 即 


(Uw =2CU) 1 — CU)n-2 (7-139a) 
(Us) w=2(U,) wy-1 - (Us) wn-2 (7-139b) 
然后 ， 用 式 (7-103) ， 从 (U1)w 和 (UU,)w 中 解 出 Vx 
= (7-140) 
(Ui)w 
点 = 入 处 Us 的 值 由 给 定 的 px =0. 6784 确定 。 根 据 U; 的 定义 ， 
Us A + 4 (7-141) 


而 e’ =7'。 因 此 ， 通 过 状态 方程 p' =p'T'， 式 (7-141) 变 为 
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A 
局 = (7-142) 
由 于 0=p'4'V', 式 (7-142) 又 变 为 
VU = + Ua (7-143) 
在 下 游 边界 ， 就 是 
pnAw 
(Uw = + UV (7-144) 
y-1 2 
既然 py 给 定 为 0.6784, 式 (7-144) 成 为 
0.67844V yy | 
(Us) w= +—(U,) nVy (7-145) 
y-l1 2 


给 定 的 出 口 压力 就 是 以 式 〈7-145) 的 形式 参与 了 数值 求解 。 

初始 条 件 。 对 现在 的 计算 ， 选 取 如 下 形式 的 初始 条 件 。 这 个 初始 条 件 定性 上 与 最 终 的 解 
相像 。 

从 **=0 到 *'=1.5, 还 是 使 用 式 (7-120a) ~ 式 (7-120d) 所 给 的 初始 条 件 。 对 于 x" > 
1.5， 使 用 


p’' =0.634 -0.702(x -1.5) ， (7-146a) 
1.5<x’'<2.1 
T’ =0. 833 -0.4908 (x’ -1.5) (7-146b) 
p’ =0. 5892 -0. 10228(x -2.1) ， (7-146c) 
2. 1 <x' 3.0 
T’ =0.93968 -0. 0622(x -2.1) (7-146d) 


和 以 前 一 样 ，V' 的 初始 条 件 根据 质量 流量 为 常数 的 假设 确定 ， 用 式 (7-121) 计算 。 
7.6.2 时 间 推 进 过 程 一 一 人 工 粘性 


现在 这 个 需要 捕捉 激 波 的 算 例 ， 与 本 章 前 几 节 的 计算 之 间 ， 最 大 区 别 也 许 就 是 人 工 粘 
性 。 回 想 一 下 迄今 为 止 的 计算 ， 数 值 求解 时 都 没有 显 式 地 添加 过 人 工 粘 性 。 求 解 亚 声 速 一 超 
声速 等 炉 流 动 (7.3 节 ) 和 全 亚 声速 流动 (7.4 节 ) 都 不 需要 附加 数值 耗 散 ， 算 法 本 身 就 有 
足够 的 耗 散 ， 保 证 得 到 稳定 而 光滑 的 解 。 而 且 ， 控 制 方程 组 是 守恒 型 的 〈《7. 5 节 ) 还 是 非 守 
恒 型 的 (7.3 节 和 7.4 节 ) ， 也 没有 什么 差别 。 要 不 要 添加 人 工 粘性 ， 与 控制 方程 组 的 形式 
基本 上 没有 关系 。 但 是 下 面 就 将 看 到 ， 捕 捉 激 波 时 ， 要 得 到 光滑 而 稳定 的 解 ， 添 加 某 些 数值 
耗 散 是 绝对 必要 的 。 此 时 请 回 到 介绍 人 工 粘性 的 6. 6 节 。 在 进行 下 一 步 之 前 ， 再 一 次 仔细 阅 
读 6.6 节 ， 以 便 更 全 面 地 理解 下 述 问题 : 对 于 含有 正 激 波 的 喷 管 流动 ， 应 该 怎样 去 做 才能 得 
到 合理 的 解 。 

为 了 进行 求解 ， 我 们 将 按照 6. 6 节 介 绍 的 方法 来 添加 人 工 粘性 。 具 体 地 讲 ， 就 是 根据 式 
(6-58) ， 计 算 
gc 2(p + pe ja 4) (1147) 

(p'), +2(p'), + (Pp) 
在 使 用 麦 考 马克 方法 中 的 


TH +Ar 1 oU " 
UY (UU) + Ab 
上 了 oat’ i 
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计算 预 估 值 时 ， 把 它 换 成 
6 


1 


OY + | 7 中 At + (51) (7-148) 
_ Uy ， 

CA At + (58,)’ (7-149) 
(Us)' Y=(U,): +( 字 中] At + (53)" (7-150) 


这 里 ， UI、 U,、 Us 是 方程 组 (7-101a ~ c) 中 的 因 变 量 ， S1、 5;、 5S, 是 在 式 (7-147) 中 取 
U 等 于 U;、U,、Us 而 得 。 
类 似 地 ， 校 正 步 在 用 


， ， /aU 
区 =U + | At 


计算 校正 值 的 时 候 ， 将 此 式 换 成 (原著 中 下 面 三 个 式 子 有 误 ， 现 已 改正 。 一 一 译 者 注 ) 


， ,aU i 

7 各 (7-151) 
， ， 1 四 

(可 = + (| Ab + (S (7-152) 
i ,aU i 

(DU) =(U,), + 三 At’ +T(S (7-153) 


此 处 ，5,、5,、5; 的 值 通过 形式 与 式 (6-59) 类 似 的 表达 式 ， 即 (原著 中 下 式 有 误 ， 已 改 
正 。 一 一 译 者 注 ) 
| (pO) -2(p) t+(p) | 四 
= [0 一 -一 一 一 (UY) -2C0) + (VU) 
(pO +2(p) + (p) | | 


Gr +Ar 


(7-154) 
来 计算 。 在 式 《7-154) 中 取 U 等 于 U1、Us,、U,， 就 可 得 到 S, 、S,、5, 的 值 。 
激 波 捕捉 方 法 的 其 余部 分 与 7.5 节 中 的 描述 完全 相同 ， 这 里 不 再 详细 说 明 。 下 面 将 直接 
讨论 定常 解 的 计算 结果 。 


7.6.3 数值 结果 


下 面 的 结果 是 用 均 布 在 喷 管内 的 61 个 网 格 点 得 到 的 ， 而 不 是 像 以 前 的 大 多 数 计算 那样 ， 
用 31 个 网 格 点 。 在 激 波 捕 提 处 理 中 使 用 麦 考 马克 有 限 差分 方法 ， 捕 所 到 的 激 波 宽度 有 几 个 
网 格 ， 因 此 需要 更 密 的 网 格 才 能 更 准确 地 确定 激 波 位 置 。 计 算 中 取 柯 朗 数 为 0.5， 所 用 的 守 
恒 型 控制 方程 组 也 与 7.5 节 完 全 相同 。 但 有 两 个 不 同 的 地 方 。 一 个 是 7. 6. 1 小 节 描述 过 的 下 
游 边界 条 件数 值 处 理 ， 另 一 个 是 7. 6. 2 小 节 里 添加 的 人 工 粘性 。 喷 管 出 口 处 给 定 的 压力 比 为 
ps =pe/po =0.6784， 并 保持 不 变 ， 不 随时 间 变 化 。 

先 来 考虑 一 下 ， 如 果 不 加 和 人工 粘 性 ， 计 算 中 将 会 发 生 什么 情况 ?这 对 下 面 的 讨论 具有 指 
导 意 义 。 图 7-23 给 出 了 喷 管 内 的 压力 分 布 ， 并 将 数值 解 ( 实 线 ) 与 解析 解 (由 虚线 连接 的 
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实心 圆 点 ) 做 了 比较 。 数 值 解 是 经 过 1600 个 时 间 步 得 到 的 ， 对 应 的 无 量 纲 时 间 为 17.2。 计 
算 中 没有 添加 人 工 粘性 。 经 过 1600 个 时 间 步 ， 数 值 解 仍 没有 收敛 到 定常 解 。 尽 管 数值 结果 
正确 地 捕捉 到 了 激 波 的 位 置 ， 但 残 差 仍 相 当 大 ， 在 10” 量 级 。 而 且 在 1600 个 时 间 步 之 后 继 
续 推 进 ， 残 差 反 而 开始 增 大 ， 而 不 是 
继续 减 小 。 到 2800 个 时 间 步 ， 求 解 
过 程 虽 然 还 没有 发 散 ， 但 振荡 已 明显 
增 大 。 同 时 ， 残 差 也 增 大 到 10!: 量 级 。 
这 是 一 个 完全 不 能 接受 的 结果 ， 需 要 0.7 
添加 人 工 粘性 进行 改进 。 所 以 不 再 对 
它 做 进一步 的 讨论 。 

在 计算 中 添加 了 式 (7-147) ~ 式 
(7-154) 给 出 的 人 工 粘性 ， 并 将 可 调 
参数 C, 取 为 0.2， 得 到 如 下 的 结果 。 
图 7-24 给 出 了 路 管内 压力 分 布 的 数值 
解 〈 实 线 ) ， 是 经 过 1400 个 时 间 步 ， 
收敛 到 定常 状态 的 结果 。 而 由 虚线 连 0 03 06 09 12 15 18 21 24 27 3.0 
接 的 实心 圆 点 表示 解析 解 。 从 图 7-24 i 


激 波 位 置 


a 


无 量 纲 压力 P/ 品 
So 2 © oe 
hb 疏 少 nn 


Bi 


可 以 得 出 以 下 结论 :; 图 7-23 喷 管 内 的 压力 分 布 ( 无 人 工 粘性 ， 
1) 添加 入 工 粘性 几乎 完全 消除 1600 个 时 间 步 》 
了 没有 添加 人 工 粘性 时 出 现 的 振荡 。 激 波 梢 捉 法 的 数值 解 实 线 与 解析 角 


图 7-24 (C, =0.2) 的 结果 和 图 7-23 (由 虚线 连接 的 实心 圆 点 ) 的 比较 


(C, =0.0) 的 结果 之 间 的 区 别 是 明显 的 。 这 就 是 人 工 粘性 的 作用 一 一 抑制 (即使 没有 完全 
消除 ) 振荡 ， 使 数值 解 光 滑 化 。 

2) 仔细 观察 图 7-24 就 会 看 到 ， 振 
荡 并 没有 完全 消除 。 在 激 波 下 游 紧 挨 着 
激 波 的 地 方 还 有 小 的 振荡 。 这 没什么 了 
不 起 。 通 过 添加 更 大 的 人 工 粘性 〈 取 C， 
=0.3)， 连 这 种 小 的 振荡 实际 上 也 可 以 
消除 。 然 而 ， 太 大 的 人 工 粘性 可 能 会 危 
及 计算 结果 的 其 他 方面 ， 下 面 就 会 提 
到 。 

3) 精确 解 跨 过 激 波 时 应 该 有 急剧 
的 变化 。 数 值 解 由 于 包含 了 人 工 粘 性 ， 
变化 没有 那么 剧烈 。 图 7-24 的 数值 结果 
表明 ， 人 工 粘 性 将 激 波 抹 平 ， 占 据 更 多 
的 网 格 。 加 大 人 工 粘性 会 将 激 波 抹 得 更 图 7-24 ” 喷 管 内 的 压力 分 布 (有 人 工 粘性 ， 
宽 。 这 就 是 计算 中 不 希望 添加 过 多 数值 C. =0.2，1400 个 时 间 步 ) 
耗 散 的 原因 。 一 些 现代 CFD 方法 (它们 激 波 捕捉 法 的 数值 解 ( 实 线 ) 与 解析 解 
超出 了 本 书 范围 ) 已 经 成 功 地 改变 了 这 “四 雪线 连 搂 的 实心 加 点 的 比 罗 
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种 状况 。 借 助 应 用 数学 中 的 新 思路 ， 现 在 的 研究 工作 者 可 以 选择 适当 的 时 机 ， 在 流 场 中 真正 
需要 的 地 方 添加 数值 耗 散 ,使 捕捉 到 的 激 波 保持 陡峭 。 这 些 问题 将 留 给 读者 进一步 学 习 
CFD 的 时 候 进行 研究 。 

图 7-25 给 出 了 定常 的 马赫 数 分 布 ， 这 
些 结果 进一步 证 实 了 刚才 的 结论 。 表 7-13 
详细 列 出 了 经 过 1400 个 时 间 步 后 得 到 的 定 
常 流 数 值 解 。 读 者 可 以 将 这 些 结 果 与 自己 编 
程 计算 的 数据 进行 对 比 。 求 解 中 使 用 了 守恒 
型 控制 方程 组 ， 人 工业 性 系数 C. =0.2， 柯 
朗 数 取 0.5， 沿 喷 管 均匀 分 布 了 61 个 网 格 
点 ， 给 定 的 出 口 压力 p,/po。 = 0.6784。 考 察 ， 
表 中 p'、p' 各 列 在 激 波 (理论 上 ， 激 波 位 0 03 0.6 09 12 15 1.8 21 24 27 3.0 
于 网 格 点 i=43 处 ， 即 * =2.1) 附近 的 数 
据 可 以 发 现 ， 只 是 在 激 波 下 游 出 现 了 很 小 的 。 图 ”25 工 管 内 的 马赫 数 分 布 《有 人 工业 性 ， 
振 菏 。 如 果 看 质量 流量 那 一 列 ， 就 会 发 现 ， 本 en a ms 
在 激 波 的 上 游 ， 训 =p'V4 基本 上 是 常数 (由 虚线 连接 的 实心 圆 点 ) 的 比较 
0. 582 (解析 解 为 0.579， 数 值 解 与 这 个 值 
很 接近 ) 。 但 是 在 激 波 附 近 ， 浆 有 一 个 大 的 跳跃 ， 然 后 在 激 波 下 游 更 远 的 地 方 变 成 常数 


0. 632 。 
表 7-13 激 波 捕 捉 法 得 到 的 定常 数值 解 
7 EE 4 2 了 卫 卫 Ma 
L 4 po Qo To Po 

1 0. 000 5.950 1. 000 0. 098 1. 000 1. 000 0. 098 0. 582 
2 0.050 5. 626 0. 999 0. 103 1. 000 0. 999 0. 103 0. 582 
3 0. 100 5.312 0. 999 0. 110 1. 000 0. 998 - 0.110* 0.582 
4 0. 150 5.010 0. 998 0.116 0. 999 0. 997 0.116 0. 582 
5 0. 200 4.718 0.997 0. 124 0.999 0. 996 0. 124 0. 582 
6 0.250 4. 438 0. 996 0. 132 0. 998 0. 995 0. 132 0. 582 
7 0. 300 4. 168 0. 995 0. 140 0. 998 0. 993 0. 140 0. 582 
8 0. 350 3.910 0. 994 0. 150 0.997 0.991 0. 150 0. 582 
9 0. 400 3. 662 0. 992 0. 160 0. 997 0. 989 0. 160 0. 582 
10 0.450 3. 425 0. 990 0. 172 0. 996 0.986 0. 172 0. 582 
11 0. 500 3. 200 0. 988 0. 184 0. 995 0. 983 0. 184 0. 582 
12 0. 550 2. 985 0. 985 0. 198 0. 994 0. 979 0. 198 0. 582 
13 0. 600 2.782 0. 982 0.213 0. 993 0.975 0.214 0. 582 
14 0.650 2. 589 0. 979 0. 230 0.991 0.970 0.231 0. 582 
15 0. 700 2. 408 0. 974 0.248 0. 990 0. 964 0. 249 0. 582 
16 0.750 2. 237 0. 969 0. 268 0. 987 0.957 0.270 0. 582 
17 0. 800 2. 078 0. 963 0. 291 0. 985 0. 948 0. 293 0. 582 
18 0. 850 1. 929 0.956 0.316 0. 982 0. 938 0.319 0. 582 
19 0. 900 1.792 0. 947 0. 343 0.978 0. 926 0. 347 0. 582 
20 0. 950 1. 665 0.936 0.373 0.974 0.912 0. 378 0. 582 


21 1.000 1.550 0. 924 0. 407 0. 969 0. 895 0. 413 0. 582 
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( 续 ) 

1 和 4 2 工 卫 Ma 
L 4 po Qo To po 

22 1. 050 1. 445 0. 909 0. 443 0. 963 0. 875 0. 452 0. 582 
23 1. 100 1.352 0. 892 0. 483 0. 955 0. 852 0. 494 0. 583 
24 1. 150 1.270 0. 872 0. 526 0. 946 0. 825 0. 541 0. 583 
25 1. 200 1. 198 0. 848 0.573 0. 936 0.794 0. 593 0. 583 
26 1.250 1. 138 0. 821 0. 624 0. 924 0. 759 0. 649 0. 583 
27 1. 300 1. 088 0.791 0.678 0. 910 0.720 0.710 0. 583 
28 1.350 1.050 0.757 0.734 0. 894 0.677 0.776 0. 583 
29 1. 400 1. 022 0.719 0. 793 0. 876 0. 630 0. 847 0. 583 
30 1. 450 1. 006 0. 679 0. 854 0. 856 0. 581 0.923 0. 583 
31 1. 500 1. 000 0. 633 0. 921 0. 832 0.527 1. 009 0. 583 
32 1.550 1. 005 0. 596 0.973 0. 812 0. 484 1.080 0. 583 
33 1.600 1. 022 0. 549 1.040 0. 786 0. 431 1. 173 0. 583 
34 1.650 1.049 0. 507 1.096 0. 761 0.386 1.256 0. 584 
35 1.700 1.088 0. 462 1.159 0. 734 0. 339 1.353 0. 583 
36 1.750 1. 137 0. 424 1.210 0. 709 0. 301 1. 437 0. 584 
37 1. 800 1. 198 0. 383 1. 268 0. 680 0.261 1. 538 0. 582 
38 1. 850 1. 269 0.351 1.311 0. 658 0.231 1.617 0. 584 
39 1. 900 1. 352 0.315 1. 368 0. 628 0. 198 1.725 0. 582 
40 1.950 1.445 0. 289 1. 398 0.611 0. 177 1.788 0. 584 
41 2. 000 1. 550 0. 256 1. 462 0. 574 0. 147 1. 930 0. 581 
42 2.050 1.665 0.318 1.207 0.677 0.21S 1.467 0. 639 
43 2. 100 1. 792 0. 524 0. 697 0. 872 0. 457 0.747 0. 655 
44 2. 150 1.929 0.619 0. 521 0. 925 0.573 0. 542 0. 622 
45 2. 200 2. 078 0.613 0. 501 0. 926 0. 567 0. 521 0. 638 
46 2.250 2.237 0.643 0. 436 0. 939 0.604 0.450 0. 627 
47 2. 300 2. 408 0.643 0.410 0. 943 0.607 0. 422 0. 635 
48 2. 350 2. 589 0. 660 0.368 0. 950 0. 627 0. 378 0. 629 
49 2. 400 2. 782 0. 662 0. 344 0. 953 0. 631 0. 353 0. 635 
50 2.450 2. 985 0.671 0.314 0. 959 0. 643 0. 321 0. 629 
51 2. 500 3. 200 0.675 0. 294 0. 958 0. 647 0. 300 0. 634 
52 2. 550 3. 425 0. 680 0.271 0. 964 0. 655 0. 276 0. 630 
53 2. 600 3. 662 0.682 0. 253 0. 965 0. 658 0, 258 0. 633 
54 2.650 3. 909 0.687 0. 235 0. 965 0. 663 0. 239 0. 632 
55 2.700 4. 168 0. 687 0. 221 0.969 0. 666 0. 224 0. 632 
56 2.750 4. 437 0. 690 0. 206 0. 970 0. 669 0. 209 0. 631 
57 2. 800 4.718 0. 692 0. 194 0. 970 0.671 0. 197 0. 633 
58 2. 850 5.009 0. 694 0. 182 0.971 0.674 0. 184 0. 631 
59 2. 900 5.312 0. 694 0. 171 0. 973 0.675 0. 174 0. 631 
60 2. 950 5. 625 0.697 0. 161 0. 972 0.677 0. 164 0. 632 
61 3. 000 5.950 0.698 0. 152 0. 972 0.678 0. 154 0. 632 


质量 流量 中 这 种 不 合理 的 现象 在 图 7-26 可 以 看 得 更 清楚 。 图 中 给 出 了 无 量 纲 质量 流量 
的 分 布 。 坐 标的 比例 与 图 7-19 ( 亚 声 速 一 超声 速 等 炉 流 ) 一 样 。 实 线 是 没有 人 工 粘 性 
(C=0) 的 数值 解 (计算 了 1600 个 时 间 步 ) ， 虚 线 是 添加 了 人 工 粘性 (C, =0.2) 的 数值 解 。 
没有 人 工 粘性 时 ， 质 量 流量 在 激 波 附近 出 现 了 严重 的 振荡 。 正 像 前 面 说 过 的 ， 这 种 结果 是 完 
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全 不 能 接受 的 。 相 反 ， 添 加 了 人 工 粘 性 ， 激 波 上 游 质 量 流量 的 结果 非常 好 。 无 论 从 定性 上 还 
是 定量 上 ， 都 和 图 7-19 以 及 表 7-11 0.7 
给 出 的 亚 声 速 一 超声 速 等 炉 流 的 结果 
一 样 好 。 可 是 添加 人 工 粘性 后 ， 质 量 
流量 在 激 波 附 近 有 一 个 大 的 跳 取 。 在 
喷 管 出 口 ， 质 量 流量 的 变化 减缓 并 稳 
定 在 一 个 常 值 上 ， 这 个 值 比 人 口 的 质 
量 流 量 高 约 8. 6% 。 显 而 易 见 ， 添 加 
到 控制 方程 数值 解 上 的 人 工 类 性， 在 
激 波 附 近 起 了 一 个 质量 流量 源 项 的 作 
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用 。 如 果 再 研究 一 下 表达 式 (7-147 ) 图 7-26 ” 喷 管 内 的 质量 流量 分 布 
~ 式 (7-154) ,这 种 现象 就 变 得 可 以 理 有 人 工 粘性 〈 虚 线 ，C. =0. 2) 和 没有 
解 了 。 在 压力 梯度 变化 很 大 的 区 域 ， 人 工 粘性 〈 实 线 ，C. =0) 的 比较 
由 式 (7-147) 得 出 的 S 和 式 (7- (实心 国 点 代表 解析 解 ) 


154) 得 出 的 5S.'” 的 数值 也 很 大 。 这 正 是 这 些 表 达 式 中 包含 压力 的 主要 目的 。 压 力 在 这 
里 扮演 “传感器 ”的 角色 ， 在 压力 梯度 迅速 变化 《压力 的 二 阶 导 数 很 大 ) 的 区 域 (例如 ， 
前 面 提 到 的 要 发 生 振荡 的 地 方 )》 加 大 人 工业 人 性。 而且 ,在 式 (7-148) ~ 式 (7-150)、 式 (7- 
151) ~ 式 (7-154) 中 ，S* 和 8 * 是 直接 加 到 U, 的 计算 值 上 ， 这 其 中 就 有 0 =p'V'4'， 正 是 
质量 流量 。 因 此 ， 在 6. 6 节 给 出 的 人 工 粘 性 将 产生 质量 流量 的 源 项 ， 就 不 值得 奇怪 了 。 

添加 人 工 粘 性 后 得 到 的 这 种 质量 流量 分 布 是 否 可 以 接受 呢 ? 回答 基本 上 是 肯定 的 。 显 
然 ， 计 算 中 如 果 不 使 用 人 工 粘性 ， 激 波 捕捉 法 将 导致 不 可 接受 的 振 葛 (有 时 还 有 不 稳定 
性 )。 所 以 ， 至 少 对 于 这 一 章 介 绍 的 显 式 麦 考 马克 方法 来 说 ， 必 须 使 用 人 工 粘 性 。 一 般 来 
讲 ， 通 过 添加 人 工 烙 性 ， 激 波 捕捉 法 得 到 的 原 变量 ， 结 果 是 可 以 接受 的 ， 从 表 7-14 和 表 7- 
15 中 就 可 以 看 出 这 一 点 。 表 7-14 列 出 了 C, 在 0 ~0.3 之 间 取 值 时 ， 定 常 流 场 解 在 喷 管 喉 道 
处 的 结果 ， 并 与 解析 解 做 了 比较 。 没 有 人 工 粘 性 (C, =0) 时 ， 激 波 附 近 的 振荡 向 上 游 传 
播 ， 已 经 影响 到 了 喉 道 处 的 结果 。 与 解析 解 的 比较 表明 ， 没 有 人 工 粘性 的 数值 解 是 完全 不 能 
接受 的 。 相 反 ， 有 人 工 粘 性 时 的 结果 却 相当 好 。 事 实 上 ， 取 C, =0. 2 得 到 的 结果 在 喉 道 处 是 
最 精确 的 ! 表 7-15 列 出 了 定常 流 场 解 在 喷 管 出 日 处 的 值 ， 喷 管 出 口 位 于 正 激 波 的 下 游 。 有 
意思 的 是 〈 但 不 必 惊 讶 ) ， 随 着 人 工 烙 性 的 增加 ， 出 口 处 流 场 参数 的 数值 结果 反而 离 精确 解 
越 来 越 远 。 事 实 上 ， 与 准确 解 相 比 ， 没 有 人 工 粘性 时 的 结果 是 最 好 的 。 但 是 要 知道 ， 对 于 
C, =0 的 情况 ， 表 7-14 和 表 7-15 中 列 出 的 是 1600 个 时 间 步 的 数值 解 。 前 面 已 经 提 到 ， 如 果 
继续 时 间 推 进 ， 数 值 解 将 远离 定常 解 ， 并 且 可 能 在 若干 时 间 步 后 发 散 。 因 此 ， 将 表 7-14 和 
表 7-15 中 C, =0 的 结果 拿 来 比较 是 没有 实际 意义 的 。 

在 拉 伐 尔 喷 管 中 捕 捉 激 波 的 讨论 到 这 里 就 结束 了 。 这 一 节 特别 有 意义 ， 因 为 : 

1) 这 一 节 阑 述 了 激 波 捕 捉 的 原理 ， 它 是 CFD 中 人 处理 激 波 的 两 种 基本 方式 之 一 ( 另 一 种 
方法 是 激 波 装配 法 ) 。 迄 今 为 止 ， 激 波 捕捉 法 在 CFD 中 仍 是 最 流行 的 。 

2) 这 是 我 们 第 一 次 运用 人 工 粘 性 。 这 一 节 使 我 们 有 机 会 看 到 在 数值 求解 中 显 式 地 添加 
数值 耗 散 的 好 处 和 副作用 。 

3) 让 我 们 有 机 会 用 守恒 型 控制 方程 组 再 求解 同一 个 算 例 。 到 目前 为 止 ， 守 人 恒 型 方程 组 
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是 CFD 中 最 常用 的 形式 。 
表 7-14 ” 激 波 捕捉 法 的 结果 : 喷 管 喉 道 处 的 值 
了 了 p 
pm i Ma " 
解析 解 0.634 0.913 0. 833 0. 528 1.0 0. 579 
数值 解 
C,.=0 0.735 0.784 0. 879 0.646 0. 836 0.576 
C,=0.1 0.629 0. 926 0. 831 0. 523 1.016 0. 583 
C,=0.2 0. 633 0. 921 0. 832 0. 527 1.009 0. 583 
C, =0.3 0.640 0.911 0. 836 0. 535 0.997 0. 583 
表 7-15 激 波 捕捉 法 的 结果 : 喷 管 出 口 处 的 值 
V T Pp 
pm 看 加 Mo n 
解析 解 0.681 0. 143 0. 996 0.678 0, 143 0.579 
数值 解 
C,=0 0.672 0. 148 1. 009 0.678 0.147 0. 591 
C =0.1 0.694 0.151 0.978 0.678 0. 153 0.624 
C=0.2 0.698 0.152 0.972 0. 678 0. 154 0. 632 
C, =0.3 0.698 0.153 0. 972 0. 678 0. 155 0. 634 


让 我 们 再 说 几 句 。 这 一 节 我 们 计算 了 含有 激 波 的 流动 ， 但 并 没有 特别 地 对 激 波 进行 处 
理 。 我 们 使 用 无 粘 流 的 欧 拉 方 程 组 ， 给 定 喷 管 流动 的 边界 条 件 ， 让 激 波 自然 而 然 地 在 喷 管 里 
出 现 。 欧 拉 方 程 组 的 数值 解 探测 出 那里 应 该 出 现 激 波 ， 并 在 流动 中 建立 这 个 激 波 。 这 就 是 激 
波 捕捉 法 的 实质 。 无 粘 流 的 一 维 方程 组 ， 即 欧 拉 方 程 组 ， 人 允许 有 包含 激 波 的 解 ， 而 且 不 用 在 
方程 组 中 增加 额外 的 东西 来 提醒 它 有 激 波 存在 。 这 难道 不 令 人 感到 旦 惧 吗 ? 当然 ， 如 果 意 识 
到 数值 方法 真正 求解 的 并 非 欧 拉 方 程 组 ， 而 是 一 组 修正 方程 ， 而 这 组 修正 了 的 微分 方程 右 端 
含有 类 似 粘 性 项 的 东西 ， 我 们 的 这 种 畏惧 也 许 会 少 一些 。 此 外 ， 在 数值 求解 的 过 程 中 ， 还 通 
过 人 工 粘性 增加 了 更 多 的 数值 耗 散 (参见 6. 6 节 ) 。 因 此 ， 欧 拉 方 程 的 数值 解 实际 上 是 某 个 
带 有 适度 “粘性 ”的 方程 组 的 解 。 这 种 方程 组 通过 这 些 类 似 于 粘性 的 项 ， 有 具备 了 产生 激 波 
的 机 制 。 不 管 怎么 说 ， 激 波 能 在 数值 解 中 形成 ， 而 且 准 确 无 误 (满足 跨 过 激 波 的 跳跃 条 件 ) 
地 出 现在 它 该 出 现 的 位 置 上 ， 这 多 多 少 少 让 作者 感到 有 些 惊奇 。 


7.7 “小结 


这 里 对 拟 一 维 喷 管 流动 时 间 推 进 解法 的 CFD 应 用 做 一 个 总 结 。 在 读者 比较 熟悉 的 流动 
问题 中 ， 喷 管 流 动 这 个 问题 可 以 用 来 解释 CFD 中 许多 重要 的 内 容 (例如 ,第 1 章 到 第 6 章 
曾经 讨论 过 的 内 容 ) 。 从 这 个 意义 上 讲 ， 这 一 流动 问题 特别 有 用 。 本 章 的 思路 可 以 用 图 7-27 
所 示 的 路 线 图 展示 出 来 。 之 所 以 再 一 次 把 路 线 图 放 在 一 章 的 最 后 ， 是 因为 通过 在 本 章 体验 了 
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各 种 算 例 之 后 ， 路 线 图 就 具有 了 特别 重要 的 意义 。 利 用 图 7-27， 可 以 对 第 7 章 的 内 容 做 如 下 
的 总 结 : 

1) 对 时 间 推 进 解法 的 原理 (通过 长 时 间 的 推进 来 得 到 定常 解 ) 做 了 直接 的 阐述 。 时 间 
推进 解法 在 CFD 中 的 应 用 是 非常 广泛 的 。 

2) 图 7-27 最 上 面 一 行 方 框 概括 了 CFD 中 四 个 最 重要 的 方面 ， 即 : 控制 方程 组 非 守 恒 
形式 和 守恒 形式 之 间 的 选择 ， 守 恒 型 方程 与 激 波 捕捉 方法 的 结合 ， 以 及 人 工 粘 性 。 

3) 对 于 亚 声 速 一 超声 速 等 炉 流 ， 分 别 用 非 守 恒 型 和 守恒 型 控制 方程 组 进行 了 求解 ， 并 
对 得 到 的 结果 进行 了 比较 。 从 实用 角度 讲 ， 两 者 的 计算 结果 是 一 样 的。 守恒 形式 只 是 给 出 了 
稍微 好 一 点 儿 的 质量 流量 分 布 。 求 解 这 种 流动 问题 并 不 需要 添加 人 工 粘 性 。 

4) 通过 全 亚 声 速 流 的 求解 ， 研 究 了 边界 条 件 的 数值 处 理 方 法 ， 这 是 CFD 中 又 一 个 非常 
重要 的 方面 。 这 种 亚 声 速 流动 是 由 出 日 和 和 信 口 之 间 固 定 的 、 不 随时 间 变 化 的 压力 比 确定 的 。 
这 个 算 例 使 我 们 有 机 会 进一步 讨论 亚 声 速 和 超声 速 的 出 流 、 人 入流 边界 条 件 。 我 们 在 求解 时 选 
择 了 方程 组 的 非 守 恒 形式 ,使 用 方程 组 的 守恒 形式 ， 结 果 应 该 是 一 样 的 。 

5) 喷 管 内 有 正 激 波 的 算 例 使 我 们 有 机 会 综合 地 研究 CFD 中 的 四 个 重要 问题 ， 即 : 多 使 
用 守恒 型 控制 方程 组 的 必要 性 ; @ 激 波 捕捉 原理 的 应 用 ; @ 为 得 到 高 质量 的 解 而 添加 人 工 精 
性 的 必要 性 ; @ 亚 声速 出 流 边 界 条 件 的 处 理 。 


时 间 推 进 算法 


全 亚 声 速 等 
炉 喷 管 流 动 


带 有 正 激 波 的 
亚 声 速 一 超声 
速 等 精 喷 管 流动 


图 7-27 第 7 章 的 路 线 图 


第 8 章 


二 维 超声 速 流动 的 数值 解 
普 朗 特 一 迈 耶 稀 跑 波 


8.1 引言 


伽利略 曾 对 数学 在 实际 物理 问题 分 析 中 的 作用 表示 忧 虚 。 在 17 世纪 以 前 ， 受 到 亚 里 士 
多 德 的 物理 观念 的 影响 ， 用 纯 几 何方 法 来 解释 众多 的 物理 现象 是 非常 盛行 的 。 物 理 世界 的 概 
念 被 扭曲 ， 以 适应 完美 的 几何 学 。 例 如 ， 一 个 完美 的 球体 只 在 一 个 点 上 与 平板 接触 。 然 而 真 
实 的 球体 (例如 篮球 ) 与 地 面 的 接触 面 是 个 有 限 的 表面 一 一 篮球 在 与 地 面 接触 时 会 形成 一 
小 块 有 限 而 平坦 的 区 域 ; 所 以 这 不 是 一 个 完美 的 球体 。 早 期 的 数学 家 认定 篮球 是 一 个 完美 的 
球体 ， 只 能 在 一 个 点 上 与 地 面 接触 。 他 们 认为 ， 分 析 有 着 一 小 块 平 面 的 球体 在 数学 上 没有 任 
何 价值 ， 在 自然 界 也 不 会 有 。 在 17 世纪 早期 ， 伽 利 略 对 这 种 观点 进行 了 反驳 。 他 在 《关于 
世界 两 大 主要 体系 一 一 托 勒 密 天 动 说 和 哥 白 尼 学 说 一 一 的 对 话 》 中 指出 ， 数 学 的 角色 应 该 
去 适应 真实 的 物理 世界 ， 而 不 是 相反 。 研 究 篮 球 的 数学 方法 应 该 考虑 到 有 一 小 块 乎 面 的 事 
实 ， 而 不 是 排斥 它 。 做 计算 的 人 必须 知道 如 何 调整 他 用 数学 所 做 的 分 析 ， 使 其 与 物理 学 相 匹 
配 。 当 然 ， 伽 利 略 不 会 意识 到 他 为 CFD 建立 了 一 个 基本 的 原则 ， 即 : 应 该 努力 使 数值 分 析 
适应 真实 的 物理 问题 。 我 们 在 本 章 中 将 会 见 到 一 个 反映 这 一 原则 的 生动 的 例子 。 

本 章 研究 的 重点 是 二 维 无 粘 超 声速 平面 流动 。 在 这 类 问题 中 ， 尤 其 重要 的 是 表面 边界 条 
件 与 流 场 计算 的 紧密 结合 。 必 须 确认 无 粘 流动 能 够 “感受 ” 它 所 流 过 的 表面 的 形状 。 这 里 ， 
我 们 要 认真 考虑 如 何 调整 数值 计算 来 正确 地 “感受 ”边界 的 形状 。 

本 章 的 讨论 是 对 6. 4. 3 小 节 描 述 
过 的 沿 流向 推进 〈 或 空间 推进 ) 方法 
的 具体 介绍 。 这 与 第 7 章 中 介绍 的 沿 
时 间 推 进 的 方法 相对 应 。 空 间 推进 方 
法 被 用 于 当今 许多 标准 的 CFD 程序 
中 ， 因 此 本 章 的 内 容 是 很 重要 的 。 读 
者 在 深入 学 习 之 前 ， 应 复习 好 6. 4.3 
小 节 。 麦 考 马 克 的 空间 推进 技术 ,将 扩张 角 
会 用 于 求解 本 章 的 二 维 超声 速 流动 问 
题 。 图 8-1 普 朗 特 一 迈 耶 中 心 稀 朴 波 
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我 们 特意 选择 数值 求解 流 过 一 个 扩张 角 的 无 粘 流动 ， 如 图 8-1 所 示 。 这 个 问题 有 解析 
解 ， 可 供 我 们 体会 数值 计算 的 精度 。 这 种 选择 符合 本 书 的 一 贯 做 法 。 

在 本 章 的 末尾 ， 图 8-9 给 出 了 本 章 的 路 线 图 。 读 者 在 阅读 了 本 章 的 各 个 小 节 之 后 ， 一 定 要 去 
研究 一 下 这 张 路 线 图 。 另 外 ， 再 次 考察 图 1-32e， 其 中 列 出 了 与 本 章 的 应 用 有 关 的 各 种 概念 。 


8.2 物理 问题 简介 : 普 朗 特 一 迈 耶 (Prandtl-Meyer) 稀 疏 波 的 解析 解 


图 8-1 中 ， 超 声速 流 围绕 着 一 个 尖 的 扩张 角 膨 胀 ， 无 数 个 无 限 弱 的 马 蔡 波 组 成 了 稀 蔬 
波 ， 在 尖 角 处 展开 成 扇形 。 扇 形 稀 朴 波 的 波 头 与 来 流 方向 的 夹 角 为 赂 ， 而 ji 是 其 波 尾 与 下 
游 方向 的 夹 角 。 上 A 和 jw 称 为 马赫 角 ， 定 义 为 


.1 . 
Ai = arcsin —— 和 jw, = arcsin 
Ma, a2 


Ma 和 Ma 分 别 为 上 游 和 下 游 的 马赫 数 。 通 过 稀 朴 波 的 流动 是 等 炉 流 动 。 当 流体 通过 
稀 玖 波 后 ， 马 赫 数 增加 ， 压 力 、 温 度 和 密度 降低 ; 图 8-1 中 标明 了 这 些 变化 趋势 。 在 中 心 籍 
玖 波 前 的 流动 是 均匀 的 ， 马 赫 数 为 Ma, ， 而 且 流 动 平 行 于 波 前 的 壁面 。 稀 朴 波 后 的 流动 也 是 
均匀 的 ， 马 赫 数 为 Ma, ， 并 且 流 动 平 行 于 下 游 的 壁面 。 在 稀疏 波 内 ， 流 动 参数 光滑 变化 ， 流 
线 弯 曲 ， 如 图 8-1 所 示 。 稀 玻 波 内 的 流动 是 二 维 的 。 惟 一 的 例外 是 折 角 的 顶点 ， 它 是 一 个 奇 
点 ， 壁 面 流 线 的 方向 在 此 处 有 一 个 突然 的 变化 ， 而 旦 此 处 的 流动 参数 也 是 不 连续 的 。 读 者 当 
然 能 想像 到 ， 这 个 奇 点 对 流动 的 数值 解 会 产生 影响 。 这 个 问题 将 在 下 一 节 讨 论 。 给 定 超 声速 
来 流 条 件 和 拐角 处 的 偏转 角 9， 下游 参数 (用 下 标 2 表示 ) 是 惟一 确定 的 。 对 于 完全 气体 ， 
在 稀 朴 波 后 的 流动 有 精确 的 解析 解 ， 下 面 就 给 出 这 个 解 。 

流 过 中 心 稀 疏 波 的 流动 ， 其 解析 解 取 决 于 简单 的 关系 式 

f=fi+0 (8-1) 

式 中 , /为 普 朗 特 一 近 耶 函数 ; 9 是 流动 偏转 角 。 对 于 完全 气体 ， 普 朗 特 一 迈 耶 函 数 是 Ma 和 
Y 的 函数 ， 定 义 为 


+1 -1 
f= areta /EMe? -1) ~ arotan Ma 1 (82) 
7 一 Y+ 


解析 解 如 下 依次 得 到 。 对 给 定 的 Ma, ， 从 式 (8-2) 计算 函数 用 。 然 后 ， 对 给 定 的 偏转 角 9， 
从 式 (8-1) 得 到 f。 用 这 样 得 到 的 的 值 ， 通 过 求解 式 (8-2) 求 出 Mo:。 式 (8-2) 是 关 
于 Ma, 的 隐 式 关系 式 ， 需 要 用 试 凑 法 来 求解 。 一 旦 得 到 Ma ， 波 后 的 压力 、 温 度 和 密度 都 可 
由 等 炉 流 动 关系 式 


一 
y-1 


| 


1+[(y -1)/2]Mo? 

1 -1)/21Me’ 

T=7, +[(y )/2] 1 (8.4) 
1+[(y-1)/21Ma 


Pp2 | (8-3) 


和 状态 方程 


P27 (8-5) 
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得 到 。 借 助 式 〈8-1) ~ 式 (8-5), 中心 稀疏 波 后 的 流动 就 完全 确定 了 。 
8.3” 普 朗 特 一 迈 耶 〈 Prandtl-Meyer) 稀 朴 波 流 场 的 数值 解 
在 本 章 中 ,将 用 沿 流向 推进 的 方法 求解 流 过 扩张 角 的 超声 束 流 。 求 解 时 采用 麦 考 马克 巴 


估 校 正 有 限 差分 法 。 沿 流向 (空间 〉 推 进 方法 的 细节 参见 6. 4. 3 小节。 在 进一步 阅读 之 前 ， 
请 读者 确认 自己 已 经 熟悉 了 6.4.3 小 节 的 内 容 。 


8.3.1 控制 方程 
定常 二 维 流 强 守恒 形式 的 控制 方程 组 可 以 表示 为 由 式 (6-24) 给 定 的 通用 形式 

2 =J-— 26 (6-24) 
Ox oy 

尺 和 C 为 列 向 量 ， 其 中 的 元 素 分 别 在 式 〈2-106) 和 式 《2-107) 中 给 出 
pu 
pu +p 

F = 4 puv (2-106) 


mm 人 "+ 二 ] +pu 
pu 
puv 
C=1pv +p (2-107) 
从 
pe+7] +pv 
我 们 考虑 没有 体积 力 的 等 粹 (绝热 流动。 因此 从 式 (2-109) 可 知 , 方程 (6-24) 中 
的 源 项 本 等于零。 为 明确 起 见 ， 我 们 把 式 (2-106) 中 列 向 量 的 每 一 个 分 量 记 作 


Fi =pu (8-6a) 
F,=pu +p (8-6b) 
F; =puv (8-6c) 
2 .2 
十 也 
F, -ol e+ ) (8-6d ) 
对 于 完全 气体 
RT 1 
e=c7T= 一 -一 二 
7y-1 y-lp 
因此 ， 可 消去 式 (8-6d) 中 的 e， 写 为 
F 1 pp to 1 w+ 
=pu +pu=———pu +pu + 
4=P (二 p 2 p y-1 p 2 pu 


合并 包含 pu 的 项 ， 得 到 


(8-6e) 
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同样 地 ， 把 式 (2-107) 中 列 向 量 的 分 量 记 作 


Gi =pv (8-7a) 
G, =puv (8-7b) 
Ci =po +p (8-7c) 
G， -one ;+m (8-7d) 
类 似 式 (8-6e) 的 推导 ， 我 们 也 可 以 将 式 (8-7d) 表示 为 
GY prp tr (8-7e) 
‘yr pv 2 e 


从 上 面 给 出 的 方程 和 表达 式 ， 读 者 可 能 已 经 悟 出 了 沿 流向 推进 方法 的 基本 思路 。 在 方程 
(6-24) 中 ， 我们 将 x 的 导数 写 在 了 左边 ，y 的 导数 写 在 了 右边 。 看 一 下 图 8-2， 如 果 沿 着 位 
于 和 处 的 初 值 线 给 定 流 场 变量 是 y 的 函数 ， 那 么 沿 着 这 条 线 可 以 求 出 方程 (6-24) 中 6 的 y 
方向 导数 ， 进 而 得 到 下 的 x 方向 导数 。 再 由 这 些 x 方向 导数 ， 我 们 就 可 以 得 到 位 于 x + Ax 
处 的 下 一 条 铅 垂 线 上 的 流 场 变 量 。 按 这 种 方式 ， 可 以 从 沿 着 初 值 线 给 定 的 流 场 开始 ， 通 过 沿 
x 方向 以 Ax 为 步 长 的 推进 ， 得 到 全 流 场 的 
解 ， 如 图 8-2 所 示 。 

回忆 一 下 6.4.3 小 节 中 的 讨论 。 为 了 
沿 流 向 推进 ， 我 们 必须 把 控制 方程 写成 式 
(6-24) 这 样 的 强 守恒 形式 ， 只 有 这 种 形式 
可 以 将 单个 的 x 导数 表达 式 放 在 方程 的 左 
边 。 读 者 可 能 对 我 们 的 做 法 抱 有 疑问 。 第 
7 章 中 关于 强 守恒 形式 的 试验 表明 ， 数 值 
求解 这 种 形式 的 方程 ， 会 出 现 一 些 额外 的 图 8-2 沿 流 向 推进 求解 的 示意 图 
问题 ， 即 : 中 需要 将 通 量 F、F,、F 和 
忆 分 解 ， 才 能 求 得 原始 变量 ;@@ 向 量 6 的 元 素 G,、6,、G, 和 G4 只 能 用 下、F,、Fs 和 FF 
来 表示 ， 而 不 是 像 式 (8-7a ~e) 那样 ， 用 原始 变量 来 表示 。 让 我 们 讨论 一 下 这 两 个 问题 。 

对 第 一 个 问题 ， 从 通 量变 量 中 求 出 原始 变量 ， 我 们 已 安排 在 习题 2-1 中 进行 推导 ， 这 里 
只 给 出 结果 : 问题 2-1 的 答案 如 下 


Xo XotAx 


-B+ vB -4AC 
p= (8-8) 
24 
其 中 
到 1 
=— PF, B=——FF, 一 > 1 
2F, y-1 2(y-1) 
Fh 
w= (8-9) 
p 
F, 
= 一 8-10 
v F ( ) 
p=F,~-Fu (8-11) 


以 及 状态 方程 
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T= (8-12) 


对 于 使 用 方程 《2-99) 的 非 定常 流 ， 从 解 向 量 求 出 原 变量 所 用 的 表达 式 很 简单 ， 直 接 由 
式 (2-100) ~ 式 (2-104) 给 出 。 在 第 7 章 处 理 非 定常 流 的 方程 (7-101a ~c) 时 ， 也 用 了 同 
样 的 方法 ， 就 是 式 (7-102) ~ 式 〈7-105) 。 但 是 在 这 里 ， 从 解 向 量 (Fl、F，、F,、F,) 求 
密度 时 涉及 到 了 一 个 二 次 方程 ， 所 以 ， 对 于 由 方程 (6-24) 给 出 的 定常 流 ， 从 解 向 量 中 求 出 
原 变量 需要 更 复杂 的 推导 。 

如 果 用 强 守恒 形式 的 控制 方程 进行 数值 求解 ， 也 就 是 求解 方程 6-24) ， 直 接 得 到 的 是 
通 量 PF 、F,、F, 和 F, 的 值 ， 不 是 原始 变量 的 值 。 p、u、v、p 和 7 的 值 必 须 由 式 (8-8) ~ 
式 (8-12) 得 出 。 

现在 我 们 讨论 第 二 个 问题 ， 也 就 是 如 何 计算 方程 (6-24) 中 的 6。 在 给 定 的 网 格 点 上 ， 
Fl、F、F, 和 FF, 的 值 可 以 直接 从 方程 (6-24) 的 数值 解 得 到 ， 所 以 对 于 下 游 下 一 个 网 格 点 
处 的 计算 ， 将 这 些 值 用 在 G,、G,、6， 和 6 的 计算 中 是 有 道理 的 。 也 就 是 说 ， 应 该 用 Fi、 
F,、F; 和 FF 的 值 直接 计算 G, 、C; 、C; 和 GC， ， 而 不 是 先 从 式 (8-8) ~ 式 (8-12) 中 求 得 原 
变量 ， 然 后 再 用 这 些 原 变量 根据 式 (8-7a ~e) 计算 G1,、G,、G; 和 6,。 因 为 ，6 显然 是 下 
的 函数 。 下 面 就 给 出 这 种 函数 关系 。 

首先 ， 由 式 (8-7a) 和 式 (8-10) ， 得 到 
及 
F, 

式 (8-13) 中 的 p 可 借助 式 (8-8) 用 下、F,、F, 和 F, 来 表示 ,但 这 是 一 个 二 次 表达 
式 。 为 了 避免 麻烦 ， 我 们 不 想 把 这 种 复杂 的 表达 式 代入 式 (8-13)。 由 方程 (8-6c) 和 式 
(8-7b) ， 直 接 就 可 以 得 到 G,， 即 


Gi=pv=p (8-13) 


GC, =F, (8-14) 
由 式 (8-7c) 和 式 (8-10)， 有 
E 2 
G3 =pv +p =p[5 | +p (8-15) 
利用 式 (8-6b) 和 式 (8-9)， 可 以 从 式 (8-15) 中 消去 p， 因 为 
a 
p=F, -pu =F, -— (8-16) 
p 
将 式 (8-16) 代入 式 (8-15) ， 得 
Fy Fi 
C, =p| — -一 - 
， | 局] +F, ; (8-17) 
最 后 ，6, 的 表达 式 如 下 。 由 式 (8-7e) 、 式 (8-10) 和 式 (8-16) ,我 们 有 
22 们 Fe F F F 2 F 2 
6, =- + -| 一 局 ps 四 (2 - 
7 pl #| | (8-18) 


综 上 所 述 ,作为 F、F、F 和 Fi 函数 ， 式 (8-13)、 式 (8-14)、 式 (8-17) 和 式 (8- 
18) 给 出 了 G,、G,、Gs 和 G4 的 表达 式 ( 记 住 ， 这 些 表达 式 中 的 p 是 下 、F、F 和 的 函 
数 ) 。 当 我 们 用 这 些 表 达 式 计算 G6, 、G, 、Gs 和 G6 的 值 时 (而 不 是 用 原始 变量 按照 式 (8-7a 
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~e) 计算 )， 表 明 我 们 正在 使 用 强 守恒 形式 控制 方程 “更 纯粹 ”的 形式 ， 这 与 7.5.2 小 节 
中 的 讨论 如 出 一 加 。 

现在 所 考虑 的 流动 问题 使 我 们 有 机 会 练习 第 3 章 讲 的 网 格 生 成 和 坐标 变换 。 为 了 给 流 过 
扩张 角 的 流动 建立 有 限 差 分 解法 ， 我 们 必须 使 用 贴 体 网 格 系统 ， 如 图 8-3 所 示 。 用 xy 稍 卡 
儿 坐 标 系统 表示 的 物理 平面 如 图 8-3a 所 示 。 带 有 扩张 角 的 壁面 构成 了 物理 平面 的 下 边界 。 
人 流 边界 位 于 x =0， 出 流 边界 位 于 x = 上 。 上 边界 为 水 平 线 y =H(H 的 值 可 以 任意 选取 )。 很 
明显 ， 由 于 扩张 角 下 游 的 壁面 向 下 倾斜 ， 在 物理 平面 不 能 构成 矩形 网 格 。 因 此 ， 必 须 把 物理 
平面 转换 为 计算 平面 ， 后 者 的 有 限 差分 网 格 是 正 交 的 ， 如 图 8-3b 所 示 。 计 算 平面 用 自 变量 
é、 表示 。 物 理 平面 的 下 表面 对 应 着 一 条 ”= 常数 的 坐标 线 ; 也 就 是 说 ， 我 们 要 建立 一 个 
贴 体 坐标 系 。 关 于 贴 体 坐标 系 的 详细 讨论 见 5.7 节 。 在 目前 的 应 用 中 ， 我们 只 和 需 用 类 似 于 式 
(5-65) 和 式 (5-66) 那样 的 关系 式 ， 简 单 地 生成 一 个 贴 体 坐标 系 。 因 此 ， 在 继续 下 一 步 之 
前 ， 请 先 回 到 5. 7 节 的 开始 部 分 ， 复习 一 下 代数 方法 生成 贴 体 网 格 的 步骤 。 


流动 的 方向 


8-3 中心 稀 朴 波 数值 解 的 计算 网 格 


分 析 图 8-3a， 我 们 很 容易 构造 出 一 个 合适 的 变换 。 用 户 表 示 物 理 平 面 内 从 下 表面 到 上 边 
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界 的 距离 ， 显 然 h =h(x)。 用 y, 表示 壁面 (物理 平面 的 下 表面 ) 的 纵 坐 标 ， 这 里 y, = 
y (xz)。 由 此 ， 我 们 可 以 定义 如 下 变换 


=%x (8-19) 

y -7y.(%) 
~ 8-20 
ha) (8-20) 


通过 这 个 变换 ， 计 算 平 面 内 上 在 0 到 上 之 间 变 化 , 7 在 0 到 1 之 间 变 化 ; 9 =0 对 应 物理 
平面 内 的 壁面 ,7 =1 对 应 着 上 边界 。# 和 ” 为 常数 的 线 组 成 了 计算 平面 内 的 有 规则 的 正 交 
网 格 (图 8-3b)。 这 些 网 格 线 在 物理 平面 内 也 画 了 出 来 (图 8-3a) ; 它们 在 拐角 的 上 游 构成 
正 交 网 格 ， 而 在 拐角 的 下 游 则 是 由 一 族 散 开 的 线 组 成 的 网 格 。 

按照 第 5 章 的 讨论 ,我们 在 一 m 平面 的 正 交 网 格 上 实施 有 限 差 分 计算 。 控 制 流动 的 偏 
微分 方程 组 是 在 转换 后 的 平面 内 进行 数值 求解 的 。 因 此 ， 为 了 能 在 计算 平面 内 使 用 它们 ， 必 
须 对 它们 进行 适当 的 变换 。 也 就 是 说 ， 方 程 (6-24) 必须 变换 成 用 & 和 表示 的 形式 。 式 
(5-2) 和 式 (5-3) 给 出 了 导数 的 变换 


9 919¢ 9 197 
x el ax) a a 5-2 
ax (me) + (5-2) 
3 09/ 9 /an | 
(w+ 2 ] (5 3) 
式 (5-2) 和 式 (5-3) 中 的 度量 可 以 通过 变换 关系 式 (8-19) 和 式 (8-20) 得 到 ， 即 
] (8-21) 
Ox 
在 =0 (8-22) 
0y 
d 
on_ 1 :ndh L823) 
Ox h dx hdx 
om_l 
dy 上 h (8-24) 


式 (8-23) 中 的 可 以 写成 更 简单 的 形式 。 考察 图 8-3a， 用 x=E 表示 扩张 角 的 位 置 ， 则 


对 x<E: y,=0 六 = 常数 
对 x 二 EE: y.= -(x-E)tang h=H+(x-E)tang 
对 这 些 表达 式 进行 微分 ， 得 到 


dy, dh 

对 xE: —=0 一 =0 
dx dx 
dy, dh 

对 x 宇 E: A -tang -一 =tang 
dx dx 


因此 ， 度量 2 可 以 表示 为 
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ex 2 ( 当 x>E) (8-25b) 
将 式 (8-21)、 式 (8-22)、 式 (8-23)、 式 (8-24) 和 式 (8-25) 代入 式 (5-2) 和 式 (5- 
3) ， 就 得 到 了 导数 的 变换 


0 _ ° ( 当 x<E) (8-25a) 
1(1 -7) 


9 0 onY 9 
pp pe (8-26) 
ox dE \9x)8n 
和 和 
0 1 . 
-x (8-27) 
9y hh an 


式 (8-26) 中 ， 下 由 式 (8-25a) 或 式 (8-25b) 给 出 。 


再 来 看 看 由 方程 (6-24) 给 出 的 物理 平面 内 的 守恒 形式 的 流动 控制 方程 。 由 于 J =0， 
方程 写 为 


一 = -一 (8-28 ) 
ox 0y 
利用 式 (8-26) 、 式 (8-27) 对 方程 (8-28〉 进行 变换 ， 得 到 
aF /omaoF 1 36 
{x 
把 (如 h oan 
或 
a [oar ,1 3c 
2- [的 h ~ | (8-29) 


其 中 度量 > 由 式 (8-25a) 或 式 (8-25b) 给 出 。 用 向 量 严 和 C 的 分 量 来 写 , 方程 组 (8-29) 
就 是 下 面 一 组 方程 (标题 是 想 提醒 读者 每 一 个 方程 的 物理 背景) 


Cr a 
y 动量 方程 = -[( 到 人 二 和 (832) 
他 最 方程， [国字 | (8-33) 


方程 (8-30) ~ 方程 (8-33) 就 是 我 们 要 在 图 8-3b 所 示 的 计算 平面 内 数值 求解 的 流动 控制 方 
程 。 
注意 : 方程 (8-30) ~ 方程 (8-33) 是 有 量 纲 的 。 和 第 7 章 不 同 的 是 ， 这 里 我 们 没有 对 
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方程 中 的 变量 进行 无 量 纲 比 。 在 下 面 的 求解 过 程 中 ,我 们 继续 使 用 有 量 岗 的 量 。CFD 求解 
时 使 用 有 量 纲 的 量 和 使 用 无 量 岗 量 效果 是 一 样 的 。 使 用 无 量 纲 量 对 于 CFD 求解 不 是 必须 的 。 
事实 上 ， 使 用 有 量 纲 量 的 优点 在 于 ， 对 于 给 定 的 流动 问题 ， 读 者 可 以 直接 体会 到 物理 参数 的 
大 小 。 选 择 使 用 无 量 纲 量 也 很 简单 。 对 某 些 问题 ， 这 样 做 更 有 意义 。 例 如 ， 对 第 7 章 仔细 讨 
论 过 的 拟 一 维 流动 ， 使 用 无 量 纲 量 是 很 方便 的 。 然 而 ， 当 你 使 用 有 量 岗 的 量 的 时 候 ， 保 持 量 
岗 一 致 是 极其 重要 的 。 为 此 ， 作 者 强烈 建议 读者 在 计算 中 使 用 相 容 的 单位 制 。 如 果 使 用 相 容 
的 单位 制 ， 本 节 所 讨论 的 方程 组 将 保持 它 原 有 的 形式 ; 也 就 是 说 ， 方 程 中 不 会 出 现 单位 转换 
因子 。 如 果 使 用 了 不 相 容 的 单位 制 ， 方 程 中 就 会 出 现 单位 转换 因子 ， 英 制 工程 单位 〈 磅 力 、 
斯 动 、 英 尺 、 秒 、 华 氏 温 标 ) 和 国际 单位 制 (牛顿 、 千 克 、 米 、 秒 、 绝 对 温标 ) 是 两 套 通 
用 的 单位 制 。 这 里 我 们 将 使 用 国际 单位 制 。 再 一 次 提醒 读者 ， 在 CFD 计算 如 果 使 用 有 量 纲 
的 参数 ， 必 须 正确 处 理 这 些 参数 的 单位 。 
至 此 ， 我 们 推导 出 了 与 给 定 问题 有 关 的 方程 。 下 面 我 们 将 进行 求解 。 


8.3.2 问题 的 提 法 


现在 有 必要 对 所 求解 的 流动 问题 进行 更 详细 的 描述 。 考 虑 图 8-4 所 示 的 物理 平面 。 来 流 
马赫 数 为 2， 来 流 的 压力 、 密 度 、 温 度 分 别 为 : 1. 01 x 10;N/m 、1. 23kg/m 、286. 1K。 超 声 
速 流动 的 扩张 角 6=5. 325°， 这 不 是 一 个 很 大 的 扩张 角 。 后 面 会 讨论 为 什么 这 样 选择 。 计 算 
区 域 为 : x =0 到 x =60m， 壁 面 到 y=40m， 如 图 8-4 所 示 。 扩 张 角 顶点 的 位 置 是 x = 10m。 
此 时 ,hh =h(x) 为 

40m (0O<zx<10m) (8-34) 
= {a0 G4 10)tan0 (10<x<65m) (8-35) 


计算 度量 -的 式 (8-25b) 时 要 用 到 式 (8-34) 和 式 (8-35)。 


初 值 线 。 初 值 线 在 x =0 处 ， 在 位 于 这 条 铅 垂 线 的 网 格 点 上 ， 初 值 由 来 流 条 件 给 定 。 计 
算 从 这 条 线 开始 并 以 Ax 为 步 长 向 下 游 推进 。 这 里 ， 我 们 将 初 值 线 分 成 40 等 份 ， 共有 41 个 
网 格 点 (j=1 ~41)。 表 8-1 列 出 了 * =0 处 的 初 值 。 


了 


65m 
Mal=2 
一 
p1=1.01X10 Wh 
p12123 KS 


n=286.1K 


图 84 物理 平面 
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有 限 差分 方程 。 我 们 运用 6. 4, 3 小 节 所 提 到 的 方法 ， 即 .空间 推进 (空间 推进 和 沿 流向 
推进 是 一 个 意思 ) 的 麦 考 马克 预 估 校正 格式 。 得 到 ,方程 (8-30) ~ 方程 (8-33) 的 有 限 差 
分 格式 。 
表 8-1 x=0 处 的 初 值 

了 am .sl tm ，s -it pvkg - m -3 p/N-m™? 7T/K Ma 
1 .678E +03 . 000E +00 .123E +01 .101FE +06 .286E +03 .200E +01 
2 .678E +03 .000E +00 . 123E +01 . 101E +06 . 286E +03 . 200E +01 
3 .678E +03 .000E +00 .123E +01 .101E +06 .286E +03 .200E +01 
4 .678E +03 ,000E +00 .123E +01 .101E +06 .286E +03 . 200E + O01 
5 .678E +03 . O00E +00 .123E +01 . 101E +06 .286FE +03 - 200E +01 
6 .678E +03 .000E +00 . 123E +01 . 101E +06 .286E +03 - 200E +01 
7 .678E +03 .000E +00 .123E +01 .101E +06 . 286E +03 .200E +01 
8 .678E +03 .000E +00 .123E +01 .101E +06 .286E +03 .200E +01 
9 .678E +03 .000E +00 .123E +01 -101E +06 .286E +03 - 200E +01 
10 .678E +03 .000E +00 .123E +01 . 101E +06 .286E +03 - 200FE +01 
11 .678E +03 .O000FE +00 .123E +01 . 101E +06 .286E +03 - 200E +01 
12 .678E +03 .O00E +00 .123E +01 .101E +06 .286E +03 . 200E +01 
13 .678E +03 .000E +00 . 123E +01 .101E +06 .286E +03 .200E +01 
14 .678E +03 . 000E +00 .123E +01 .101kE +06 .286E +03 . 200E +01 
15 .678E +03 .000E +00 .123E +01 -101R+06 .286E +03 .200E +01 
16 .678E +03 -000E +00 .123E +01 . 101E +06 .286E +03 -200E + 01 
17 .678E +03 .000E +00 .123E +01 .101E +06 .286E +03 . 200E +01 
18 .678E +03 .000E + 00 .123E +01 . 101E +06 .286E +03 .200E +01 
19 .678E +03 . 000E +00 - 123E +01 . 101E +06 .286E +03 . 200E +01 
20 .678E +03 .000E +00 .123E +01 .101E +06 .286E +03 . 200E +01 
21 .678E +03 .000E +00 . 123E +01 .101E +06 .286E +03 . 200E +01 
22 .678E +03 . 000E +00 .123E +01 .101E +06 .286E +03 .200E + 01 
23 .678E +03 .000E +00 .123E +01 .101E +06 .286E +03 -200E +01 
24 .678E +03 - O00E +00 . 123E +01 . 101E +06 .286E +03 .200E + 01 
25 .678E +03 .000E +00 .123E +01 .101E +06 .286E +03 -200E + 01 
26 .678E +03 . 000E +00 . 123E +01 . 10] +06 .286E +03 - 200E +01 
27 .678E +03 .000E +00 . 123E +01 . 101E +06 . 286F + 03 . 200FE. +01 
28 .678E +03 .000E + 00 .123E +01 .101E +06 .286E +03 .200E +01 
29 .678E +03 .000E +00 .123E +01 .101E +06 .286E +03 .200E +01 
30 .678E +03 .000E +00 .123E +01 .101E +06 .286E +03 -200E +01 
31 .678E +03 -000E +00 .123E +01 .101E +06 .286E +03 .200E +01 
32 .678 +03 .000E +00 .123E +01 .101E +06 .286E +03 .200E +01 
33 .678E +03 . 000E +00 .123E +01 .101E +06 .286E +03 .200F +01 
34 .678E +03 .000E +00 .123E +01 .101E +06 .286E +03 .200E +01 
35 .678E +03 .000E +00 .123E +01 .101E +06 .286E +03 ~“ 200E +01 
36 .678E +03 . 000E +00 .123E +01 .101E + 06 .286E +03 .200E +01 
37 .678E +03 .O00E +00 .123E +01 .101E +06 .286E +03 ,200E +01 
38 .678E +03 .000E +00 .123E +01 .101E +06 .286E +03 .200E +01 
39 .678E +03 . 000E +00 .123E +01 . 101E +06 .286E +03 , 200E +01 
40 .678E +03 .O00FE +00 .123E +01 . 101E +06 . 286E +03 .200F +01 


41 .678E +03 .000E +00 .123E +01 .101E +06 .286FE + 03 .200E +01 
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预 估 步 。 类 似 于 式 (6-26) ， 对 方程 (8-30) ~ 方程 (8-33) 使 用 向 前 差分 , 得 到 (这 
里 和 式 〈6-26) 不 同 ， 没 有 将 推进 变量 的 标号 i 写成 上 标 。 


1 (CF) jr CD 一 Ch) 
四 (加 es CN 网 
0é Ox An h A7 
( 司 -| 型] (F,); (Pi ;| 1 (G,)i;— (G2) ij (8-36b) 
An h A7 
攻 -| (好 1 一 人 (Ra +. 1 (G3)ij— (G3) i (8-36c) 
A7 h A 
[ -| 到 ] 1 ee (8.36d) 
A7 h A7 
和 式 (6-27) 类 似 ， ee 
aF, 
有 = (于 | 一 一 8-37 
(Fi) i j=( We 洗 (8-37a) 
一 oF, 
(Fi (Pit (Be) 符 (8.37b) 
95 i,j 
_ oF, 
(Fi (it (BR) 作 (8-37c) 
一 oF, 
(Fs)in,i= (Fs 0 二 Ac (8-37d) 
0é 
在 校正 步 之 前 ， 必 需 用 F,,, 的 值 求 出 原 变 量 p 的 预 估 值 。 式 (8-8) 给 出 
(Di = VB -44C (8-38) 
24 
其 中 
(Fs) 一 y ,~ 一 y+ 
= 一 一 一 (Pi 有 = 一 一 (人 itl,j F, ij = 一 F itl,j 
2(Fi)i0, Omg ye) 2(7 sv ) 


在 得 到 p 的 预 估 值 后 ， 就 可 以 求 出 6 的 预 估 值 ， 这 是 校正 步 中 要 用 到 的 。 由 式 (8-13)、 
式 (8-14)、 式 (8-17) 和 式 (8-18) ， 有 


- (EF,),, 
(Gi) i pi (8-39) 
( 五 ) ， it+l,j 
(Gy = (Bn, (8-40) 
_ -Fy 一 (F)?, 
(G3)i04,) -Po 于 + (F,);i,1,; — = (8-41) 
1/itl,j Pir1,j 
CFP), ) 


一 一 Y 一 
(G4) it = 一 | (Fi - 二 
Y Piri,j 


一 一 


2) [人 (人 
2 Fi \p hi, Pin,; 


1+1, +1, 


(8-42) 


校正 步 。 类 似 于 式 (6-29) ， 对 方程 (8-30) ~ 方程 (8-33) 使 用 向 后 差分 ， 得 到 


oF _ 9n FO PO, 
| | -人 (本 


6 fi, 


A7 h 


1 (CD 


- (Gi)in,) 
An 


1 (Ci 一 (G) 


加 097n (Pa) - (FD), 
到 . 
o¢ + Ox 


An h 


aF, 四 on ( 甩 ) -Pin 1 
(二 -( 冯 


0 i+1, 


加 (到 全 DC， 


上 


OX 


A77 大 


A7 


(G3) nj 一 (G) 


1 (GD 


A7 


一 (Ci ， 


An h 


与 式 〈6-30) 类 似 地 可 以 得 到 平均 导数 


9 -的 国 ， 


A 


(8-43a) 


(8-43b) 


(8-43c) 


(8-43d) 


(8-44a) 


(8-44b) 


(8-44c) 


(8-44d) 


式 (8-44a ~d) 右边 的 导数 值 都 是 已 知 的 ， 这 些 值 可 以 根据 式 (8-3a ~ d) 和 式 (8-43a ~ d) 


得 到 。 最 后 ， 类 似 于 式 〈6-25 ) ， 


我 们 有 
oF 
(Fi (Ft (| Aé 
(Fa)i =(F,) :|( 写 | Ac 
27i+l1,j 27i,j a , 
oF, 
CO Re Ac 
(了 avV 
(p= (PD) +e A 
4)ir1,j = (ha)i,j + 元 ) E 


(8-45a) 


(8-45b) 


(8-4Sc) 


(8-45d ) 


下 游 位 置 i+ 1 处 流 场 的 计算 ( 通 量 FF ~ 忆 ) 已 经 完成 。 但 是 ， 还 有 一 件 事 要 提 一 下 ， 


就 是 人 工 粘性 。 


现在 考虑 的 流动 问题 ， 扩 张 角 的 顶点 (x = 10m， 见 图 84) 是 一 个 奇 点 ， 这 
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使 得 流动 参数 在 那里 出 现 间断 。 有 限 差分 方程 由 于 了 的 不 连续 性 ， ( 奇 点 前 的 “等 于 0， 奇 


点 后 的 = 为 (1 -3) x (tan9)/Ah， 即 式 (8-25a) 和 式 (8-25b) 也 出 现 了 间断 。 这 种 不 连续 


的 变化 有 可 能 给 数值 解 带 来 振荡 。 作 者 的 实际 经 验 表 明 ， 流 场 中 确实 出 现 了 振荡 。 通 过 在 求 
解 过 程 中 引入 人 工 精 性， 这 种 振荡 完全 可 以 排除 。 人 工 粘性 项 的 公式 可 和 参考 本 书 6.6 节 中 的 
讨论 。 根 据 式 (6-58) ~ 式 (6-61)， 对 于 目前 的 算 例 ， 人 工 粘性 的 表达 式 如 下 (在 预 估 步 ) 


(SF, ); ;= 
(SF,)., ;= 
(SF,), ;= 


( SF); j= 


C; lpi j,i —2p,; + pi,j-1 


| 
x[ (FF) ~2(F), ;+ (Fi), 1) (8-46a) 


Pi,j+i + 2p;,; + Pi,j-1 
Clpi jr ~2pi,j; +Pi,j-1 


| 
x[(F2)ij -2(F,); ;+ (F,), 1] 


Pi,j+1 +2Pi + pi,j;-1 


C, 1P ji —2p,,; tpPi,j-1 


Pi iT +2pi,; +Pi,j-1 
Clpi js ~2pi,j +Pi,j-1 
Pi,j+l + 2p,;; +pi,j-1 


(8-46b) 


| 
x[ CF) -2(Fs) ;+ (Fs), ;1] (8-46c) 


| 
x{[ (Fa)ijm -2 Fa)ij + (Fs)ij-] (846d) 


(原著 为 了 节省 篇 幅 ， 这 里 只 写 出 了 前 两 个 分 量 的 人 工 粘性 。 但 是 本 章 前 面 的 所 有 公式 都 详 
细 与 出 了 四 个 分 基 的 表达 式 。 为 保持 统一 的 风格 ， 这 里 将 后 两 个 分 量 的 人 工 粘 性 补 上 。 对 下 
面 的 式 (8-47)、 式 (8-48) 和 式 (849) 各 式 ， 也 做 了 相同 的 处 理 。 一 一 译 者 ) 将 以 上 各 
式 添加 到 式 (8-37a) ~ 式 〈8-37d) 中 ， 有 


(局 ) = (FPF);; 
(已 ) =(F,),,; 
(本 ) =(F,),; 


(Fe) i =(F,);; 


校正 步 中 也 要 添加 类 似 的 人 工 粘性 ， 即 


(SF,) 


C, 1 Pi yaa -2 Pi t Piri,j-l 


itl,j = 


Pp: 


+1,j+1 +2 Pis1,; +t Pi,j-1 


(SF,)i, 


(SF,) 


Cy lpirs,jtl -2 Piri,j + Pirn,j-i 


Pirl,j+1 +2 Pir, + Piri,j-1 


Cylpivi,jrt -2 pi,; +Piri,j-i 


Qs 
| 


+ 局 ) Aé + (SF )，， (8-47a) 

+[ 宫 At + (SF,),, (8-47b) 

+[ 宫 A¢ + (SP ) (8-47¢) 

+ 于 A + (SF,), (8-47d) 
oé ij 


| x[ (Pi) -2(Fi)is + (Fi)in,)1] 
(8-48a) 

| x [CF)innje -2(Fa)inny + (Fa)isi) 1] 
(8-48b) 


| 一 _ _ 
x[ (CF) -2(F,)i,; + (Fs );,1,j-1) 


i+1,/ 二 


Pp: 


+1,j+l +2 Pir1,; thi,j-t 


(8-48c) 
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一 一 C puoi -2 pi +Ppirvsil 一 一 一 一 一 
(SP (Fin -2(F);.,; + (Fa)in,-1] 
Pirl,jr!l te Piri,; thir1,j-i 


(8-48d) 
最 后 ， 将 这 些 人 工 粘性 添加 到 式 (8-45a) ~ 式 (8-45d) 中 ,有 
F, -一 
(r= (Dit (| A¢ + (SE) (8-49a) 
oF, 一 一 
(P=(P) t(D] At + (SF,),,,; (8-49b) 
oF, 一 
(p= (Dt [如 | Aé + (SF,)i,1,; (8-49c ) 
0F 4 一 一 
(Fi (Ft (| AE+( SF ) yi (8-49d) 


在 格式 中 添加 人 工 粘 性 的 工作 就 完成 了 。 

最 后 ， 网 格 点 (i+ 1，7 处 的 原 变量 可 以 根据 式 (8-8) ~ 式 (8-12) 用 (Fi),,,;、 
《) ws《( 妃 iw,y 和 (所 )i,1,; 计 算出 来 。 这 样 我 们 就 完成 了 下 游 i+1 处 垂直 排列 的 所 有 内 
部 网 格 点 (j=2 至 j=40) 上 的 流 场 计算 。 我 们 还 有 一 个 问题 没有 讨论 ， 就 是 边界 网 格 点 (j 
=1 和 j=41) 处 的 流 场 。 

边界 条 件 。 在 物理 上 ， 无 粘 流 的 
壁面 边界 条 件 是 流动 与 壁面 相 切 。 这 
是 壁面 上 惟一 的 边界 条 件 。 壁 面 上 其 
他 流动 参数 必需 作为 解 的 一 部 分 。 这 
看 似 简 单 ， 但 是 在 CFD 计算 中 ， 壁 面 
边界 条 件 的 数值 处 理 并 不 是 一 件 容易 
的 事情 。 事 实 上 ， 这 个 问题 一 直 是 
CFD 领域 中 很 多 研究 工作 的 内 容 。 对 
于 这 里 的 算 例 ， 我 们 将 用 阿 比特 所 建 
议 的 壁面 边界 条 件 。 对 于 定常 流 ， 阿 
比特 的 边界 条 件 处 理 步骤 如 下 : 

1) 考虑 壁面 上 的 点 1， 如 图 8-5 
所 示 。 用 流 场 内 部 的 单 侧 差分 完成 式 
(8-36a) ~ 式 〈8-49b) 的 计算 ， 得 到 点 1 处 上 和 vw 的 估 值 。 但 是 校正 步 也 要 和 预 估 步 一 样 ， 
用 向 前 差分 。 在 壁面 上 ， 这 是 惟一 的 选择 ， 因 为 在 壁面 下 面 没有 网 格 点 ， 因 而 没有 办 法 在 校 
正 步 中 使 用 向 后 差分 。 壁 面 上 这 种 预 估 用 向 前 差分 校正 也 用 向 前 差分 的 方法 破坏 了 算法 的 二 
阶 精度 。 

2) 由 于 数值 精度 的 问题 ， 第 一 步 中 得 到 的 壁面 速度 不 一 定 和 壁面 相 切 。 壁 面 速度 向 量 
(V) 的 计算 结果 ， 遂 常 和 壁面 有 一 个 夹 角 由 ， 即 


图 8-5 定常 流 的 边界 条 件 


中 =arctan 一 (8-50) 


Ul 
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计算 与 壁面 速度 所 相应 的 马赫 数 
Vu ) on + (01 ) oa 


(Mo) a (8-51) 
这 个 《Ma ) 和 普 朗 特 一 迈 耶 函数 fs 对应, 将 (Mal ) .代入 式 (8-2) 的 右边 就 可 以 得 到 
人 
3) 假设 点 1 处 计算 出 来 的 超声 速 流动 可 以 通过 一 个 局 部 的 普 朗 特 一 迈 耶 中 心 稀 朴 波 转 
一 个 角度 ， 使 得 速度 向 量 与 壁面 相 切 。 也 就 是 说 ， 图 8-5 中 (Y)。 通 过 普 朗 特 一 迈 耶 稀 玻 波 
的 偏转 角 应 该 是 $8, 。 这 样 就 得 到 了 一 个 新 的 速度 向 量 〈(V ) 。,， 该 向 量 是 与 壁面 相 切 的 真实 
速度 。 和 〔 Vi) 相应 的 马赫 数 是 (Ma ) ,,， 可 按照 下 面 的 方法 确定 。 先 计算 f,， 根 据 普 朗 
特 一 迈 耶 关系 式 (8-1) ， 和 (Wai ) ,相关 的 ,满足 
fac = + 中 (8-52) 
式 (8-52) 中 , fu 可 以 由 第 二 步 得 到 ,| 是 图 8-5 所 示 的 偏 移 角 ， 由 式 (8-50) 得 到 。 由 
式 (8-52) 得 到 的 与 (Mai) 对 应 ,也 就 是 说 ， 偏 转 后 平行 于 壁面 的 流动 具有 这 个 马赫 
数 。( Ma ) ,的 值 必需 通过 求解 方程 (8-2) 来 确定 。 
4) 第 一 步 中 用 单 侧 差 分 求 出 的 压力 、 温 度 和 密度 ， 分 别 记 作 ps 、7.. 和 pu。 这 些 量 也 
必须 转化 成 经 过 偏转 与 壁面 平行 的 流动 中 的 物理 量 ， 转 化 后 的 物理 量 记 为 pw、 了 .和 ps， 
可 以 通过 式 (8-3) ~ 式 (8-5) 求 得 


了 
1+[(y-1)7X2]MWe2 i 
了 ac -| 2 | (8-53) 
1+[(y-1)/21Ma,, 
1+[(y-1)/2]Ma? 
了 = Ta > ) ” (8-54) 
1+[(y-1)/2]Mas 
Pact 
Po RT (8-55) 


由 式 (8-3) ~ 式 (8-5) 求 出 来 的 ps、T 和 po 就 作为 壁面 网 格 点 1 处 p、T 了 和 op 的 最 
终结 果 。 

说 明 : 如 何 看 待 上 面 的 计算 边界 条 件 呢 ? 回 到 图 8-5， 在 预 估 步 和 校正 步 都 用 单 侧 向 前 
差分 得 到 的 速度 一 般 和 壁面 是 不 相 切 的 。 这 就 是 说 ， 在 壁面 上 有 法 向 速度 w 。 上 述 阿 比特 边 
界 条 件 的 作用 就 是 假设 在 壁面 上 有 一 个 局 部 的 普 朗 特 一 迈 耶 稀 朴 波 ， 使 得 法 向 速度 变 成 零 。 
这 个 局 部 的 稀疏 波 是 人 工 添 加 的 ， 仅 用 于 数值 计算 。 所 以 ， 并 不 是 说 实际 流动 中 真 的 发 生 了 
这 样 的 事情 。 其 实 ， 大 自然 总 是 作 正 确 的 事情 ， 无 需 人 工 干预 。 然 而 为 了 和 人 工 添 加 的 局 部 
稀 朴 波 保持 一 致 ， 必 须 稍微 修改 一 下 点 1 处 PP、7 和 p 的 估计 值 ， 以 便 和 壁面 稀疏 波 后 法 向 
速度 vw 的 消失 相 容 。 经 过 这 样 的 处 理 ， 在 边界 上 (点 1 处 )， 不仅 速 度 与 壁面 相 切 ， 而 且 辟 
面 处 的 压力 、 温 度 和 密度 也 要 取 式 (8-53) ~ 式 (8-55) 给 出 的 值 p、7T。 和 po。 

上 述 过 程 中 ， 如 果 (Vi ) 方向 是 指向 壁面 内 部 ， 而 不 是 如 图 8-5 所 示 那 样 指向 壁面 外 ， 
那么 就 要 假定 存在 一 个 普 朗 特 一 迈 耶 等 炉 压 缩 波 。 这 意味 着 式 (8-52) 中 的 由 值 是 负 的 ; 其 
余 的 计算 过 程 不 变 。 

对 位 于 扩张 角 之 后 的 壁面 ， 也 可 以 采用 上 述 的 处 理 方法 。 请 看 图 8-5 中 的 点 2，(V,)。s 
必须 偏转 角度 $, ， 才 能 与 壁面 平行 。 此 时 ， 式 (8-52) 变 为 
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fun =foa + 中 (8-56) 
点 2 处 的 计算 过 程 和 上 述 点 1 处 的 计算 过 程 一 样 ， 但 是 $ 的 值 不 是 由 式 (8-50) 确定 的 。 
从 图 8-5 中 点 2 处 所 示 的 几何 关系 可 以 得 到 
122 | 


Z2 


(8-57) 


yw = arctan 


$=0-y (8-58) 
推进 步 长 的 计算 

在 3.4.1 小 节 中 曾经 指出 ， 定 常 无 粘 超声 速 流动 的 控制 方程 是 双 介 型 方程 ， 所 以 沿 流向 
推进 求解 才 是 适 定 的 。 而 在 4. 5 节 给 出 的 线性 双 曲 型 方程 的 稳定 性 条 件 是 CFL 条 件 。 对 于 
时 间 推 进 ， 根 据 CFL 条 件 可 以 得 到 可 允许 的 最 大 推进 步 长 。 我 们 当时 指出 : 从 物理 概念 上 
讲 ， 显 式 时 间 推 进 可 允许 的 最 大 时 间 步 长 应 该 小 于 或 至 多 等 于 ， 声 波 从 一 个 网 格 点 运动 到 相 
邻 的 网 格 点 所 需 的 时 间 。 这 种 声波 传播 的 解释 ， 使 我 们 能 够 直观 地 确定 定常 流动 的 CFL 条 
件 。 如 图 8-6 中 显示 了 x 站 位 上 垂直 排列 的 网 格 点 。 点 1 处 的 小 扰动 (例如 声波 ) 沿 着 该 点 
处 的 两 条 特征 线 向 外 传播 (参见 3.4.1 小 节 中 讨论 过 的 
定常 无 粘 超声 速 流动 ) 。 特 征 线 就 是 流动 的 马赫 线 ， 它 和 
流 线 的 夹 角 就 是 马赫 角 j。 假 设 点 1 处 流 线 与 x 轴 的 夹 角 
为 6， 那么 左 行 和 右 行 马赫 波 与 x 轴 的 夹 角 就 分 别 是 9 + 
和 0-A。 图 8-6 仅 给 出 了 点 1 处 的 左 行 马赫 波 。 设 有 一 
条 通过 点 2 的 水 平 线 ， 点 1 处 的 左 行 特征 线 与 水 平 线 相 

交 于 点 a。 于是， 点 a 和 点 2 之 间 的 水 平 距离 (Ax), 为 

Ay 

(Ax), nC ty), (8-59) 
根据 点 2 处 的 CFL 条 件 ， 为 了 稳定 性 ， 推 进步 长 Ax 的 值 
不 应 大 于 Ax;; 因而 点 2 和 点 a 之 间 的 距离 应 小 于 或 至 多 
等 于 ， 声 波 从 点 1 传 到 与 点 2 同样 高 的 位 置 所 需 的 距离 。 
对 于 点 3 处 的 右 行 马 赫 波 ， 也 有 类 似 的 结果 ， 设 它 与 过 


点 2 的 水 平 线 相交 于 点 8。 点 6 和 点 2 之 间 的 水 平 距离 x +AX x 
(Ax); 为 . 
Ay 图 8-6 计算 推进 步 长 的 
(AX)3 = 一 一 一 一 一 (8-60) 示意 图 (物理 平面 ) 
tan(0 -1); 


为 保证 点 2 处 沿 流向 推进 计算 的 稳定 性 ， 步 长 Ax 的 值 不 能 大 于 (Ax), 和 (Ax), 两 者 中 较 
小 的 一 个 。 将 这 种 分 析 应 用 于 x 处 垂直 排列 的 所 有 网 格 点 ， 就 能 给 出 x 处 沿 流向 推进 的 步 
长 Ax， 表 达 式 为 
Ay 

A*= ltan( 8+) |。 
上 式 中 ltan(9+A) lw 是 zx=xo 处 垂直 排列 的 所 有 网 格 点 上 tan(9 +j) 的 绝对 值 中 最 大 的 。 由 
于 式 (8-19) 和 式 (8-20) 定 义 的 坐标 变换 给 出 £ =x, 那 么 图 8-3b 所 示 的 计算 区 域 中 , 沿 流向 推 
进 的 步 长 为 


(8-61) 
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Ac 三 Ax (8-62) 
式 中 Ax 由 式 (8-61) 确定 。 联 立 式 (8-62) 和 式 〈8-61) ， 并 引 人 柯 朗 数 C， 我 们 得 到 AE 
应 满足 的 稳定 性 条 件 


Cc YY 
A=C | (8-63) 


CFL 条 件 要 求 式 (8-63) 中 的 C<1。 由 式 (8-63) 得 到 的 At 就 是 式 (8-37a) ~ 式 (8- 
37b) 和 式 (8-45a) ~ 式 (8-45d) 中 的 At。 


8.3.3 中 间 结 果 


按照 本 书 的 一 贯 做 法 ， 这 里 给 出 了 计算 过 程 中 的 一 些 中 间 结 果 ， 供 读者 在 用 自己 的 程序 
计算 时 核对 。 即 使 你 没有 自己 编写 计算 程序 ， 这 一 节 仍 然 非常 有 价值 ， 它 给 出 了 数值 解 的 流 
动 图 像 。 

从 表 8-1 中 给 出 的 x =0 处 的 初 值 开始 ， 并 在 式 (8-63) 中 取 C=0.5， 在 向 下 游 推进 了 
16 个 空间 步 后 ， 求 解 到 x = 12. 928m。 在 图 84 中 看 到 ， 这 是 位 于 扩张 角 下 游 2. 928m 的 位 
置 。 让 我 们 集中 考察 这 个 站 位 上 第 二 个 点 的 计算 ,也 就 是 说 图 8-7 中 标号 为 j=2 的 网 格 点 。 
图 8-7 显示 了 =12.928m 站 位 壁面 附近 的 网 格 。 在 有 限 差分 求解 过 程 中 ,上 = 12. 928m 代表 
要 用 前 一 个 位 置 处 的 已 知 值 进 行 计算 的 位 置 。 因 此 , #= 12. 928m 相应 于 8. 3.2 小 节 中 有 限 
差分 方程 里 的 ;+1， 且 它 的 前 一 个 位 置 相当 于 i。 


图 8-7 壁面 附近 的 网 格 (x =& =12.928m 处 ) 
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取 C=0.5, 用 式 (8-63) 给 出 的 稳定 性 条 件 ， 在 站 位 i 和 i+1 之 间 At 的 值 为 At = 
0. 818m。 所 以 ， 对 于 站 位 i,&=(12.928 -0.818)m =12. 11m。 在 此 处 ， 从 式 (8-35)， 有 
h=40m+ (12. 11 - 10) mtan5. 352° =40. 20m 


同样 ， 位 置 ;处 网 格 点 j =2 的 度量 了 可 由 式 (8-25b) 计算 ， 即 


0 -D0 0.025) 2 

在 站 位 i 上 , j=1, 2 和 3 处 FF 的 值 由 前 一 步 计算 得 到 。 这 些 值 是 
(局 ) =0.696 xio'kg[(m . s) 
(F,);; =0.744 x10’kg/(m: . s) 
(Fi)is =0.798 x10’kg/(m? + s) 


=2.272 x10 ”3m 


由 式 (8-36a) 我 们 得 到 
的 - (2 (FO 7 CP 1 (G1)i2 - (G1)i3 


a ax An h An 
3 (0.744 -0.798) x 10 3 
= (2. 272 x 10? kg/ (ms) + 
( | 0. 025 | 2 ) 
1 加 3 
(-0.435 +0.193 x10 ]kg/ Cm. s) 
40. 20 0. 025 


= -4.908kg/(m’ .s) - 24.080kg/(m’ + s) = [— 28.99kg/(m’ . s) | 
由 式 (8-37a) 可 知 
oF, 


(Fi)ins = (Fi)i2 + ( 动 Ac 


i,2 


=0.744 x 10°kg/(m’? . s) + (~ 28.99)(0.818)kg/(m’ . s) 
=0.720 x 10’kg/(m’ . s) 
此 时 我 们 添加 一 些 人 工 粘性 。 在 式 (8-46a) 中 取 C, =0.6， 得 到 
C, | Piri,3 一 2pin1,2 + Pi | 
(SP ia = x [( )i3 -2(F)i,2 + (Fi)in1] 
Pin,3 + 2pis1,2 + Pirl,l 
=0.001 x 10° 
所 以 由 式 (8-47a) ， 得 


一 oF 
(Fi)in2 ={(F,);2 + (县 | Az + (SF )i,1.2 


=0.720 x 10°kg/(m’ .s) +0.001 x 10’kg/(m’ .s) 
=| 0.721 x 10’kg/(m* + s) | 
注意 人 工 粘 性 的 值 与 通 量 的 值 相 比 非 常 小 。 事 实 也 应 该 如 此 ， 现 在 计算 的 区 域内 流 场 变量 变 


化 的 梯度 很 小 ， 因 此 人 工 粘 性 在 这 个 区 域 扮演 的 就 是 一 个 不 重要 的 角色 。 将 同样 的 计算 应 用 
到 网 格 点 (i, 1) 和 (i, 3) 上 ， 我 们 得 到 
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(Fi)i.11 =0.703 xl10?kg/(m2 + s) 
(Fi)i43 =0.783 x10kg/(m? .+ s) 
同样 ,依次 应 用 式 (8-36b) ~ 式 (8-36d) 和 式 (8-37b) ~ 式 (8-37d) ,得 到 
(F,);,12 =0. 585 x 10°N/m 
(F,);,12 = -0.388 x10;N/m? 
(Fs);,12 =0.372 x10°N/(m. s) 
在 点 (i+1,，2)〉 处 ， 密 度 的 预 估 值 可 由 式 〈8-38) 给 出 ， 这 里 
(本 )3a ,一 
= 一、 一 (F,)i,.2 
2(F)i, 


— 0. 388 x 105)? 
人 X10 ) N/(m.:s) -0.372 x 10°'N/(m.s) = -0.37095 x 10°N/(m. s) 
2(0.721 x 10’) 


B =— (Fi) (PF) 
y-! 


1.4 
-9a 721 x 103) (0.585 x 10)(N? . s)/m’ = 1.476 x 10°(N’ . s)/m’ 


y+1 


3 
三 2(0y _ 1 
-2-24 (0.721 x 103)kg/(m’ .s) = 1.124 x 10°’kg(m’ . s) 
2(0.4) 
于 是 
一 -B+VB -44C 
(p)ini.2 A 


-1.476 x 10° + Vv (1.476 x 10’)’ ~ 4(0.372 x 10 )(1.124 x 10°) kg/m 
二 Im 
2(- 0.37095 x 10°) 
=| 1.02kg/m’ 


这 样 ， 我 们 就 可 以 得 到 G 的 预知 值 ， 例 如 ， 由 式 (8-39) ， 有 


一 一 (Fs) 12 
(Gi ) ;112 二 Disl2 一 一 
(PF, ) 2 


-0.388 x 105; 
=1.00 (Te) ke/ (m . 5) 
0.721 x 103 


用 同样 的 方式 , 我 们 可 以 得 出 (G,);,1.1 = -0.658 x10’kg/(m? ，s)。 
有 了 以 上 的 信息 ， 我 们 转 到 校正 步 。 由 式 (8-43a) 得 
oF am (Fi (Fi 1(G)i ~ (Gi) ns 
( 动 =( 到 An ” h A 
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在 上 式 中 ,我 们 要 决定 ， 是 在 站 位 i 上 还 是 在 站 位 i+1 上 计算 和 的 值 ? 


如 何 选择 并 不 是 显而易见 的 。 看 起 来 我 们 是 在 计算 i+1 站 位 处 方程 的 左 端 项 。 但 另 一 
方面 对 于 计算 站 位 i 和 站 位 i+1 处 流 场 导数 的 平均 值 来 说 ， 上 面 的 式 子 只 是 其 中 的 部 分 。 在 


预 佑 步 和 校正 步 中 都 用 站 位 i 处 的 了 和 h 也 是 合适 的 。 因 此 我 们 选择 了 后 者 。 在 上 述 方程 
中 ,我 们 将 使 用 站 位 i 处 的 度量 和 的 值 ， 于 是 就 得 到 


3 
( 王 ) = (2. 272 x 103)[ 703 -0.721) x 10 |kg/ Cm’ * s) 
3€ 1s 0. 025 
1 r(-0.658 +0.552) x 10° 2 
+ 一 一 | -一 一 一 一 一 一 -一 | 。 
ozl 0. 025 | BC 


=|-0.122 x 10°kg/ (ms) | 


由 式 (8-44a) 得 


(|[( 守 ,加 
7 


it+1,2 


由 式 (8-45a) 得 
(PF)i2 ={(F,),, + (= Ac 
95 /o, 


=0.744 x 10°kg/(m’ + s) + (— 20.5)(0.818)kg/(m . s) = 0.727 x 10’kg/(m . s) 


这 时 我 们 再 添加 一 些 人 工 精 性 。 由 式 (8-48a) ， 我 们 得 到 
(SF)i.12 = -0.8 
因此 ， 由 式 (8-49a) 


(Fi)ins = (Fi)i2 + (局 Aé + (3Fi) i 


=|0.728 x 10’kg/(m* + s) | 


用 同样 的 方式 ， 可 以 得 到 
(F,)i,12 =0. 590 x 10:N/m? 
(F,)i,12 = -0. 36 x 10 N/m? 
(F,)i,12 =0.375 x10°N/(m . s) 
再 按 前 面 给 出 的 公式 求 出 原 变量 。 由 式 (8-8) 得 
(F,) i12 


= — {FF,). 
2( Fi);n) ( 4 ) it1,2 


_(-0.36 x 10°)" 


JO TE Nm -035x10M(m 9) = -0.374 x10N/(m.s) 
- x 
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B =— (CF ) (PF,)in, 
y-1 


1.4 
= 728 x 103) (0.590 x 10°)N? . s/m’ = 1.503 x 10°(N? . s)/m’ 


y+1 3 
C=- F,). 
到 7 1 1 12 


= -了 (0.728 x 103)3[kg/(mz .g)]3 = 1.152 xl10[kg(m2 : g)]’ 


所 以 有 
一 -B+ VB -44C 
(p)in1,2 = 
24 
-1.503 x10? + V(150x10) -4(-0.374 x10?)(1.152 x 10°) kg/m 
= m 
2( -0.374 x 10°) 
- rome | 
由 式 (8-9) 
(Pi 0.728 x103 
Uiy1,2 二 2 = > m/s = [701m/s | 
Pi+1,2 1.04 
由 式 (8-10) 
(Fs) i -0. 36x10 py 
DV, = = -一 一 一 S 二 | 一 人 29. S 
i (Fi) 0.728 x103 
再 由 式 (8-11) 


Pi+rL2 = (CF, )i,1.2 一 (Fi) in,2 lil,2 


=0. 590 x 10° N/m? ~ (0.728 x 103) (701) N/m* = |0.795 x 10;N/m 
最 后 ， 由 式 (8-11) 得 到 


Pirl,2 0.795 x 105 
还 回 到 图 8-7。 通 过 上 面 的 计算 ,我们 闹 明 了 如 何 从 站 位 i 处 的 已 知 流 场 来 计算 站 位 i+ 
1 处 网 格 点 j=2 处 的 流 场 值 。 现 在 让 我 们 关注 一 下 边界 上 流 场 的 计算 。 也 就 是 说 ， 如 何 计算 
图 8-7 中 站 位 i+1 上 网 格 点 j=1 处 的 值 。 为 了 避免 重复 ， 我 们 考虑 校正 步 的 计算 。 在 预 估 
步 中 ， 边 界 条 件 的 处 理 方法 和 校正 步 中 是 一 样 的 。 
我 们 首先 需要 计算 边界 上 F, 、F, 等 的 值 。 为 此 ， 在 预 估 步 与 校正 步 中 都 使 用 单 侧 差分 。 
这 里 给 出 校正 步 的 计算 。 由 式 (8-43a) ， 但 是 改 为 向 前 差分 ， 我 们 得 到 
oF 97 (PF) ir — (Pi) 2 1 (G1)is11 — (G1)i,12 
—. = 4 
| 了 ) 加 A7 h A 
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我 们 从 预 估 步 中 已 经 知道 了 上 式 右 端 项 中 各 个 量 的 值 ， 它 们 是 
(本 ) =0.703 x103kg/(m2，s) (页 )，， =0.721 x10kg/(m? + s) 


(G) = -0.658 x10’kg/(m’ * s),(G1);,12 = -0.552 x10°kg/(m* 。s) 
从 而 
3F 3 
(2) - (2.272 x102)[ 人 0 70 0.721) x 10 kg/ Cm .9) + 
3 it+I.! 0. 025 
1 [r(—-0.658 +0.552) x 10° 3 
一 | 一 一] ， 
me 0. 025 ] (ms) 


= ~ 12. 18kg/(m’ . s) 
同样 地 ， 在 预 估 步 中 我 们 已 经 得 到 
a 26. 1kg/ (m’ . s) 
(有 | 
由 式 (8-44a) 


= (26.1 ~ 12. 18)kg/(m’ 。 s) = -~ 19. 14kg/ (mi 、 s) 
而 由 式 (8-45a) 

Fh 
(FPF) =(F),) + 的 Az 

06 /,, 


=0. 696 x 10°kg/(m’ + s) + (~19.14)(0.818)kg/(m :s) = 0.680 x 10’kg/(m? . s) 


这 就 是 边界 上 F' 的 值 ， 它 的 计算 与 内 点 上 的 计算 一 样 ， 只 是 在 壁面 上 改 用 了 单 侧 差分 。 同 
理 可 得 边界 上 F,、F、F, 的 值 。 然 后 用 这 些 值 求 出 边界 上 的 原始 变量 ， 结 果 为 
Mo =2. 22 


Pu =0. 705 x 105 N/m? 
T., =255K 
pea =0. 963kg/m’ 
Vs = 一 74. 6m/s 


ui =707m/s 


cal 


根据 ws =707m/s 和 vw = ~74.6m/s 可 以 得 出 图 8-5 中 速度 向 量 的 夹 角 峭 。 由 式 (8-57) 
| 


也 cal 


y = arctan = arctan .6 =6. 02° 

Ua 707 
然而 ， 扩 张 角 只 有 0=5.352° (图 8.5)。 由 于 >0， 在 壁面 处 使 用 上 述 单 侧 差 分 计算 得 到 
的 速度 向 量 指向 了 壁面 内 部 。 由 式 (8-58)， 有 


2 =0-w=5.352° -6.02°= -0.668° 
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因此 ， 我 们 需要 假设 在 壁面 上 ， 计 算得 到 的 超声 速 流 必须 旋转 和 = -0.668" (向 上 旋转 ) 
才能 与 壁面 相 切 。 由 于 计算 出 来 的 流动 指向 壁面 内 部 ， 这 种 旋转 需 借 助 局 部 普 朗 特 一 迈 耶 压 
缩 波 来 实现 。 由 式 (8-56) 

fat =/ + ho 
因为 当 马赫 数 Ma =2. 22 时 ,fs =32. 24， 所 以 有 

f., =32.24° -0.668° =31.57° 

求解 方程 (8-2) 得 到 

Ma =2. 19 
壁面 上 压力 、 温 度 和 密度 的 真实 值 分 别 由 式 (8-53), 式 〈8-54) ， 式 〈8-$5) 获得 ， 即 


f +[(y -DM 
“i+ [Gy -1)/2IMa, 


Piri,! 三 Pac =P 


1 + 0.4(2.22)23135 
= (0.705 x 107) [二 于 N/m = | 0.734 x 105N/m’ 


1 +0.4(2.19)? 


1 十 [(y 一 1)/2]Mae, 
Ti = To = Toy 2 
， 1+[(y -1)/21Ma,, 


-255| 上 4(2.22) |K = 


1 +0.4(2. 19)” 


Pw 0. 734x10 1 | 0 992kem 
， .二 二 二 m = 。 
Pirti,i Pact RT,, 287(258 ) m 


在 壁面 处 使 用 局 部 普遍 特 一 迈 耶 波 将 计算 得 到 的 速度 向 量 偏转， 使 它 与 壁面 相 切 ， 这 纯 
粹 是 一 种 概念 上 的 东西 。 可 以 想像 ， 当 使 用 单 侧 差分 时 ， 计 算出 来 的 速度 向 量 中 ， 垂 直 于 辟 
面 的 分 量 通 常 是 一 个 有 限 值 ， 要 用 局 部 普 朗 特 一 迈 那 波 来 消 掉 它 。 速 度 与 壁面 相 切 的 边界 条 
件 可 以 描述 成 与 壁面 垂直 的 速度 分 量 等 于 零 。 上 面 得 到 的 压力 、 温 度 和 密度 代表 了 对 原始 计 
算 结 果 一 个 小 小 的 修正 ， 为 的 是 与 被 消去 的 法 向 速度 相 容 。 

最 后 ， 因 为 局 部 普 朗 特 一 边 耶 波 的 作用 只 是 消去 法 向 速度 分 量 ， 并 且 这 种 消去 对 速度 的 
影响 很 小 ， 所 以 我 们 可 以 只 保留 用 单 侧 差分 计算 的 x* 方向 速度 分 量 wx。 也 就 是 说 ， 我 们 取 
Wi = Uo =707m/s 
由 此 ， 相 应 的 y 方 向 速度 分 量 必须 使 速度 的 法 向 分 量 消 失 ， 以 保证 流动 与 壁面 相 切 ， 所 以 


01= Usuitang = -707m/stan5. 352° =| -66.2m/s 

这 里 的 v 值 比 上 面 由 单 侧 差分 计算 得 到 的 v= -74.6m/s 略 小 。 但 是 v,1,; = -66. 2m/s 
这 个 值 是 和 流动 与 壁面 相 切 这 一 边界 条 件 相 容 的 。 

我 们 给 出 的 中 间 结 果 就 到 这 里 。 为 完整 起 见 ， 我 们 将 站 位 x = =12.928m 处 从 j=1 到 7 
=41 所 有 的 结果 列 于 表 8-2 和 表 8-3 中 。 表 中 所 列 的 值 是 用 沿 流向 推进 方法 在 站 位 x = 
12. 928m 处 得 到 的 最 终结 果 ; 这 相当 于 从 x =0 处 给 定 的 初 值 推进 了 16 步 。 我 们 在 下 节 中 对 
结果 进行 最 后 分 析 的 时 候 还 会 用 到 表 8-2 和 表 8-3 的 数据 。 
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表 8-2 x=12.928m 处 的 结果 


了 y/m 7 u/ (m/s) v(m/s) 

1 ~0. 274 0. 000 -707E +03 -. 662E +02 
2 0.733 0. 025 .701E +03 —.494E +02 
3 1.739 0. 050 .691E +03 —.266E +02 
4 2.746 0.075 .683E +03 -. B69E +01 
5 3.753 0. 100 .679E +03 -. 131E +01 
6 4.760 0. 125 .678E +03 ~. 148E ~01 
7 5.767 0. 150 .678E +03 .326E -05 
8 6.774 0. 175 .678E +03 —. 167E ~03 
9 7.781 0. 200 .678E +03 .472E -04 
10 8.787 0. 225 .678E +03 —.702E ~04 
11 9. 794 0.250 .678E +03 —. 195E ~04 
12 10. 801 0. 275 .678E +03 . 180E -04 
13 11. 808 0. 300 .678E +03 —.598E -04 
14 12. 815 0. 325 - G78E +03 —.642E -04 
15 13. 822 0. 350 .678E +03 -.32SE -13 
16 14. 829 0. 375 .678E +03 .000E +00 
17 15. 835 0. 400 .678E +03 .000E +00 
18 16. 842 0. 425 .678E +03 . O00E +00 
19 17. 849 0.450 .678E +03 .000E +00 
20 18. 856 0. 475 .678E +03 .000E +00 
21 19. 863 0. 500 .678E +03 .O000E +00 
22 20. 870 0. 525 .678E +03 .O00E +00 
23 21. 877 0.550 .678E +03 .O00E +00 
24 22. 883 0. 575 .678E +03 .000E +00 
25 23. 890 0. 600 -678E +03 .217E -10 
26 24. 897 0. 625 .678E +03 .118E -03 
27 25. 904 0. 650 .678E +03 .120E -03 
28 26. 911 0.675 .678E +03 .354E -05 
29 27.918 0.700 .678E +03 .125E -03 
30 28. 925 0.725 .678E +03 —. 193E -04 
31 29. 931 0.750 .678E +03 —.607E -04 
32 30. 938 0.775 .678E +03 .242E -03 
33 31. 945 0. 800 .678E +03 . 160E -03 
34 32.952 0. 825 .678E +03 .161E -03 
35 33. 959 0. 850 .678 +03 .401E -04 
36 34. 966 0. 875 .678E +03 -.848E -04 
37 35. 973 0. 900 .678E +03 —. 128E -03 
38 36. 979 0.925 .678E +03 -.342E -04 
39 37. 986 0.950 .678E +03 —. 107E -03 
40 38. 993 0. 975 .678E +03 -.636E -04 
41 40. 000 1.000 .678E +03 .000E +00 


p/ Ckg/m’) 
- 992E +00 
. 104E +01 
.112E +01 
.Ii9E +01 
.122E +01 
.123E +01 
.123E +01 
.123E +01 
.123E +01 
.123E +01 
. 123E +01 
.123E +01 
.123E +01 
.123FE +01 
.123E +01 
.123E +01 
.123E +01 
.123E +01 
.123E +01 
.123E +01 
.123E +01 
.123E +01 
.123E +01 
.123E +01 
.123E +01 
.123E +01 
.123E +01 
.123E +01 
.123E +01 
.123E +01 
.123E +01 
.123E +01 
.123E +01 
.123E +01 
.123E +01 
.123E +01 
.123E +01 
.123E +01 
.123E +01 
.123E +01 
.123E +01 


p/(N/m’) 
.734E +05 
.795E +05 
.891E +05 
. 969E + 05 
. 100E + 06 
.101E + 06 
- 101E. + 06 
.101E +06 
.101E + 06 
. 101E + 06 
. 101E +06 
. 101E + 06 
.101R + 06 
.101E +06 
.101E + 06 
. 101E +06 
.101 + 06 
. 10]E + 06 
.101E +06 
.101E + 06 
. 101E +06 
.101E +06 
. 101E + 06 
. 101E + 06 
. 101E +06 
. 101E + 06 
. 101E + 06 
. 101E + 06 
. 101E +06 
. 101kE + 06 
.I01E + 06 
. 101E +06 
.101E +06 
. 101E +06 
.101E +06 
.101E +06 
.101E +06 
. 101E +06 
.101E +06 
. 101E + 06 
.101E +06 
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表 8-3 x=12.928m 处 的 通 量 


j T/K Ma Fi/(kg/ (m/s)) FP,/(N/m’) 
1 .258E +03 . 220E +01 .701E +03 .569E +06 
2 .267E +03 .215E +01 .728E +03 . 590F +06 
3 .277E +03 . 208E +01 .776E +03 .626E +06 
4 .283E +03 .203E +01 .815E +03 .654E +06 
5 . 286E +03 . 200E +01 .831E +03 .665E +06 
6 .286E + 03 .200E +01 .834E +03 .667E +06 
7 . 286E +03 .200E +01 . 834E +03 . 667E +06 
8 .286E +03 .200E +01 .834E +03 .667E +06 
9 .286E + 03 -200E +01 .734E +03 .667E +06 
10 .286FE + 03 . 200E +01 . 834E +03 .667E +06 
11 . 286E +03 . 200E +01 .834E +03 .667E +06 
12 .286E +03 . 200E +01 .834E +03 .667E +06 
13 . 286E +03 . 200E +01 . 834E +03 .667E +06 
14 .286E + 03 .200F +01 .834E +03 .667E +06 
15 .286E + 03 .200E +01 .834E +03 .667E +06 
16 . 286E +03 .200E +01 .834E +03 .667E +06 
17 .286E +03 . 200E +01 . 834E +03 .667E +06 
18 .286E +03 .200E+01 .834E +03 .667E +06 
19 .286E +03 . 200E +01 . 834E +03 .667E +06 
20 .286E + 03 . 200E +01 .834E +03 .667E +06 
21 . 286E +03 . 200E +01 .834E +03 .667E +06 
22 ,286E + 03 ,200E +01 .834E +03 .667E +06 
23 .286E +03 ,200E +01 .834E +03 .667E +06 
24 .286E +03 .200E +01 . 834E +03 .667E +06 
25 .286E +03 . 200E +01 .834E +03 .667E +06 
26 .286E +03 .200F +01 .834E +03 .667E +06 
27 .286E +03 .200E +01 .834E +03 .667E +06 
28 .286E +03 .200E+01 . 834E +03 .667E +06 
29 . 286E +03 .200E +01 . 834E +03 .667E +06 
30 . 286E +03 . 200E +01 . 834E +03 .667E +06 
31 .286E +03 .200E +01 . 834E +03 .667E +06 
32 .286E +03 .200E +01 .834E +03 .667E + 06 
33 .286E +03 .200E+01 .834E +03 .667E +06 
34 .286F +03 . 200E +01 .834E +03 .667E +06 
35 . 286E +03 . 200E +01 . 834E +03 .667E +06 
36 .286E +03 .200E +01 .834E +03 .667E +06 
37 .286E +03 .200E+01 . 834E +03 .667E +06 
38 .286E +03 .200E +01 .834E +03 .667E +06 
39 .286E +03 .200E+01 .834E +03 .667E +06 
40 .286E +03 .200E +01 .834E +03 .667E +06 
41 .286E +03 . 200E +01 . 834E +03 .667E +06 


F,/( 


kg/(m. s)) 


Fi/(N/(m +: s)) 


.464E +05 
.360E +05 
.207E +05 
.708E +04 
.109E +04 
.123E +02 
272E ~02 
.140FE +00 
394E -01 
.S586E -01 
.162E -01 
150E -01 
.499E -01 
.535E -01 
271E -10 
000E + 00 


.O000E +00 


000E +00 
000E +00 
000E +00 
000E + 00 
000E + 00 
000E + 00 
000E + 00 
181E ~07 
988E -01 
100E +00 
295E ~02 
104E +00 
.161E -01 
. SO6E -01 
201E +00 
133E + 00 
134E + 00 
335E -01 
.707E -01 
. 106E +00 
.283E -01 
.891E -01 
.S30E -01 


- O00FE + 00 


.358E +09 
.375E + 09 
.402E + 09 
.422E + 09 
.430E + 09 
.431E +09 
.431E +09 
.431E +09 
.431E +09 
.431E +09 
.431E +09 
.431E + 09 
.431E +09 
.431E +09 
.431E +09 
.431E +09 
.431E +09 
.431E +09 
.431E +09 
.431E +09 
.431E +09 
.431E + 09 
.431E +09 
.431E +09 
.431E +09 
.431E + 09 
.431E + 09 
.431E +09 
.431E +09 
.431E +09 
.431E +09 
.431E +09 
.431E +09 
.431E +09 
.431E +09 
.431E +09 
.431E +09 
.431E +09 
.431E +09 
.431E +09 
.431E +09 
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8.3.4 最 终结 果 


让 我 们 用 更 全 面 的 方式 来 分 析 用 空间 推进 计算 得 到 的 结果 。 图 8-8 显示 了 这 样 的 结果 。 
这 里 给 出 了 x 方向 五 个 不 同 站 位 : x =0m，16. 17m，32.31m，48. 99m 和 66. 23m 处 x 方向 速 
度 分 量 & 对 纵 坐 标 y 的 函数 图 。 壁 面 几何 形状 也 是 按 比例 画 出 来 的 ， 在 x = 10m 处 有 一 个 扩 
张 角 。 此 外 ， 中 心 稀 芍 波 的 波 前 和 波 后 (解析 解 ) 也 按 比例 又 加 在 图 中 。 对 每 一 个 站 位 的 
速度 剖面 ， 图 中 比较 了 解析 解 〈 圆 点 ) 和 空间 推进 有 限 差分 法 的 数值 解 〈 实 线 ) 。 在 往 下 进 
行 之 前 ， 请 读者 看 清楚 图 8-8 给 出 了 哪些 信息 。 

在 图 8-8 中 ,x =0 处 的 速度 剖面 显示 了 均匀 来 流 条 件 ， 这 里 w=678m/s。x = 16. 17m 处 
的 速度 剖面 位 于 扩张 角 的 下 游 ， 距 扩张 角 很 近 。x = 16. 17m 这 个 站 位 相当 于 入口 推进 了 20 
个 空间 步 。 直 党 告诉 我 们 ， 对 数值 解 要 求 最 苛刻 的 地 方 是 拐角 处 ， 那 里 是 奇 点 。 回 到 控制 方 


程 (8-30) ~ 方程 (8-33)， 注意 度量 在 拐角 处 是 不 连续 的 (正如 式 (8-25a) 和 式 (8- 


25b) 中 看 到 的 那样 ) 。 此 外 ， 在 刚 过 拐角 的 位 置 ， 在 壁面 和 稀疏 波 波 尾 之 间 网 格 点 非常 少 ， 
落 在 波 内 部 的 网 格 点 也 很 少 。 奇 点 的 出 现 和 度量 的 不 连续 性 ， 对 这 个 区 域 的 数值 解 是 致命 
的 ， 而 这 个 区 域内 又 只 有 非常 少 的 网 格 点 ， 难 以 进行 补救 。 在 * = 16. 17m 处 ， 波 形 并 不 完 
整 ， 在 波 的 内 部 和 波 后 ， 数 值 解 和 解析 解 之 间 也 符合 得 不 是 很 好 。 这 正 是 我 们 选择 较 小 的 扩 
张 角 5. 352 "的 原因 之 一 。 对 于 更 大 的 扩张 角 ， 上 面 的 现象 会 更 加 严重 。 考 虑 将 扩张 角 改 为 
23.38° 的 情形 ， 来 流 马 赫 数 仍 为 2。 这 样 的 扩张 角 会 使 其 下 游 的 马赫 数 达 到 3。 然而， 如 果 
用 6=23.38° 进 行 计算 ,计算 会 发 展 成 强烈 的 振动 ， 最 终 爆 掉 (大 约 在 拐角 下 游 6 ~8m 处 ) 。 
对 大 扩张 角 的 例子 ， 增 加 网 格 点 的 数量 并 使 用 更 大 的 数值 耗 散 (加 大 人 工 粘性 ) ， 可 能 会 在 


nu/ (m/s) u/ (m/s) u/ (m/s) u/ (m/s) u/ (nvs) 
685 700 685 700 715 685 700 715 685 700 715 685 700 715 
40 40 40 40 40 


X=0 16.17m 32.21m 48.99m 66.23m 


图 8-8 中心 稀疏 波 超声 速 流 的 结果 
CFD 数值 解 〈 实 线 ) 与 解析 解 〈 圆 点 ) 的 比较 


第 8 章 ”二 维 超声 速 流 动 的 数值 解 一 一 普 朗 特 一 迈 耶 稀疏 波 


扩张 角 下 游 得 到 满意 的 解 。 这 个 问题 留 给 读者 自己 去 试验 。 

此 时 可 以 回顾 一 下 表 8-2 和 表 8-3 中 给 出 的 靠近 扩张 角 (x =12.928m) 处 的 流 场 变量 。 
表 中 所 列 出 的 数值 使 我 们 对 上 面 讨论 的 现象 看 得 更 清楚 了 。 

随 着 数值 解 逐渐 向 下 游 进一步 发 展 ， 稀 朴 波 会 变 宽 ， 壁 面 和 波 后 之 间 的 距离 变 大 ， 数 值 
解 和 解析 解 之 间 吻 合 的 程度 也 明显 改善 。 着 重 看 看 * = 66. 23m 处 的 速度 型 ， 发 现 两 者 吻合 
得 很 好 。 数 值 解 在 正确 的 位 置 捕捉 到 了 波 ， 在 波 的 内 部 ， 速 度 的 数值 解 很 好 地 与 解析 解 保持 
一 致 ; 在 波 的 下 游 ， 速 度 的 数值 解 也 和 解析 值 一 致 。 

当 数 值 计 算 向 下 游 进行 时 ， 在 壁面 出 现 很 小 的 扰动 。 在 波 下 游 * = 16. 17m 处 ， 速 度 wu 
的 数值 解 为 710. 2m/s， 这 和 解析 解 711m/s 非常 接近 。 然 而 随 着 向 下 游 发 展 ， 壁 面 上 的 
数值 解 开 始 偏离 解析 解 。 在 下 游 3 个 站 位 (x = 32. 3m ，48. 49m 和 66. 23m) 上 上 ， 壁 面 处 岂 
的 数值 解 分 别 为 : 708m/s，707m/s 和 705m/s。 在 图 8-8 中 可 以 看 出 壁面 上 有 一 个 薄 的 速度 
层 ， 这 与 解析 解 不 符 。 速 度 层 的 厚度 仅 有 一 个 网 格 ， 也 就 是 说 厚度 仅 为 Ay， 在 壁面 上 方 第 
一 个 内 部 网 格 点 处 ,流动 速 度 都 和 解析 解 很 好 地 吻合 。 这 个 很 薄 的 速度 层 是 数值 计算 引起 
的 ， 而 非 真 实 的 物理 现象 。 可 能 是 扩张 角 奇 点 的 奇 性 在 数值 计算 中 向 下 游 传播 而 导致 的 ， 也 
有 可 能 是 数值 计算 过 程 中 边界 条 件 处 理 带 来 的 误差 逐渐 积累 所 致 的 。 由 于 数值 解 使 用 沿 流向 
推进 方法 ， 上 游 出 现 的 误差 会 随 着 推进 过 程 向 下 游 传 递 。 假 如 某 种 误差 在 壁面 上 反复 出 现 ， 
无 论 它 有 多 小 ， 在 计算 向 下 游 推进 时 都 会 有 积累 的 趋势 。 数 值 计 算 过 程 中 对 流动 与 壁面 相 切 
这 一 边界 条 件 的 处 理 稍 加 改进 也 许 有 用 。 这 将 是 一 件 很 有 趣 的 事情 ， 值 得 读者 自己 试 一 试 。 

从 图 8-8 可 以 知道 ， 稀 朴 波 的 波 头 从 下 游 边界 穿 出 计算 区 域 (大 约 在 y=32. Sm 高 度 )。 
计算 平面 是 有 意 这 样 选 择 的 ， 有 意 要 出 现 这 种 现象 。 前 面 ， 我 们 在 处 理 上 边界 (7 =1.0) 
时 只 是 简单 地 将 稀 政 波 上 游 的 均匀 来 流 作 为 上 边界 的 边界 条 件 。 只 要 在 x = 66. 23m 处 整个 
稀 足 波 都 从 下 游 边界 穿 出 计算 平面 ， 这 样 处 理 上 边界 的 边界 条 件 就 是 合适 的 。 设 想 一 下 ， 如 
果 让 计算 继续 向 下 游 发 展 ， 直 至 x = 100m 处 会 有 什么 现象 出 现 。 观 察 图 8-8 后 我 们 很 容易 看 
到 在 上 边界 存在 膨胀 波 的 波 头 和 一 部 分 稀 玻 波 。 如 果 这 种 情况 出 现 ， 沿 着 上 边界 我 们 必须 用 
另外 的 边界 条 件 ， 不 同 于 目前 为 止 我 们 所 用 的 处 理 方法 。 在 这 种 情况 下 ， 上 边界 处 的 计算 应 
该 作 什么 改变 呢 ? 一 个 简单 的 想法 是 : 沿 着 上 边界 计算 流动 控制 方程 中 的 物理 变量 时 采用 单 
侧 差分 〈 此 时 在 预 估 步 和 校正 步 中 都 要 改 用 向 后 差分 ) 。 另 外 一 个 办 法 是 用 内 部 网 格 点 上 的 
值 外 插 得 到 下 边界 处 的 值 。 但 此 时 不 能 沿 垂直 方向 线性 外 插 ， 从 内 部 网 格 点 沿 着 特征 线 外 插 
似乎 更 合适 。 读 者 可 以 自己 去 试 一 试 。 

重新 回 到 图 8-8 所 示 的 结果 。 为 完整 起 见 ，x = 66. 23m 处 (从 和 信 口 推进 80 个 空间 步 长 ) 
所 有 的 流 场 变量 列 在 表 84 和 表 8-5 中 。 在 考察 表 中 这 些 结果 的 时 候 ， 给 出 稀 玖 波 下 游 的 解 
析 解 是 有 用 的 ， 它 们 是 

Ma, =2. 20 

ps =0.739 x 105 N/m? 
p; =0. 984kg/m’ 

也 =262K 

u, =710m/s 

v, = -66. 5m/s 
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表 8-4 zx=66.23m 处 的 结果 


j y/m u/ (m/s) v/(m/s) p/ (kg/m’) p/(N/m) 
1 -5.272 0. 000 .705E +03 -.661kE +02 . 109E +01 .731E +05 
2 -4. 140 0. 025 .710E +03 一 682E +02 . 107E +01 .730E +05 
3 -3. 009 0. 050 .711E +03 -.690E +02 .969E +01 .732E +05 
4 -1.877 0. 075 .711E +03 -.688E +02 .977E +00 .731E +05 
5 —0.745 0. 100 .711E +03 —. 689E +02 .976E +00 .731E +05 
6 0. 387 0. 125 .711E +03 ~. 688E +02 .976E +00 .731E +05 
7 1.519 0. 150 .711E +03 —.689E +02 .976E + 00 .731E + 05 
8 2. 650 0. 175 .711E +03 ~. 690FE +02 .976E +00 .731E +05 
9 3.782 0. 200 .711E +03 —.690E +02 .976E + 00 .731E +05 
10 4.914 0. 225 .711E +03 —. 688E +02 -977E+00 .731E +05 
11 6.046 0.250 .711E +03 —. 686E +02 .977E +00 .732E +05 
12 7. 178 0.275 .711E +03 ~.688E +02 .977E +00 .731E +05 
13 9. 309 0. 300 .711E +03 ~.694E +02 .975E +00 .729E +05 
14 9. 441 0.325 .711E +03 ~. 696E +02 .974E +00 .729E +05 
15 10. 573 0. 350 .THE+03 —. 690E +02 .976E +00 .731E +05 
16 11.705 0. 375 .711E +03 -.678E +02 .980E + 00 .735E +05 
17 12. 837 0. 400 .711E +03 -.672E +02 .982E + 00 .737E +05 
18 13. 968 0. 425 .711E +03 —.683E +02 .978E +00 .733E +05 
19 15. 100 0.450 .712E +03 —.708E +02 .970E +00 .725E +05 
20 16. 232 0, 475 .713E +03 —.732E +02 .963E + 00 -717 下 +05 
21 17. 364 0. 500 .713E +03 —.740E +02 .960E +00 .714E +05 
22 18. 496 0. 525 .713E +03 -.726E +02 -964E +00 .719E +05 
23 19. 627 0. 550 .711E +03 -.693E +02 .975E +00 .730E +05 
24 20.759 0. 575 .709E +03 -.647E +02 .990E +00 .746E +05 
25 21. 891 0. 600 .707E +03 -.591E +02 .101E +01 .765E +05 
26 23. 023 0. 625 .705E +03 -.S31E +02 . 103E +01 .787E +05 
27 24. 155 0. 650 .702E+03 - -.468E +02 . 105E +01 . 810E +05 
28 25. 287 0. 675 .699E +03 ~.405E +02 .107E +01 . 834E +05 
29 26. 418 0.700 . 696E +03 -.343E +02 .110E +01 .859E +05 
30 27. 550 0.725 .693E +03 -.283E +02 .112E +01 .883E +05 
31 28. 682 0.750 . 690E +03 -.227E +02 .114E +01 . 907E +05 
32 29. 814 0.775 .688E +03 -.175E +02 .116E +01 .930E +05 
33 30. 946 0. 800 . 685E +03 -. 129E +02 .118E +01 .950E +05 
34 32. 077 0. 825 .683E +03 -.901E +02 .119E +01 . 968E +05 
35 33. 209 0. 850 .681E +03 -. S91E +01 . 121E +01 .982E +05 
36 34. 341 0. 875 .680E +03 -.361E +01 .121E +01 .993E + 05 
37 35. 473 0. 900 .679E +03 -.203E+01 .122E +01 . 100E +06 
38 36. 605 0. 925 .679E +03 -.105E +01 .123E +01 .100E +06 
39 37.736 0.950 .678E +03 —. 499E +00 .123E +01 . 101E +06 
40 38. 868 0. 975 . 678E +03 -.229E +00 .123E +01 .101E + 06 
41 40, 000 1. 000 .678E +03 . 000E +00 .123E +01 .101E +06 
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表 8-5 x=66.23m 处 的 通 量 
j T/K Ma Fi/(kg/(m’ . s)) F/(N/m) F/(N/m) F/(N/(m.s)) 
1 .233E +03 .231E +01 .769E +03 .616E +06 —. S08E +05 .374E +09 
2 .237E +03 .231E +01 .760E +03 .612E +06 -.519F +05 .374E +09 
3 .263E +03 . 220E +01 . 689E +03 .563E +06 -.475E+05 . 385E +09 
4 .261E +03 .221E +01 .694E +03 .567E +06 -.478E +05 -359E +09 
5 .261FE +03 .221E +01 .694E +03 .567E +06 —.478E +05 .359E +09 
6 .261E +03 .221E +01 .694E +03 .567E +06 -.478E +05 .359E +09 
7 .261E +03 .221E+01 . 694E +03 .S67E +06 —.478FE +05 .359FE +09 
8 .261E +03 .221E +01 .694E +03 .567E +06 -.479E +05 .359E +09 
9 .261E +03 .221E +01 .694E +03 .567E +06 —.479E +05 .359E +09 
10 .261E +03 .221E +01 .694E +03 .567E +06 .478E +05 .359E +09 
11 .261E +03 .221E +01 .695E +03 .567E +06 —.477E +05 .359E +09 
12 .261E +03 .221E +01 .695E +03 .567E +06 -.478E +05 .359E +09 
13 .261E +03 .221E +01 .693E +03 .566E +06 ~.481E +05 .359E +09 
14 .261E +03 .221E +01 .693E +03 .566E +06 —.483E +05 . 358E +09 
15 .261E +03 .221E +01 .694E +03 .567E +06 -.479E +05 .359E +09 
16 .261E +03 . 220E +01 .679E +03 .569E +06 —.472E +05 .360E +09 
17 .261E +03 .220E +01 . 698E +03 .569E +06 ~.469E +05 .361E +09 
18 .261E +03 .221E +01 .696E +03 .568E +06 —.475E +05 .360E +09 
19 .260E +03 .221E +01 .691E +03 .564E +06 —. 489E +05 .357E +09 
20 ,259 +03 .222E +01 .686E +03 .561E +06 —. 502E +05 .355E +09 
21 .259E +03 . 222E +01 .685E +03 .560E +06 ~. 506E +05 .354E +09 
22 .260E +03 . 222E +01 .687E +03 .562E +06 ~-.4.99E +05 .356E +09 
23 .261E +03 .221E +01 .694E +03 .566E +06 ~.481E +05 .359E +09 
24 .262E +03 .219E +01 .703E +03 .573E +06 —.454E +05 .363E +09 
25 .264E +03 .218E +01 .713E +03 .581E + 06 -.422E +05 . 369E +09 
26 .266E +03 .216E +01 .725E +03 .590E +06 —. 385E +05 .375E +09 
27 .269E +03 .214E +01 .737E +03 .599E +06 —.345E +05 . 382E +09 
28 .271E +03 .212E +01 .750E +03 .608E +06 —.304E +05 . 388E +09 
29 .273E +03 .210E +01 .763FE +03 .617E +06 —.262E +05 .394E +09 
30 .275E +03 . 209E +01 .775E +03 .625E +06 —.220E +05 .401E +09 
31 .277E +03 . 207E +01 .786F +03 .634E +06 -. 178E + 05 . 407E +09 
32 .279E +03 . 205E +01 .797E +03 .641E +06 —. 139E +05 .412E +09 
33 .281E +03 . 204E +01 . 807E +03 .648E +06 —. 104E +05 .417FE +09 
34 .283E +03 . 203E +01 .815E +03 .654E +06 —.734E +04 .422E +09 
35 .284E +03 . 202E +01 .822E +03 .658E +06 —.485E +04 .425E +09 
36 .285E +03 .201E +01 . 826E +03 .661E +06 ~.298E +04 .428E +09 
37 .28SE +03 . 201E +01 . 830E +03 .664E +06 ~. 169E +04 .429E +09 
38 .286E +03 . 200E +01 .832E +03 .665E +06 —.877E +03 .430E +09 
39 . 286E +03 . 200E +01 . 833E +03 .666E +06 -.416E +03 .431E +09 
40 .286E +03 . 200F +01 . 834E +03 .666E +06 -. 191E +03 .431E +09 
41 .286E +03 . 200E +01 .834E +03 .667E +06 .000E +00 .431E +09 
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表 8-4 和 表 8-5 中 ， 将 稀 玻 波 下 游 均 匀 区 域 (在 j=2 和 j=23 之 间 ) 的 数值 解 和 上 面 列 
出 的 解析 解 进行 对 比 ， 误 差 如 下 : 


变 量 误差 (% ) 
Ma 0.45 
Pp2 1. 08 
p2 0.813 
有 0. 038 
ly 0. 141 
V2 3.76 


稀疏 波 后 的 流动 ， 数 值 解 和 解析 解 具有 合理 的 一 致 性 。 的 确 ， 表 中 所 列 出 的 误差 和 第 7 
章 中 夏 管 流动 时 间 推 进 数值 解 的 误差 在 同一 量 级 。 表 中 惟一 误差 较 大 的 地 方 是 壁面 (7 =1)。 
我 们 看 到 ， 在 壁面 上 存在 “误差 层 ”" ， 和 先前 所 讨论 图 8-8 中 速度 谢 面 时 一 样 。 并 非 只 有 速 
度 受 这 种 现象 的 影响 ， 壁 面 处 其 他 变量 都 有 微小 的 变化 〈 只 有 压力 除外 ， 在 壁面 附近 以 及 
壁面 上 压力 是 常数 ) 。 对 于 这 一 点 ， 以 前 的 讨论 已 经 足够 多 了 ， 这 里 不 再 重复 。“ 足 够 ”的 
意思 是 说 ， 这 只 是 一 个 例子 ， 表 明 CFD 并 非 十 全 十 美 ， 读 者 能 意识 到 这 一 点 很 重要 。 

至 于 网 格 无 关 性 ， 我 们 做 过 一 个 计算 。 将 y 方向 的 网 格 加 密 一 倍 ， 这 也 就 是 说 ， 将 Ay 
的 值 减 半 〈 从 而 使 Ay 的 值 也 减 半 )。 于 是 在 y 方 向 上 有 81 个 网 格 点 。 根 据 稳定 条 件 ， 推 进 
步 长 A 是 和 Am 相关 的 (参见 式 (8-63))， 所 以 & 方 向 上 推进 的 站 位 数 也 加 倍 了 。 结 果 网 
格 总 数 增加 到 原来 的 四 倍 。 这 种 情况 下 流 场 的 计算 结果 和 上 面 给 出 的 结果 没有 实质 性 的 差 
别 。 因 而 上 面 给 出 的 结果 基本 上 具备 了 网 格 无 关 性 。 

作为 最 后 的 说 明 ， 我 们 指出 ， 描 述 计算 平面 的 尺寸 为 高 40m， 长 65m， 但 计算 结果 与 此 
无 关 。 如 果 不 用 米 ， 也 可 以 用 毫米 ， 取 40mm x65mm 的 计算 平面 ， 或 者 任何 其 他 长 度 单位 。 
流 过 稀 琉 波 的 超声 速 流 动 不 依 赖 于 任何 特定 的 长 度 。 由 于 我 们 在 计算 过 程 中 采用 有 量 纲 的 控 
制 方程 ， 所 以 必需 规定 一 个 长 度 ; 为 了 使 用 相 容 的 单位 制 ， 我 们 选用 了 米 。 如 果 65m 的 长 
度 听 起 来 很 大 ， 不 必 担 心 ， 问 题 的 解 与 这 个 没有 关系 。 


8.4 小 结 


本 章 讲解 和 讨论 的 主要 内 容 列 在 了 图 8-9 所 示 的 路 线 图 中 。 这 一 章 的 重点 是 空间 推进 的 
原理 。 这 一 算法 与 第 7 章 讨论 的 时 间 推 进 形成 了 对 比 。 空 间 推进 用 的 是 定常 流 的 守恒 型 方程 
组 。 根 据 求解 区 域 的 形状 ， 本 章 的 问题 需要 使 用 贴 体 坐 标 系 。 这 使 我 们 有 机 会 练习 网 格 生成 
的 某 些 方法 ， 并 使 用 变换 后 的 控制 方程 组 。 我 们 还 用 到 了 捕捉 波 的 技术 ， 尽 管 这 里 捕捉 的 是 
稀 朴 波 而 不 是 第 7 章 中 的 激 波 。 我 们 已 经 知道 ， 捕 捉 波 应 该 使 用 守恒 形式 的 控制 方程 组 ， 还 
要 添加 适当 的 人 工 粘 性 ， 使 得 解 更 加 光滑 。 人 工业 性 主要 用 在 扩张 角 附 近 ， 因 为 扩张 角 的 顶 
点 是 数学 上 的 奇 点 。 在 稀 玖 波 流 场 的 其 余部 分 ， 大 概 用 不 着 人 工业 性。 最 后 ， 对 于 无 粘 流 的 
壁面 ， 我 们 使 用 了 阿 比 特 的 数值 边界 条 件 。 这 种 边界 条 件 用 到 了 局 部 的 普 朗 特 一 迈 耶 稀 栈 
波 ， 以 便 将 速度 转 到 与 壁面 平行 的 方向 。 所 有 这 些 技术 在 计算 普 朗 特 一 迈 耶 中 心 稀疏 波 的 流 
动 时 全 都 派 上 了 用 场 。 

这 里 要 提醒 读者 ， 到 目前 为 止 ， 我 们 在 第 7 章 和 第 8 章 用 的 都 是 显 式 有 限 差分 方法 。 为 
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了 扩大 眼界 ， 现 在 应 该 找 一 个 合适 的 流动 问题 来 研究 一 下 隐 式 解法 。 这 就 是 下 一 章 的 内 容 。 


守恒 型 控 || 网 格 生成 ; 
制 方程 组 || 贴 体 坐 标 系 


wm | 


普 朗 特 一 迈 了 稀 | 。 | 阿 比特 辟 
玻 波 的 解 面 边界 条 件 


图 8-9 第 8 章 的 路 线 图 


人 工 粘性 


第 乡 章 
不 可 压 库 埃 特 (Couette) 流 的 数值 解 


9.1 引言 


第 7 章 和 第 8 章 介 绍 的 数值 方法 是 显 式 的 有 限 差分 方法 。 而 这 两 章 中 求解 的 问题 ， 其 控 
制 方程 的 数学 性 质 是 双 曲 型 的 。 我 们 已 经 看 到 ， 对 于 双 曲 型 偏 微分 方程 的 显 式 解法 ，CFL 稳 
定性 准则 从 根本 上 限制 了 推进 步 长 〈 第 7 章 中 的 Ar 和 第 8 章 中 的 Ax) 的 大 小 。 此 外 ,第 7、 
8 章 所 研究 的 流动 均 为 无 粘 流动 。 

这 一 章 将 在 以 下 几 个 方面 与 前 两 章 形成 对 照 : 

1) 求解 控制 方程 的 方法 是 隐 式 有 限 差分 解法 。 

2) 问题 的 控制 方程 为 抛物 型 偏 微分 方程 。 

3) 考虑 的 问题 是 粘性 流动 。 

本 章 具 体 考虑 的 是 不 可 压 库 埃 特 流动 ， 描 述 这 种 流动 的 纳 维 一 斯 托 克 斯 方程 具有 解析 
解 。 库 埃 特 流动 是 最 简单 的 粘性 流动 ， 却 与 复杂 的 边界 层 流动 具有 很 多 相同 的 物理 特征 。 为 
了 求解 库 埃 特 流动 ， 我 们 采用 4.4 节 的 克 兰 克 一 尼 科 尔 森 隐 式 解法 。 第 3 章 中 曾 指 出 ， 抛 物 
型 偏 微分 方程 适用 推进 解法 求解 。 而 使 用 隐 式 推进 方法 ， 推 进步 长 可 以 比 相应 的 显 式 解 大 得 
多 。 因 此 ， 这 一 章 使 我 们 有 机 会 探讨 CFD 中 与 前 两 章 不 同 的 某 些 问题 。 

在 本 章 的 后 半 部 分 ， 我 们 将 给 出 库 埃 特 流动 的 另 一 种 解法 ， 即 6.8 节 介 绍 的 压力 修正 
法 。 我 们 会 处 理 二 维 不 可 压 流 动 的 纳 维 一 斯 托 克 斯 方程 ， 并 针对 两 个 相对 运动 的 平行 平板 间 
的 不 可 压 流 动 ， 采 用 压力 修正 法 求 出 方程 的 解 。 压 力 修正 法 是 一 种 迭代 方法 ， 我 们 这 是 为 迭 
代 过 程 给 定 的 初始 近似 是 一 个 二 维 流 场 。 我 们 将 会 看 到 ， 尽 管 迭 代 求 解 的 是 二 维 问题 ， 最 后 
的 结果 却 收敛 到 只 沿 垂直 方向 变化 的 一 维 问题 的 解 一 一 库 埃 特 流动 。 


9.2 物理 问题 及 其 解析 解 


库 埃 特 流动 定义 如 下 : 设 有 两 个 相距 为 D 的 平行 平板 ， 上 面 的 平板 以 速度 w. 运动 ， 下 
面 的 平板 静止 ， 速 度 w=0。 考 虑 这 两 个 平板 之 间 的 粘性 流动 。 在 zy 平面 内 ， 流 动 如 图 9-1 
所 示 。 两 平板 间 产 生 流 动 的 驱动 力 只 有 一 项 : 由 .上 平板 运动 引起 的 、 作 用 于 流体 上 的 切 应 
力 。 由 此 产生 了 横 截面 上 的 速度 剖面 =u(y)。 
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这 种 流动 的 控制 方程 为 是 由 式 (2-50a) 给 出 的 x 方向 的 动量 方程 


2 时 = 
Dt Ox Ox 90y 0z 
对 于 库 埃 特 流动 ， 这 个 方程 还 可 以 大 大 简化 。 为 此 ， 考 察 图 9-1 ,我们 注意 到 库 埃 特 流动 的 
模型 在 x 轴 正 、 负 方向 上 都 无 限 延 伸 。 既 然 这 种 流动 没有 起 点 和 终点 ， 那 么 流 场 的 变化 必定 
与 x 无 关 ， 即 ， 所 有 量 的 9 /9 x =0。 对 于 连续 性 方程 (2-25) ， 将 其 应 用 于 定常 流动 ， 有 
a(pu) 0p") 

Ox 9y 
既然 库 埃 特 流动 中 9 (pu)/9 x 
=0， 那 么 方程 (9-1) 变 为 

ao) _ 0 ,op 
=p— + 


=0 (9-1) 


0 0 0 
YY A 学 
(92) 图 9-1 库 埃 特 流动 
在 下 平板 即 y =0 处 取 值 ， 有 w= 
0， 则 方程 (9-2) 化 为 
( 2 
07 
瑟 = 一 =0 9-3 
到 ki . : 
如 果 我 们 在 y =0 点 将 v 展开 为 泰勒 级 数 ， 就 有 
2 ow a 
v(y) =v(0) sh tl (94) 
在 上 平板 处 取 值 ， 式 (94) 成 为 
Ov ov DD 
ol DY =wCOY # (etal (9-5) 


由 于 v(D) =0, v(0) =0, 而 且 由 方程 (9-3) 有 (69v/9y),-o。 =0, 那么 惟一 合理 的 结果 只 能 是 : 
对 于 所 有 的 n,，(9"v/9y"),-o=0, 由 此 可 知 在 整个 流 场 中 
v=0 (9-6) 
这 是 库 埃 特 流动 的 物理 特征 。 也 就 是 说 ， 流 场 中 任何 一 点 的 垂直 速度 分 量 都 为 零 。 这 表明 库 
埃 特 流动 的 流 线 是 平行 的 直线 ， 这 一 结果 在 观察 图 9-1 时 和 凭 直觉 就 可 以 想到 。 最 后 , 将 y 方 
向 动量 方程 (2-50b) . 
Dv ap 97» 07 07 


p= 一 = -一 + +— +— +pf. 
Di dy dx or oz 


应 用 于 没有 体积 力 的 库 埃 特 流动 ， 就 有 


oT 
ee (9-7) 
0y 97 
由 式 (2-57b) 得 
Ou 9 0v 
rr = 放款 + 大 | +2r 宁 =0 (9-8) 
ox 07y 90y 
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因此 ， 方 程 (9-7) 简化 为 
a 
9y 
于 是 可 以 得 出 这 样 的 结论 : 对 于 库 埃 特 流动 ， 在 x 方向 和 y 方 向 上 都 没有 压力 梯度 。 此 
时 让 我 们 回 到 x 方向 动量 方程 。 对 于 无 体积 力 的 定常 二 维 流动 ， 我 们 有 
pa "时 =- 时 Bre OT (9.10) 
Ox Ox 9% 07 
根据 方程 (2-57a) 和 方程 (2-57d) ， 对 于 库 埃 特 流动 


=0 (99) 


Ou 90v Ou 
EN +2r 于 -0 (9-11) 
ov Qu Ou 
rm p(t De (9-12) 
将 式 《9-11) 和 式 (9-12) 代入 方程 (9-10) ， 得 
0 Ou 
= 一 | 一 9-13 
wl ( ) 
如 果 假 设 流动 是 不 可 压 的、 恒温 的 ， 则 j= 常数 。 于 是 式 (9-13) 变 为 
2 
0 (9-14) 
07 


方程 (9-14) 就 是 不 可 压 恒温 库 埃 特 流动 的 控制 方程 。 
求 方程 (9-14) 的 解析 很 简单 。 对 y 进行 两 次 积分 ， 我们 有 
2 二 CIy 十 C5 (9-15) 
式 中 ，c! 和 c 是 积分 常数 ， 它 们 的 值 由 边界 条 件 确 定 。 因 为 在 下 平板 y=0 处 ,w=0 (图 9- 
1) ， 从 式 《9-15) 可 推出 c, =0。 在 上 平板 y=D 处 , 已 知 w=w。.。 于 是 在 式 (9-15) 中 ,= 
uAD。 代 入 这 些 值 , 式 (9-15) 变 为 


7 - 
wD (9-16) 


式 (9-16) 是 不 可 压 库 埃 特 流动 速度 分 布 的 解析 解 。 从 中 我 们 注意 到 ， 解 析 解 & 仅 随 y 变 
化 ， 而 且 是 线性 的 。 图 9-1 画 出 了 这 种 线性 的 速度 分 布 。 
现在 开始 讨论 这 种 流动 的 数值 解 。 式 (9-16) 给 出 的 解析 解 将 作为 比较 数值 解 的 标准 。 


9.3 数值 方法 : 隐 式 克 兰 克 一 尼 科 尔 森 (Crank-Nicolson) 方法 


在 数值 求解 中 ， 我 们 这 样 来 设置 : 假定 速度 剖面 不 同 于 式 (9-16) 给 出 的 解析 解 ， 而 不 

是 线性 的 。 例 如 ， 假 设 速度 前 面 为 
_ [0 对 0<y<D (9-17a) 
"= 当 y=D (9-17b) 
将 它 作为 计算 的 初始 速度 剖面 ， 即 :=0 时 刻 的 初始 条 件 ， 在 图 9-2a 中 以 实 线 表示 。 我 们 将 
从 这 个 初始 条 件 出 发 ， 建 立 流 场 的 时 间 推 进 解法 。 在 推进 过 程 中 ， 速 度 剖 面 的 形状 会 随 着 时 
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间 改 变 ， 如 图 9-2b、c 所 示 。 经 过 足够 长 的 时 间 ， 速 度 剖 面 的 形状 将 趋向 于 图 9-2d 所 示 的 
定常 流 。 

在 图 9-2 中 ， 速 度 剂 面 随时 间 变 化 的 流动 称 为 非 定常 的 库 埃 特 流动 。 假 设 93/3x*=0 和 
2=0， 它 的 控制 方程 可 由 方程 (2-50a) 得 到 , 但 是 多 了 时 间 的 偏 导数 项 。 沿 x 方向 的 非 定 
常 不 可 压 库 埃 特 流动 ， 控 制 方程 为 ， y 


Ou _ Ou D D 
Py Ho (9-18) 
方程 (9-18) 是 一 个 抛物 型 偏 微分 方 
个 1=0 时 刻 


程 ， 因 此 时 间 推 进 的 结果 代表 了 一 
适 定 问题 的 解 。 
9.3.1 数值 方法 

把 方程 (9-18) 表示 为 无 量 纲 的 


了 
形式 将 是 十 分 方便 的 。 定 义 如 下 无 量 
纲 变 量 
a ye ca 
L。 D D/u. (定常 流 ) 


把 方程 (9-18) 无 量 纲 化 
9(u/u.,) 2 _ 0: (wu/u.) 
PR 可 二 国 - 


图 9-2 非 定常 库 埃 特 流动 : 不 同时 刻 的 速度 剖面 


® oy/D)’ 
或 
hd (9-19) 
Bt puD ay 2 
在 方程 (9-19) 中 ， 我 们 发 现 
cl 
pu.D Re, 
其 中 Re 是 按照 两 平板 之 间距 离 D 计算 的 雷诺 数 ， 于 是 方程 (9-19) 变 为 
-= 了 (9-20) 


式 (9-20) 就 是 要 数值 求解 的 方程 。 

为 了 得 到 数值 解 ， 我 们 应 用 隐 式 的 有 限 差分 格式 ， 即 4. 4 节 介绍 过 的 克 兰 克 一 尼 科 尔 森 
格式 (方程 (4-40) ) 。 我 们 将 会 看 到 ， 求 解 不 可 压 库 埃 特 流 动 的 过 程 能 够 显示 隐 式 克 兰 克 
一 尼 科 尔 森 方法 的 所 有 特性 。 因 此 ， 请 读者 复习 一 下 4.4 节 ， 了 解 克 兰 克 一 尼 科 尔 森 方法 的 
基本 思路 。 

为 了 简化 记号 ， 我 们 省 略 方程 (9-20) 中 所 有 变量 上 的 “'” 号 ， 本 书 前 面 的 章节 里 已 
经 好 几 次 这 样 处 理 了 。 因 此 ， 下 面 出 现 的 变量 都 将 认为 是 无 量 纲 变量 ， 也 就 是 将 方程 〈9- 
20) 写 为 
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ot ~ Re, 9y 
式 中 wu,，y 和 上 就 是 方程 (9-20) 中 的 无 量 纲 量 w ,yy' 和 。 
根据 克 兰 克 一 尼 科 尔 森 格式 ， 方程 (9-21) 的 有 限 差分 表达 式 为 


1 站 十 上 n 1 n+l n 1 n+l n 

n+l n (wi + Ui) + 一 (人 —2u -2u) + (wi +w-1) 
ww 1 2 2 2 

At Rep (Ay)’ 

或 
At 
n+l n+l n 1 1 
uy = (wi tw “2 -2u7 tw +1) 


汪 *2(Ay) Re, 
把 等 式 (9-22) 中 所 有 n +1 层 的 项 移 到 等 式 左 边 并 整理 ,方程 (9-22) 改写 为 


At 1 At 1 Ai 1 
| 2 [Ba +|! 十 2 | +| 加 2 Uj+1 
2 (Ay) Re, (Ay) Ren 2 (Ay) Re, 

t 
= LE 一 包 |@ + A (wi + 1) 
(Ay) Re, 2 (Ay)’Re, 


方程 (9-23) 可 表示 为 如 下 形式 


n+l n+l n+l 
Aui-ii +Bu +Aw,, = 天) 


其 中 
_ At 
2( Ay)’Re, 
Ai 
十 
(Ay)’Re, 


At A 
K= | -| + 一 一 一 -一 
(Ay) Ren 2( Ay)Re, 


(wp + 二- 


(9-21) 


(9-22) 


(9-23) 


(9-24) 


(9-25a) 


(9-25b) 


(9-25c) 


求解 方程 (9-24) 的 网 格 如 图 9-3 所 示 。 图 中 ， 平 板 间 的 垂直 距离 忆 (y 方向 ) 被 N 等 分 


( 共 N+1 网 格 点 ) ， 每 段 长 度 为 Ay， 即 


wl 和 zw 可 以 通过 边界 条 件 得 到 

WU =0O (9-27a) 

uns! =1 (9-27b) 

式 (9-21) ~ (9-27) 中 的 

都 代表 无 量 纲 的 速度 ， 因 此 式 

(9-24) 代表 了 N -1 个 未 知 数 

wu，Ww，…， Un 的 NN~1 个 方程 ， 

形成 一 个 方程 组 。 将 这 个 方程 组 
具体 写 出 来 ， 其 第 一 个 方程 是 


图 9-3 网 格 点 的 标号 


(9-26) 


Un+1=! 
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4 4 (9-28 ) 
因为 w =0， 因 此 方程 (9-28) 变 为 
Bu'’! + Au''! = kK, (9-29) 
式 〈9-24) 所 代表 的 最 后 一 个 方程 为 
AD + Buy'! 十 =K, (9-30) 
因为 ww =1。 因 此 方程 (9-30) 变 为 
ha + Bu!=K, -Ah (9-31) 


于 是 ， 由 式 〈9-24) 所 代表 的 方程 组 可 以 用 矩阵 的 形式 表示 成 


BA00 00000 
ABA00 0000/* Kk 
04BA 0 000 olw” Kk, 
004B 4 000 0 K, 
ut |=| KK, (9-32) 
wt Kn.i 


0000 0 0 4BAl) lk,-4 


0 0 0 0 0 0 0 4B 

显然 ， 式 〈9-32) 是 一 个 三 对 角 方程 组 ， 可 以 用 托马斯 算法 求解 ， 见 附录 A。 在 第 4 章 中 讨 
论 克 兰 克 一 尼 科 尔 森 方法 时 普 介 绍 托马斯 算法 ， 现 在 ,我们 第 一 次 有 机 会 应 用 托马斯 算法 解 
决 一 个 特定 的 问题 。 所 以 ， 请 读者 在 继续 阅读 之 前 稍 停 一 停 ， 翻 到 附录 A， 研 究 一 下 托马斯 
算法 的 推导 过 程 。 这 样 就 能 够 排除 你 在 数值 求解 库 埃 特 流动 时 的 所 有 疑惑 。 

把 托马斯 算法 应 用 在 式 (9-32) 所 表示 的 方程 组 上 ， 将 得 到 解 好 ， 轨 和 ，…，2 
它们 是 n+1 时 刻 的 速度 值 。 然 后 ， 反 复 进 行 这 个 过 程 ， 直 到 速度 前 面 收敛 到 一 个 稳定 的 状 
态 ， 如 图 9-2 所 示 。 


9.3.2 问题 的 提 法 


对 于 这 里 给 定 的 算 例 ， 我 们 在 流动 截面 上 选取 21 个 网 格 点 ， 也 就 是 在 图 9-3 中 取 N+1 
=21。 由 于 7 是 无 量 纲 的 ， 它 从 0 变化 到 1， 因 此 
1 
Ay =70 
我 们 用 式 (9-17a) 和 式 (9-17b) 给 出 初始 条 件 
在 1=0 时 ,uiyw yw,… ,U0 =0,wu =1 
现在 的 算 例 使 用 隐 式 方法 ， 所 以 本 算 例 中 ，A 的 选择 并 不 像 第 7 章 显 式 方法 或 第 8 章 
空间 推进 算法 中 选择 空间 步 长 那样 有 严格 的 要 求 。 通 过 与 4. 5 节 类 似 的 稳定 性 分 析 ， 克 兰 克 
一 尼 科 和 尔 森 格式 是 无 条 件 稳定 的 ， 也 就 是 说 ， 它 对 所 有 的 At 都 是 稳定 的 。 这 是 隐 式 格式 的 
一 个 主要 优点 〈 参 见 4. 4 节 ) 。 从 稳定 性 的 方面 考虑 ，A 可 以 取 任 意 值 。 但 另 一 方面 ， 如 果 
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我 们 要 想 准 确 地 模拟 从 给 定 的 初始 条 件 开始 流动 的 瞬时 变化 ， 那 么 At 应 该 取得 小 一 些 ， 以 
降低 时 间 上 的 截断 误差 。 当 然 ， 如 果 我 们 只 是 关心 流动 的 稳定 状态 ， 那 就 不 必 考 虑 时 间 精 
度 。 究 竟 应 该 怎样 选取 At 呢 ? 为 了 回答 这 个 问题 ， 我 们 可 以 参考 显 式 格式 的 稳定 性 条 件 。 
对 于 非 定 常 的 库 埃 特 流动 ， 控 制 方程 (9-20) 是 一 个 抛物 偏 微 分 方程 ， 与 第 3 章 中 方程 (3- 
28) 属于 同一 个 的 类 型 。 相 应 的 显 式 有 限 差分 格式 由 方程 (4-36) 给 出 , 方程 的 稳定 性 条 
件 由 式 (4-77) 得 到 ， 即 


QAt Ll 
(Ax)2 2 
方程 (9-20) 也 类 似 ， 对 于 显 式 格式 ， 我 们 得 到 无 量 纲 的 关系 式 〈 仍 就 省 略 无 量 纲 量 的 ' 号 ) 
Lt (9-33) 
Rep (Ay)?’ 2 
或 
At< Reo( Ay)’ | (9-34) 
受到 式 (9-34) 的 启发 ， 对 于 隐 式 格式 ， 我 们 取 At 为 
At = ERe,( Ay)’ (9-35) 


式 中 匹 是 一 个 参数 。 由 于 克 兰 克 一 尼 科 和 尔 森 格式 是 无 条 件 稳定 的 ， 所 以 己 可 以 选任 何 值 。 
在 下 一 节 ， 我 们 将 通过 数值 试验 中 考察 E 从 1 取 到 4000 时 得 到 的 结果 。 
由 式 (9-35) 
pi At 
Rep( Ay)’ 
把 EE 作为 参数 ， 还 可 以 简化 方程 (9-24) 中 系数 的 表达 式 。 将 式 (9-36) 带 人 式 (9-25a ~ 
c) ， 我 们 得 到 


(9-36 ) 


A= £ (9-37a) 
= -了 -37a 
B=1+E (9-37b) 
EF 
kK =(1-E)w + 7 (0 + 1) (9-37¢c) 


在 的 表达 式 (9-36) 中 包含 了 雷诺 数 Re,。 对 于 库 埃 特 流动 ， 最 后 定常 的 速度 剖面 与 Re， 
无 关 。 由 式 (9-16) 给 出 的 解析 解 中 也 不 包含 Reo。 但 趋 近 定常 状态 的 退 时 过 程 却 是 依赖 于 
Re 的 。 通 过 定义 参数 EE， 雷诺 数 的 影响 被 排除 了 。( 因 为 可 以 任意 取 值 。 一 一 译 者 注 ) 


9.3.3 中 间 结 果 
取 E=1 和 Re, =5000， 让 我 们 考察 n=1 时 刻 的 速度 剖面 。 由 于 在 流动 的 截面 上 用 了 21 
个 网 格 点 ， 所 以 Ay =1/20 =0. 05。 根 据 这 些 量 ， 可 以 用 式 (9-35) 计算 Al 


At = ERe, (Ay)” =1(5000)(0.05)2 = 12.5 
由 式 (9-37a) 和 式 (9-37b) ， 有 


4=- 一 =-0.5 
2 


第 9 章 不 可 压 库 埃 特 (Couette) 流 的 数值 解 


es) 
| 
DL 


它们 便 是 方程 (9-32) 中 4 和 8B 的 值 。 
现在 运用 附录 A 中 给 出 的 托马斯 算法 。 对 方程 (9-32) 使 用 附录 A 中 的 记号 ,方程 
(9-32) 的 第 一 行 不 变 
2 0. =K, (9-38 ) 
解 方程 〈9-37e) ,wi =ww= 凤 =0， 所 以 


E 
K, = (1-E)u + (+u) =0 


于 是 方程 (9-38) 变 成 
2u’*! -0.5 =0 (9-39) 


方程 (9-32) 的 第 二 行为 
-0.5u'! 十 222 一 0.Sz =K, (9-40) 


由 她 = 由 = 由 =0， 有 
E 
K,= (1 -Ew + (m+w) =0 


因此 方程 (9-40) 成 为 


—0. Su! +2u3'! -0.5 =0 (9-41) 
使 用 附录 A 中 的 式 (A-21) 
biai_! 
d =d; — (A-21) 
di 
对 于 方程 (9-41) 就 是 
bsa, 
d = ds -一 一 (9-42 ) 
d, 


根据 方程 (9-39) ~ 方程 (941) 中 的 系数 ， 我 们 得 到 d; =2, 6b; = -0.5, a,= -0.5 和 
d =2。 这 样 ， 用 式 《9-42) 计算 出 


=- 
同时 把 附录 A 中 的 式 (A-22) 
ci_1 2 
Ci 二 Ci 一 a (A-22) 
应 用 到 方程 (9-41) ， 得 到 
cz bs 
cy = cy — a (9.43) 


由 方程 (9-39) ~ 方程 (9-41)〉 的 系数 ， 有 c=0, ec, =0, b= -0.5 和 d =2。 
于 是 由 方程 (9-43)， 得 
cy =0 
由 此 得 到 dy 和 cs 的 值 ， 使 方程 (9-41〉 变 成 一 个 新 的 方程 ， 具 有 二 对 角形 式 ， 即 
1. 875u?*! -0.S =0 (9-44) 
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下 面 对 方 程 (9-32) 的 第 三 行进 行 处 理 


-0. Su’’! +2u?’! -0. Su?’! = 大， (9-45) 
由 于 忆 =w4 =w3=0， 这 样 K =0, 方程 (9-45) 变 为 
-0. Sw’*! +2w2*! —0, Sus*! =0 (9-46) 


方程 (9-46) 可 以 按照 以 下 方法 变 为 二 对 角形 式 。 把 式 (A-21) 应 用 到 方程 (9-46) 中 ， 
有 
byas 
| dy 
方程 (9-47) 中 的 值 可 以 由 方程 (9-46) 和 方程 (9-44) 中 的 系数 得 到 : d, =2， = 
-0.5, a; = -0.5 和 d =1.875。 这 样 


dr =d, - (947) 


-0.5( -0.5) 
di =2 -一 一 -一 一 -=1.867 
1. 875 


同样 ， 把 式 〈A-22) 应 用 到 方程 (9-46) 中 有 


， cs ba 
C4 =C4— En (9-48) 
从 方程 (9-46) 和 方程 (9-44) 中 得 知 cs =0, cy =0, bs= -0.5 和 ds =1.875。 
这 样 由 方程 (9-48) 得 到 
cs =0 
由 以 上 得 到 的 di 和 cy 的 值 ， 得 到 方程 (946〉 新 的 二 对 角形 式 ， 即 
1. 867u**! ~0. Su’*! =0 (9-49 ) 


对 方程 组 〈9-32) 中 其 余 的 方程 进行 二 对 角 化 ， 除 了 该 方程 组 的 最 后 一 行 之 外 ， 各 行 的 计算 
结果 完全 相同 (保留 三 位 小 数 )。 方 程 组 (9-32) 的 最 后 一 个 方程 为 


-0. Sur! +2ut! = Kk, -( -0.5) (9-50) 
其 中 ， 由 方程 (9-37c) 得 
Kn = (1-E)w + Tu ta) (9-51) 
由 初始 条 件 ，wi, =0，w% =0， 而 好 =1。 于 是 按照 方程 (9-51) 计算 出 
天， =0.5 
从 而 使 方程 (9-50) 变 为 
-0. Sus! +2u! =1.0 (9-52) 
把 式 (A-21) 应 用 到 方程 (9-52〉 中 
ba 
do = dn — a (9-53) 
其 中 do =2，j = -0.$，oa。 = -0.5，d =1.866。 这 样 
， -0.5( -0.5) 
dy =2- =1.866 (9-54) 
1. 866 
把 式 (A-22) 应 用 到 方程 (9-52) 中 
19b20 
C2 -ec -22 袜 (9-55) 
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其 中 co =1.0, cy =0，by = -0.5，djs =1.866。 这 样 从 方程 (9-55) 可 得 


cw»=1.0 
这 样 一 来 ,方程 (9-52) 也 变 成 了 二 对 角形 式 ， 即 
1.866z2 =1.0 (9-56) 
现在 已 经 可 以 求 出 速度 w! (j=2 ~20) 了 。 显 然 ， 从 方程 (9-56) 中 可 以 直接 得 到 wy 
0 
2 Te 0. 536 
注意 到 这 个 结果 与 使 用 式 〈A-25 ) 
= 让 (A-25) 


得 到 的 结果 完全 一 样 ， 这 种 情形 本 是 意料 之 中 的 ， 因 为 上 面 的 算法 与 附录 中 推导 方程 (A- 
25) 的 过 程 是 一 样 的。 托马斯 算法 的 下 一 步 便 是 采用 递 推 的 方式 计算 其 余 的 速度 值 ， 这 种 
递 推 方法 由 式 (A-27) 给 出 


(A-27) 


例如 ， 从 方程 (A-27) 得 到 
wig = a (9-57) 
在 方程 (9-57) 中 ， 我 们 已 经 知道 ce =0，ae = -0.5， uw =0.536，de =1. 866， 于 是 由 方 
程 (9-57) 得 到 
,1 0—( -0.5)(0.536) 
“9 1. 866 -B14 
其 余 的 速度 值 wi ，ui;，…，w。， 也 可 以 按照 相同 的 方式 得 到 。 

表 9-1 列 出 了 各 个 网 格 点 上 的 5，d) ，a;，c/ 和 相应 的 速度 u,。( 注意 在 附录 A 中 用 的 下 
标 是 ;， 而 本 算 例 中 用 的 是 / 有意 这 人 么 安排 是 为 了 说 明和 7 仅仅 是 运算 中 的 标号 。 这 种 标 
号 采用 哪个 符号 都 没有 关系 。) 上 面 计 算 的 结果 都 在 表 9-1 中 列 出 来 了 。 例 如 ， 对 于 7 了 =20， 
我 们 在 表 中 看 到 wo =0. 536，by = -0.5，dw =1.866~1.87 ( 舍 人 到 三 位 有 效 数字 )，azo = 
0，cw=1.0， 和 我 们 上 面 的 计算 结果 完全 一 样 。 对 于 j=19， 表 中 给 出 we =0.144，b, = 
-0.5，dis =1.87 和 cis =0。 其 他 网 格 点 上 的 值 依次 类 推 。 

表 9-1 一 个 时 间 步 之 后 的 速度 前 面 


. O00E + 00 . O00E +00 
2 . SOOE ~01 .252E -01 . 200E +01 000E +00 
3 . LO00E +00 .101E -09 -. SO0E +00 . 188E +01 000E +00 
4 .1S0E + 00 .378E ~- 09 -.500E +00 .187E +01 000E +00 
5 .200E +00 .141E +00 ~. S00E +00 .187E +01 000E +00 
6 .250E +00 .527E +08 —. S00E +00 .187E +01 000E + 00 
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了 YD | U/le . eo 
7 .300E +00 .197E -07 | .so0F +00 | .187E +01 .000E + 00 
8 .350E +00 .734E -07 -. 500E +00 . 187E +01 .000E +00 
9 .400E +00 ,274E -06 -. S00E +00 .187E +01 .000E +00 
10 .450E +00 . 102E -05 -. 500E +00 .187E +01 . O00E +00 
11 . 500E +00 ‘382E -05 -5.00E +00 .187E +01 .000E + 00 
12 . 550E +00 .142E -04 —. 500E +00 .187E +01 .000E +00 
13 .600P +00 .531E -00 —. S500E +00 .187E +01 . 000E +00 
14 .650E +00 . 198E. -03 -. S00E +00 .187E +01 .000E +00 
15 .700E +00 .740E -03 —. SO0E +00 .187E +01 .O00E +00 
16 .750E +00 .276E -02 -. S500E +00 .187E +01 .000E +00 
17 . 800E + 00 . 103E -01 -.500FE +00 .187E +01 . 000E + 00 
18 .850E + 00 .385E -02 -.500E +00 .187E +01 .000E £00 
19 .900E +00 . 144E +00 —. S00E +00 .187 +01 . O00E +00 
20 .950E +00 .536E +00 —. SO0E +00 -187E +01 . 100E +01 
. 100E +01 . 100E +01 . 


我 们 从 初始 条 件 开始 ,经 过 一 个 时 间 步 的 计算 。 得 到 := At 时 刻 非 定常 库 埃 特 流动 的 结 
果 。 表 9-1 列 出 了 各 网 格 点 j=1,2,…,21 处 的 速度 (包括 j=1 和 j=21 处 的 边界 条 件 ) 。 反 复 
进行 这 一 过 程 , 直 到 得 出 一 个 定常 的 速度 剖面 。 


9.3.4 最 终结 果 


从 假定 的 初始 条 件 式 (9-27a) 和 式 (9-27b) 出 发 ,利用 由 9. 3.1 节 和 9.3.2 节 描 述 的 方法 ， 
我 们 可 以 - -个 时 间 步 一 个 时 间 步 地 进行 时 间 
推进 。 在 图 94 中 显示 了 时 间 推 进 到 不 同 阶 
段 的 速度 剖面 。 在 图 94 中 ,t=0 的 初始 速度 
曲线 用 0At 表示 ,经 过 了 两 个 时 间 步 的 速度 剖 
面 以 2At 表示 。 注 意 到 速度 在 靠近 上 平板 区 
域 变化 得 很 迅速 ,这 也 在 我 们 的 预料 之 中 。 
图 9-4 中 还 画 出 了 经 过 12 .36.60 和 240 个 时 
间 步 后 的 速度 剖面 ,分 别 用 12At,36At,60At 
和 240At 表示 。 上 平板 运动 产生 的 切 应 力 ,其 
影响 逐渐 传播 到 流 场 的 其 余 区 域 ,于 是 经 过 
240 个 时 间 步 长 ,速度 剖面 达到 了 最 后 的 定常 
状态 。 正 如 预想 的 那样 ,定常 的 速度 剖面 是 


0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 
直线 ,与 解析 解 完全 吻合 。 为 了 让 读者 能 够 uue 
直接 与 自己 的 计算 结果 进行 对 比 ,我 们 以 表 图 94 ”在 时 间 推 进 过程 的 不 同时 刻 ， 
格 的 形式 给 出 了 时 间 推 进 过 程 各 个 不 同时 刻 非 定常 库 埃 特 流动 的 速度 剖面 


的 速度 剖面 ( 表 9-2) 。 ( 圆 点 是 解析 解 〈 定 常 解 ) ， 实 线 为 数值 解 ) 
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表 9-2 最 后 一 个 时 间 步 之 后 的 速度 剖面 
Lu/ ue 

7 Wi 12Ait 36A | ow TT 20a0 | 240At | 360At 

1 | . O00E +00 .O00E +00 .O00E +00 .O00E +00 .O00E +00 .O00E +00 . 000E +00 
2 .S00E -01 . 124E -03 .119E -01 .276E -01 .448E - 01 .497 -01 . S00E -01 
3 . 100E +00 .313E ~03 .245E ~01 .557E ~01 . 898E -01 .995E -01 . 100E + 00 
4 .150E +00 .661E -03 .386E -01 . 849E -01 .135E +00 . 149E +00 . 150E +00 
5 . 200E +00 .132E -02 .549E -01 .116E +00 .181E +00 . 199F, + 00 .200E +00 
6 .250E +00 .254E ~ 02 .741E -01 .148E +00 ,227E +00 .249E +00 .250E +00 
7 . 300E +00 .474E -02 .970E -01 .184E +00 .273E +00 .299E +00 . 300E +00 
8 . 350E +00 .859E -02 .124E +00 .222E +00 .321E +00 .348E +00 . 350E +00 
9 . 400E +00 .151E -01 .157E +00 .263E + 00 .369FE + 00 .398E + 00 . 400E +00 
10 .450E + 00 .256E -01 .194E +00 .304E +00 .417E +00 .448E +00 .450E +00 
11 . S00E + 00 .422E -01 .238E +00 .355E +00 .467E +00 .498E +00 . S00E +00 
12 . 550E +00 .672E -01 .286E +00 .407E +00 .S17E +00 .548E +00 . 550E +00 
13 . 600E +00 .103E +00 .346E +00 .462E +00 .569E +00 . 598E + 00 . 600E +00 
14 . 650E + 00 .154E +00 .409E +00 . 520E +00 .621E +00 .648E +00 .650E +00 
15 .700FE +00 .221E +00 .479E +00 - $82E + 00 .673E +00 .699FE +00 .700E +00 
16 .750E +00 . 308E +00 .S56E +00 .647E +00 .727E +00 .749E +00 .750E +00 
17 . 800E +00 .414E +00 .637E +00 .714E +00 ,781E +00 .799F + 00 . 800E +00 
18 . 850E +00 .540E +00 .724E +00 .783E +00 .835E +00 .849E +00 . 850 +00 
19 . 900E + 00 .683E +00 .B814E +00 .855E +00 . 890E +00 . 899E +00 . 900E +00 
20 . 950E +00 .838E +00 .906E + 00 .927E +00 .945E +00 .950E +00 . 950E +00 
21 . 100E +01 . 100E +01 . 100E +01 . 100E +01 . 100E +01 . 100E + 01 . 100E +01 


刚才 的 计算 都 是 按照 =1 得 到 的 。 现 在 提出 一 个 问题 ， 如 果 取 一 个 更 大 的 时 间 步 长 会 
有 什么 影响 ? 也 就 是 说 ， 如 果 在 式 (9-35) 中 取 一 个 更 大 的 EE， 会 有 什么 影响 ?从 稳定 性 的 
角度 来 看 ， 由 于 克 兰 克 一 尼 科 尔 森 方法 是 无 条 件 稳定 的 ， 所 以 对 解 应 该 没有 影响 。 然 而 由 于 
E 的 增 大 ， 降 低 了 瞬时 结果 的 精度 。 而 且 推 进 到 定常 状态 所 需 的 时 间 步 数 也 不 一 样 了 。 为 了 
分 析 这 个 问题 ， 我 们 用 不 同 的 E 值 进行 了 数值 试验 , E 的 取 值 范围 达 4000。 根 据 式 (9- 
35) ， 当 Ay 与 Ren 固定 时 ， 增 加 五 的 值 等 同 于 增加 At 值 。 我 们 将 接受 这 种 解释 。 只 要 提 到 
增加 五 的 值 ， 就 等 于 说 是 使 用 了 一 个 更 大 的 时 间 步 长 ， 即 更 大 的 At。 

考虑 表 9-3。 表 中 给 出 了 三 个 速度 剖面 ， 分 别 为 已 =1，5，10。 它 们 都 是 瞬 态 削 面 ， 都 
对 应 着 同一 个 无 量 纲 时 刻 1=1.5 x 10 。 这 个 时 刻 只 是 一 个 中 间 状 态 ， 定 常 状态 对 应 的 无 量 
纲 时 间 为 上 =4. 5 xl10 。 由 于 采用 了 不 同 的 五 值 ， 即 采用 了 不 同 的 A， 而 表 9-3 中 的 三 个 剖 
面 对 应 着 同一 个 时 刻 ， 因 此 得 到 这 三 个 剖面 所 需 的 时 间 步 数 是 不 一 样 的 。 具 体 地 讲 ， 表 9-3 
中 标记 EE=1 的 一 列 对 应 着 推进 120 个 时 间 步 的 结果 , 已 =5 那 一 列 对 应 着 24 个 时 间 步 的 结 
果 , 下 =10 的 一 列 对 应 着 12 个 时 间 步 。 仔 细 考 查 这 三 列 的 值 可 以 发 现 , E =1 和 =5 这 两 
列 完全 相同 。 由 于 EE=1 对 应 着 相对 小 的 时 间 步 长 ， 只 是 显 式 格式 所 允许 的 时 间 步 长 的 两 
倍 ， 因 此 从 时 间 精 度 上 讲 ，E =1 对 应 的 结果 是 准确 的 。 比 较 表 9-3 中 =1 和 =5 的 结果 
也 验证 了 这 一 点 ， 在 1=1.5 x10 时 刻 ， 它们 给 出 了 相同 的 结果 。 对 于 目前 的 隐 式 计算 ， 当 
五 的 取 值 高 达 5 时 ， 我 们 仍 能 对 其 时 间 精 度 感到 满意 。 但 是 再 看 一 下 表 9-3 中 =10 的 那 
列 。 它 得 到 的 结果 与 =1 和 =5 有 所 不 同 ， 特 别 是 靠近 上 平板 的 部 分 (例如 j=19 和 
20) 。 显 然 五 =10 对 应 着 一 个 较 大 的 时 间 步 长 ， 以 至 于 瞬 态 的 结果 出 现 了 明显 的 误差 。 这 种 
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误差 将 随 着 五 值 的 增加 而 进一步 增长 。 
表 9-3 有 瞬 态 速度 剖面 的 比较 


LA 
J yD 六 
E=1 E=5 E=10 

1 TT . 000E +00 . 000E +00 .O00E +00 . O00E + 00 
2 . S00E -01 .448E -01 .448E -01 .449E -01 
3 . 100E +00 .898E —01 -898E -01 . 899FE -01 
4 .150E +00 .135E +00 .135E + 00 .135E +00 
5 . 200E +00 .181E +00 .181E +00 .181E +00 
6 .250E + 00 .227E +00 .227E +00 .227E +00 
了 . 300E +00 .273E +00 .273E +00 .271E +00 
8 . 350E +00 .321E +00 .321E +00 .321E +00 
9 . 400E + 00 .369E +00 .369E +00 .369E +00 
10 .450E +00 .417E +00 .417E +00 .418E +00 
11 . S00E + 00 .467E +00 .467E +00 .467E +00 
12 .550E + 00 .S17E +00 .517E +00 .S18E +00 
13 . 600E +00 .569E +00 .S69E +00 .S69E +00 
14 .650E +00 .621E +00 .621E +00 .622E +00 
15 . 700E + 00 .673E +00 .673E +00 .674E +00 
16 .750E +00 .727E +00 .727E +00 .725E +00 
17 . 800E + 00 .781E +00 .781E +00 .777E +00 
18 .850E +00 .835E + 00 .835E +00 . 838E +00 
19 . 900E +00 .890E +00 . 890E +00 .915E +00 
20 . 950E +00 . 945E +00 .945E +00 . 905E + 00 
21 . 100E +01 . 100E +01 . 100E +01 . 100E +01 


让 我 们 考虑 一 个 极端 的 情况 ， 取 EE=4000。 这 个 值 相当 大 ， 以 致 无 法 得 到 具有 时 间 精 度 
的 解 。 图 9-5 中 给 出 了 计算 结果 ， 图 中 显 
示 了 两 个 中 间 状 态 的 瞬时 速度 剖面 ， 一 个 
是 推进 了 40 个 时 间 步 的 ， 另 一 个 是 200 个 
时 间 步 的 。 两 个 剖面 完全 失去 了 物理 意义 ， 
特别 是 靠近 上 平板 的 部 分 。 把 图 9-5 中 五 = 
4000 的 结果 与 图 94 中 更 接近 实际 的 结果 
(E=1) 对 比 ， 发 现 它们 之 间 根 本 没有 可 
比 性 。 图 9-5 中 的 结果 明显 没有 物理 意义 。 
然而 经 过 相当 多 的 时 间 步 (大 概 上 千 步 )， 
隐 式 格式 的 解 最 终 还 会 收敛 到 正确 的 定常 
解 (图 9-5 中 的 实心 圆 点 ) 。 

刚才 最 后 那 句 话 引 出 了 关于 隐 式 格式 
的 另 一 个 问题 ， 随 着 值 的 增加 ， 推 进 到 he 
定常 解 需要 多 少时 间 步 ? E = 1 时， 得 到 定 
常 解 需要 至 少 240 个 时 间 步 ， 表 9-2 中 给 
出 的 计算 结果 说 明了 这 一 点 。 对 于 =5， 


图 9-5 取 碧 =4000 得 到 了 完全 没有 
物理 意义 的 瞬 态 速度 剖面 
( 圆 点 是 解析 解 、 定 常 解 ) 
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得 到 定常 解 仅 需要 50 个 时 间 步 ， 这 就 节省 了 大 量 的 计算 时 间 。 取 无 =10 甚至 更 好 ， 经 过 36 
个 时 间 步 便 可 得 到 定常 解 。 但 是 五 如 果 取 更 大 值 ， 效 果 反 而 不 好 。 对 于 五 =20， 需 要 60 个 
时 间 步 ; =40 时 需要 120 个 以 上 的 时 间 步 。 五 越 增加 结果 越 糟 。 

当 Al 的 值 增加 (通过 增加 的 值 ) 时 ， 本 章 算 例 中 隐 式 克 兰 克 一 尼 科 尔 森 格式 的 表现 
如 何 ?” 通 过 上 述 数值 试验 ， 可 以 得 到 以 下 两 个 结论 : 

1) Ai 的 值 取得 过 大 ， 数 值 解 将 失去 时 间 精 度 。 对 于 本 章 的 算 例 ， 当 巨大 于 10 以 后 ， 
便 有 这 种 情形 出 现 。 这 是 意料 之 中 的 ， 因 为 Ai 增加 导致 了 关于 时 间 的 截断 误差 增 大 。 由 此 
可 以 断定 : 大 时 间 步 长 的 隐 式 格式 法 不 适合 计算 关心 瞬时 结果 的 问题 。 当 然 ， 通过 减 小 At 
的 值 ， 也 可 以 得 到 较 高 的 时 间 精 度 ， 但 这 就 需要 更 多 的 时 间 步 数 才 能 达到 定常 状态 。 隐 式 格 
式 的 实际 作用 是 可 以 采用 较 大 的 时 间 步 长 ， 同 时 保持 稳定 ， 这 样 可 以 用 较 少 的 步 数 得 到 定常 
的 结果 。 因 此 ， 如 果 在 隐 式 格式 中 采用 较 小 的 At 的 话 ， 我 们 就 完全 丢掉 了 隐 式 格式 的 优点 ， 
使 其 失去 了 吸引 力 。 注 意 : 在 我 编写 本 书 的 同时 ， 人 们 还 在 做 很 多 的 努力 去 发 展 新 的 隐 式 格 
式 ， 使 之 具有 较 高 的 时 间 精 度 ， 或 者 是 修改 现 有 的 隐 式 方法 ， 使 之 具有 更 高 的 时 间 精 度 。 所 
有 这 些 工作 都 是 为 了 能 够 把 隐 式 的 方法 应 用 到 瞬 态 流体 动力 学 问题 的 研究 中 。 这 是 如 今 最 前 
沿 的 研究 课题 。 

2) 通过 简单 地 增加 At 的 值 ( 也 就 是 增加 五 的 值 ) 我 们 发 现 得 到 定常 解析 需 时 间 步 数 
最 初 是 减少 的 ， 这 体现 了 使 用 隐 式 格式 的 优点 。 然 而 ，A 值 太 大 (在 本 算 例 中 ， 对 应 着 
E>20) 反而 不 好 。 当 天 进一步 增加 时 ， 得 到 定常 解 所 需 的 时 间 步 数 反而 增加 ， 而 不 是 继续 
减少 。 这 时 ， 和 采用 隐 式 格式 已 经 没有 实用 意义 。 也 就 是 说 ， 存 在 一 个 最 优 的 正 值 ， 使 得 运 
行 克 兰 克 一 尼 科 尔 森 格式 的 效率 最 高 。 对 于 本 算 例 ， 这 个 最 优 的 E 值 为 10。 


9.4 另 一 种 数值 方法 : 压力 修正 法 


6. 8 节 介 绍 了 压力 修正 法 。 读 者 在 进一步 学 习 之 前 ， 可 以 复习 -下 6.8 节 。 这 里 ， 我 们 
将 用 这 种 方法 来 求解 两 个 平行 平板 间 的 不 可 压 粘 性 流动 ， 如 图 9-6 所 示 。 两 平板 间距 离 为 
D， 上 平板 相对 于 下 平板 以 速度 wx。 运动 。 两 平板 理论 上 是 无 限 延 伸 的 ， 但 计算 区 域 是 有 限 
的 ， 就 是 图 9-6 中 长 工 高 D 的 阴影 区 域 。 我 们 使 用 与 6. 8. 6 小 节 相 同 的 方式 来 处 理 有 限 计 算 
区 域 周围 的 边界 条 件 : 在 人 口 边界 处 ,p 和 vw 固定 , & 可 以 浮动 ， 在 出 口 边界 处 ， 只 有 固 


计算 区 域 
(阴影 部 分 ) 
让 


上 | 
有 下 - 


D=0.01f 


图 9-6 用 压力 修正 法 求解 相对 运动 的 两 平板 间 的 不 可 压 流 计算 区 域 


压力 修正 法 是 一 种 迭代 方法 ， 起 始 于 任意 假定 的 初始 条 件 。 我 们 将 初始 条 件 设置 为 任意 
二 维 流 场 ， 在 计算 区 域内 形成 二 维 流 动 ， 然 后 在 迁 代 过 程 中 观察 这 个 原本 是 二 维 的 流 场 收敛 
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到 库 埃 特 流动 的 精确 解 。 
9.4.1 问题 的 提 法 


图 9-6 简要 描述 了 这 个 物理 问题 。 这 次 我 们 用 有 量 网 的 量 进 行 计算 ， 而 不 是 将 控制 方程 
无 量 纲 化 ， 在 无 量 纲 的 区 域 里 计算 。 这 样 做 是 想 提 供 一 个 实例 ， 说 明 在 CFD 求解 中 常常 用 
有 量 纲 的 量 进行 计算 。 因 此 ， 如 图 9-6 所 示 ， 我 们 考虑 x 方向 长 0. 5f，y 方向 高 0.01f 的 计 
算 区 域 。 上 平板 以 速度 运动 ， 下 平板 静止 。 流 体 是 处 于 标准 海平 面条 件 下 的 空气 ， 密 度 p 
=0. 002377slug/ft* 。 在 这 个 例子 中 使 用 的 网 格 很 性， 所 以 我 们 只 考虑 低速 的 情况 ， 例 如 ， 这 
里 取 x。 = 18/s。 此 时 ， 按 高 度 刀 =0. 01f 计算 的 雷诺 数 为 63.6。 勿 庸 置疑 ， 在 这 样 低 的 速度 
下 ， 可 以 假设 流体 是 不 可 压 的 。 而 且 就 这 个 例子 而 言 ， 如 果 考 虑 更 大 的 v。 值 ， 将 得 不 到 任 
何 结果 。 

计算 网 格 如 图 9-7 所 示 。 出 于 6. 8. 2 小 节 讨 论 过 的 原因 ， 我 们 使 用 交错 网 格 。 图 9-7 中 
画 出 了 三 套 网 格 ， 在 实心 点 上 计算 压力 p， 在 空心 点 上 计算 速度 分 量 w， 在 标 有 x 的 点 上 计 
算 速 度 分 量 v。 使 用 交错 网 格 需 要 认真 处 理 网 格 点 的 标号 ， 以 分 辨 出 每 一 组 网 格 点 。 这 使 计 
算 机 程序 的 编制 变 得 有 点 复杂 。 对 于 交错 网 格 ， 有 多 种 不 同 的 方法 进行 逻辑 上 的 处 理 。 图 
9-7 中 ， 每 一 组 网 格 点 都 有 自己 独立 的 标号 。 例 如 ，“p 点 ”在 * 方 向 从 1 ~21， 在 7 方向 从 
1~11;“w 点 ”在 x 方向 从 1~22, 在 y 方 向 从 1 ~11;“v 点 ”在 x 方向 从 1~23, 在 y 方 向 
从 1~12。 


23.12 


?+934 人 LT 


时 


zf 


图 9-7 交错 网 格 


压力 修正 法 以 迄 代 的 方式 求解 流 场 。 为 了 启动 从 代 过 程 ， 需 要 给 定 流动 变量 的 初始 条 
件 。 初 始 条 件 可 以 任意 选择 。 这 里 ， 除 了 网 格 点 (i,j) = (15,5) 之 外 ， 在 所 有 的 内 部 网 格 点 
上 取 

u=v=0 


P ”=P =0 
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指定 压力 修正 量 p' 的 初始 条 件 为 零 是 合理 的 ， 但 为 什么 压力 p* 也 设置 为 零 呢 ? 管 案 很 简单 ， 
为 了 方便 。 考 察 * 方向 动量 方程 (6-94) 和 y 方 向 动量 方程 (6-95) 就 会 发 现 ， 方 程 中 只 出 
现 相 邻 网 格 点 之 间 的 压力 差 。 因 此 ， 单 独 的 p" 值 并 不 那么 重要 ， 重 要 的 是 压力 差 。 所 以 ， 
设置 初始 条 件 p”=0 是 适合 的 。 为 了 进行 迭代 ， 需 计算 压力 的 修正 值 。 而 压力 差 是 由 这 些 
修正 值 确定 的 。 


边界 条 件 如 下 
u=u, 
上 边界 |， _ 
下 边界 u=v=0 
‘=0 
入流 边界 化- 
出 流 边界 p'=0 


这 些 边界 值 是 常数 ， 在 迭代 过 程 中 保持 不 变 。 但 是 在 本 章 的 算 例 中 ， 上 下 壁面 处 的 压力 边界 
条 件 要 稍 做 修改 ， 不 使 用 零 压力 梯度 条 件 〈6-108 ) ， 而 是 简单 地 假定 在 壁面 上 P” =0， 以 便 
于 数学 上 的 处 理 。 这 样 ， 在 计算 区 域 的 整个 边界 上 都 使 用 p' 作 为 边界 条 件 。 否 则 的 话 ， 就 会 
出 现 混 合 边界 条 件 ， 即 : 在 流 人 和 流出 边界 上 指定 压力 ， 而 在 壁面 上 指定 压力 梯度 。 本 算 例 
可 以 使 用 常 压 边界 条 件 ， 是 因为 流动 达到 最 终 的 定常 状态 时 ， 上 压力 是 均匀 分 布 的 。 然 而 ,对 
于 更 一 般 的 流动 ， 这 样 做 是 不 适合 的 ， 因 为 壁面 压力 如 果 沿 着 壁面 变化 ， 它 就 成 为 需要 数值 
计算 的 未 知 量 。 

接 下 来 我 们 讨论 初始 条 件 。 刚 才 我 们 在 所 有 内 部 网 格 点 上 设 v=0, 但 网 格 点 (i, 7) = 
(15,5) 除 外 。 在 这 个 网 格 点 上 ， 我 们 取 初 值 v=0. 5ft/s， 是 上 平板 速度 的 一 半 。 在 点 (15， 
5) 处 插 和 人 这 种 “速度 脉冲 ”， 是 为 了 在 和 迭代 过 程 中 产生 一 个 二 维 流动 。 垂 直 速 度 脉冲 的 位 
置 和 大 小 可 以 任意 选择 。 我 们 感 兴趣 的 是 考察 压力 修正 法 用 于 二 维 流动 时 的 特性 ， 因 此 在 初 
始 条 件 中 插入 速度 脉冲 以 保证 二 维 流动 的 存在 。 而 且 ， 这 个 速度 脉冲 的 衰减 和 最 终 完全 消失 
很 好 地 证 明了 压力 修正 法 工作 得 很 好 ， 正 如 我 们 预期 的 那样 。 为 了 将 压力 修正 法 用 在 一 个 有 
解析 解 的 问题 上 ， 我 们 选择 了 库 埃 特 流动 。 这 种 选择 与 本 书 所 有 涉及 应 用 的 章节 中 的 做 法 是 
一 致 的 。 

综合 以 上 的 初始 条 件 和 边界 条 件 可 以 看 出 ， 和 迭代 过 程 的 起 始 状 态 为 : 上 边界 速度 是 w。 
= 1fts， 在 网 格 点 (i, 7) =(15,5) 存 在 * 的 速度 脉冲 ， 其 他 地 方 速度 都 是 去。 而且， 整个 区 
域 的 压力 场 是 均匀 分 布 的 ， 都 设置 为 零 。 所 以 ， 和 迭代 过 程 从 以 速度 &. 瞬间 启动 的 上 平板 开 
始 ， 并 且 除 了 网 格 点 (15，5) 处 的 "的 速度 脉冲 外 ， 其 他 地 方 都 没有 流动 。 注 意 ， 虽 然 我 
们 把 第 一 次 迭代 的 起 始 值 称 为 “初始 条 件 ” ， 但 压力 修正 法 并 不 是 具有 时 间 精 度 的 算法 。 流 
场 的 每 一 次 迭代 计算 类 似 于 时 间 推 进 过 程 ， 但 计算 得 出 的 流动 并 不 能 精确 代表 实际 的 退 态 流 
动 。 压 力 修 正法 仅仅 是 得 到 定常 流 场 的 一 种 迭代 方法 。 

现在 我 们 按照 6. 8. 5 小 节 描 述 的 步骤 进行 求解 。 

第 1 步 : 在 所 有 内 部 网 格 点 上 给 定 P 的 值 ， 还 要 在 适当 的 网 格 点 上 设置 (pu* )” 和 
(pv" ) ”的 值 (这 些 值 可 任意 选 定 ) 。 如 上 所 述 ， 和 迭代 过 程 开 始 时 ， 除 上 壁面 w = 1ft/s 和 速 
度 脉冲 vss =0. 5fs 之 外 ， 其 余 所 有 网 格 点 上 的 p* ，pu 和 pv* 都 设 为 零 。 

第 2 步 。 在 所 有 的 内 部 网 格 点 上 ， 用 方程 (6-94) 解 出 (pu* )"*'， 用 方程 (6-95) 解 
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出 (pv* )"”。 先 重复 一 下 方程 (6-94) 和 方程 (6-95) ， 即 


CO (6-94) 
z 
(po (po ) Tua +B"At -pi -pi)) (695) 
其 中 
人 Tea pe pa (Phat 
2Ax 2Ay 


n n n n n n 
| 一 2 tO Wipl/2, jtl 一 ui, + | 


(Ax)’ (Ay)’ 


1 
v = (Vin + V1,j#12) 3 = (Win + ji) 
一 2 2 
B* =- [2 一 《pp) Pu + (pv ) :ram — (pv a + 
2Ax 2Ay 
[2 — 20 jn2 一 UP Wp - 200 jn 十 | 
(Ax)’ (Ay)’ 
u = (Vin + ins2,j41) su = ( Ui 172,j + Wi_172,j+1) 


回 到 图 9-7 ， 我 们 以 压力 网 格 点 (3，3) 为 例 写 出 这 些 关系 式 。 这 个 网 格 点 在 图 9-7 中 用 一 
个 大 的 实心 圆 点 突出 显示 出 来 。 用 这 个 网 格 点 代表 压力 网 格 点 (i, 站， 方程 (6-94) 可 写 
成 如 下 形式 (注意 图 9-7 中 交错 网 格 中 有 三 种 不 同 的 网 格 点 标号 ) 


村 上 用 十 可 只 用 可 At 下 
(pu ) 3 人 二 (pu )43 +4 Ai Ape -p33) (9-58) 
A* =- [ 0 一 (pu )33 ， (pu)447 — 2 国 
2Ax 2Ay 
[ 宅 一 2x43 + U3,3 + U4,4 — 2u43 + | 
(Az) (Ay)’ 
一 1 n 中 1 1 n 
也 = 本 (os +454) ?了 = 本 (243 +v5,3) 


在 同一 个 压力 网 格 点 (i, 站 = (3, 3) 上 , 方程 (6-95 ) 可 写成 


n+l 


于 * n bd At 证 村 
(pv ) 4.4 = (pv )s44+B 全 -APas 一 ps 3) (9-59) 


， (po)54 二 =- (ps (pw )ss — (pv )s 
B* =- [ 5,4 pr /3,4 + pv ja,s pr 3|+ 
2Ax 2Ay 
[= 一 22044 + V3,4 v4,5 一 2044 + =] 


十 
(Ax) (Ay)” 
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_1 1 
了 一 (243 二) ,= 一 (13 十 2 
7 4,3 44) 本 3,3 3,4) 


要 记 住 , 当 按 照 图 9-7 考察 上 述 方程 时 ,p" 的 下 标 对 应 于 实心 点 ,u 的 下 标 对 应 于 空心 点 ,? 的 
下 标 对 应 于 x 点。 上 述 方程 中 出 现 的 网 格 点 在 图 9-7 中 都 已 标 了 出 来 。( 昌 然 这 样 做 很 简明 ， 
但 读者 应 该 意识 到 ,与 通常 的 单一 网 格 相 比 ,使 用 交错 网 格 时 要 有 额外 的 记录 。) 

得 到 所 有 内 部 网 格 点 上 的 pu 和 pv 之 后 ,都 除 以 p 就 得 到 了 wu* 和 vw" 的 值 。 然 后 ,从 流 
场 内 部 进行 零 阶 外 插 得 到 人 流 边界 处 的 u" 值 (这 个 值 是 浮动 的 ) , 即 


对 于 所 有 小， wj = 2, 
同样 ,通过 零 阶 外 插 得 到 出 流 边界 处 的 wu" 和 wv' 值 (都 是 浮动 的 ) , 即 
对 于 所 用， 122 ) = wa,j, 223 = 222 


对 于 目前 的 计算 ,上 述 方程 中 的 Ax,Ay 和 At 分别 为 
Ax -2 =0. 025ft 
20 


Ay -0 0 -0. O01 在 
10 
Al =0. 001s 
At 的 值 在 一 定 程度 上 可 以 任意 。 但 我 们 的 经 验 表明 ， 如 果 Ai 取得 过 大 ， 计 算 会 变 得 不 稳 
定 。 考 察 方程 (6-94) 和 方程 (6-95) 可 以 看 出 ，At 起 着 “松弛 因子 ”的 作用 。Ai 越 大 ， 
从 一 次 迭代 到 下 一 次 迭代 pu “和 po ”的 变化 就 越 大 。 如 果 这 种 变化 太 大 ， 就 会 不 稳定 ， 这 是 
有 道理 的 。 这 里 取 At =0. 01s 是 可 以 接受 的 ， 但 我 们 没有 再 优化 这 个 值 。 
第 3 步 : 使 用 第 2 步 得 到 的 pu* 和 pv “ 值 ， 从 压力 校正 公式 (6-104) 中 解 出 记 


ap; + bpi,itt bpii, t+ cpi jut cpi ;itd =0 (6-104) 
其 中 

22 At ; At 

(Ax)’ (Ay)’ 

At 
A)? 
_ At 
Ay)? 


1 * 本 1 申 * 
d= (pu )ir12,; — (pu i typ ) aa 一 (pv ) -ie] 


我 们 再 一 次 以 图 9-7 中 的 压力 网 格 点 (3，3 ) 为 例 解释 上 述 方程 。 在 这 个 网 格 点 上 ， 方 程 
(6-104) 解 出 p,' 后 变 为 

1 
p33 = 一 (bp4a+ OP2.3+ cp3,4t cp3,2+ d) (9-60) 
其 中 


1 1 
d=—[ (pu )43 一 (OU )33] + 一 [(ov” )44 一 (po )43] (9-61) 
Ax Ay 


计算 流体 力学 基础 及 其 应 用 


通过 6. 5 节 描 述 的 松弛 方法 ， 在 每 一 个 内 部 网 格 点 上 用 式 (9-60) 这 样 的 方程 解 出 Pi 。 
松弛 方法 也 是 一 个 迭代 过 程 ， 明 套 在 此 处 描述 的 每 一 个 主 选 代步 中 。 我 们 的 计算 经 验 表明 ， 
松弛 烛 代 200 步 左 右 ，pi 的 值 就 已 收敛。 

第 4 步 : 由 方程 (6-106) 在 所 有 内 部 网 格 点 上 用 方程 (6-106) 计算 p"" 值 ， 即 

pr =(p” ) 5 十 appii 

其 中 a, 是 低 松 弛 因子 。 这 里 取 a 为 0.1， 比 6.8.5 小 节 建 议 的 值 更 小 ， 但 也 没有 试图 再 去 
优化 这 个 值 。 

第 5 步 ; 在 每 一 个 内 部 网 格 点 上 ， 将 第 4 步 得 到 的 p?; 值 作为 新 的 (p' )"， 代 入 方程 
(9-58) 和 方程 (9-59) 。 返 回 第 2 步 ， 重复 2 至 5 步 直到 收敛 。 对 于 本 计算 问题 ， 大 约 300 
步 后 主 和 迭代 循环 收 往 。 和 前 面 一 样 ， 我 们 没有 为 得 到 最 少 的 选 代步 数 去 优化 计算 。 


9.4.2 结果 


因为 初始 条 件 在 点 (i,j) = (15 ,5) 处 插入 了 ， 的 速度 脉冲 ， 迭 代 中 流 场 是 二 维 的 ， 图 9-8 
证 实 了 这 一 点 。 图 中 对 轴 向 位 置 1= 15， 给 出 了 平板 之 间 。 的 剖面 (作为 垂直 距离 y 的 函 
数 ) ， 也 包括 了 网 格 点 〈15，5) 。 在 这 个 网 格 点 上 给 定 了 初始 的 速度 脉冲 ws =0.5fvs。 图 
9-8 中 ，y = 0. 004 处 的 虚线 表示 出 了 这 个 速度 脉冲 ， 其 值 为 v=0. 5ft/s。 图 中 用 天 表示 迁 代 
次 数 ， 所 以 第 零 次 迁 代 (初始 条 件 ) 中 的 速度 脉冲 就 用 K =0 表示 。 图 9-8 中 还 画 了 其 他 三 
个 速度 剖面 ， 每 一 个 对 应 着 一 个 迭代 次 数 多 。 从 中 可 以 看 出 ， 仅 一 次 迭代 后 的 峰值 就 已 经 
减 小 到 0. 343f/s， 如 标 有 天 = 1 的 剖面 所 示 。 标 有 天 =4 的 剖面 ， 显 示 出 " 的 峰值 继续 减 小 ， 
并 离开 网 格 点 〈15，5) 向 上 下 扩展 。 事 实 上 ， 虽 然 在 迭代 过 程 中 " 的 值 逐 渐 减 小 ,但 由 速 
度 脉冲 引起 的 二 维 流 动 将 传播 到 整个 流 场 ， 既 沿 y 方向 传播 ， 也 沿 x 方向 传播 。 图 9.8 中 标 
有 天 =50 的 剖面 表明 ，50 次 迭代 后 4 明显 减 小 。300 次 迁 代 后 ， 整 个 流 场 收敛 ， 所 有 网 格 点 
上 的 ov 值 都 变 为 零 。 图 9-8 反映 出 压力 修正 方程 (9-60) 以 及 每 一 个 网 格 点 上 与 之 类 似 的 方 
程 ， 正 按照 我 们 所 期 望 的 方式 进行 工作 。 它 建立 了 一 个 压力 场 ， 沿 着 正确 的 方向 推动 着 速度 
的 变化 ,使 v 趋 近 于 零 。 

在 6.8.5 小 节 曾 指出 ， 质 量 源 项 d 是 一 个 诊断 参数 ， 代 表 着 压力 修正 何 时 收敛 到 正确 的 
速度 场 。 方 程 (6-104) 引入 了 4d, 式 (9-61) 是 它 在 网 格 点 (3，3) 处 的 表达 式 。 当 速度 
场 不 满足 连续 性 方程 时 ，d 起 到 连 。 oo 
续 性 方程 中 质量 源 项 的 作用 。 压 力 
修正 法 的 目的 就 是 通过 一 系列 迭代 | 
修正 速度 场 ， 当 迁 代 收敛 时 ， 连 续 ~ 
性 方程 就 得 到 满足 。 此 时 ， 质 量 源 
项 为 零 ， 即 4=0。 因 此 ,迭代 过 程 。 0004 
中 在 每 一 个 网 格 点 上 检测 变量 a 的 et 


值 是 确定 何 时 收敛 的 有 效 方法 。 这 
里 的 计算 可 以 作为 这 种 方法 的 一 个 
实例 ， 如 图 9-9 所 示 。 图 中 ,将 网 
格 点 〈15，5) 一 一 在 这 一 点 引 和 人 了 图 9-8 在 网 格 点 i=15 所 在 的 流向 站 位 上 ， 速 度 分 量 " 贿 牌 直 
初始 速度 脉冲 一 一 的 质量 源 项 作为 。 高度 y 的 分 布 (不同 的 天 值 代表 选 代 过 程 的 不 同时 刻 ) 


0 0.05 01 0.1S 
v/fv 


一 -一 一 一 + 一 一 一 二 人 人 一 
0.2 0.25 030 035 0.5 
s fts-! 


第 9 章 ”不 可 压 库 埃 特 (Couette) 流 的 数值 解 


选 代 次 数 的 函数 ， 显 示 了 和 迭代 过 程 的 三 个 片断 。 第 一 个 是 选 代 过 程 的 初始 阶段 ， 给 出 了 前 五 
次 迭代 di; ;的 值 。 正 如 我 们 所 预料 的 ， 这 一 阶段 的 4 值 相 对 较 大 ， 并 且 在 两 次 迭代 之 间 变 化 


很 大 。 第 二 个 是 迭代 次 数 天 
从 8 ~ 20， 我 们 可 以 看 到 ， 
与 第 一 阶段 相 比 ，d 值 普遍 
有 所 减 小 ， 但 dss 的 值 仍然 
较 大 。 第 三 个 是 迭代 次 数 
从 50 ~300, 在 K=300 处 
dis,s 收 敛 为 零 。( 实 际 上 , KK 
=300 时 diss = -0.172 x 
10”“， 非 常 接近 于 零 ， 对 我 
们 来 说 已 经 足够 了 。) 图 9-9 
再 次 表明 ， 压 力 修正 法 完成 
了 它 的 工作 一 一 驱动 速度 场 


质量 源 项 d/(slug/ftas)X103 
© S © 
kuD LS ~ 


SS 
一 


012345 8 12 16 20 50 100 150200250 300 
选 代 次 数 


图 9-9 网 格 点 (i, 让 =(15,5) 处 
的 质量 源 项 随 迭 代 次 数 的 变化 


去 满足 连续 性 方程 ， 最 终 使 质量 源 项 趋 于 零 。 

最 后 来 看 一 下 速度 的 x 方向 分 量 z 在 平板 之 间 的 分 布 ， 图 9-10 是 对 应 于 流向 位 置 i=15 
的 剖面 图 。 随 着 迭代 的 进行 ， 速 度 痢 面 单 调 地 趋向 线性 分 布 ， 即 ， 趋 近 于 精确 的 库 埃 特 流 
动 。 实 际 上 ， 和 迭代 过 程 在 K=300 时 已 经 收敛 到 库 埃 特 流 动 。 有 趣 的 是 ， 在 通道 内 所 有 的 流 
向 位 置 ， 从 i=1 ~22， 包 括 人 口 边界 和 出 口 边界 ， 数 值 解 也 都 收敛 到 相同 的 库 埃 特 流 动 。 图 


9-10 的 结果 令 我 们 感到 满意 ， 


压力 修正 法 正如 期 工作 一 一 对 于 不 可 压 库 埃 特 流动 ， 数 值 结 


果 在 各 方面 都 收敛 到 了 解析 解 。 


u/fts-! 


图 9-10 ”和 迭代 过 程 的 不 同时 刻 ， 速 度 分 量 上 随 垂直 高 度 7 的 分 布 
( 选 代 次 数 尺 从 4 ~300。 当 天 =300 时 ， 速 度 分 布 已 收敛 于 库 埃 特 流动 的 解 ) 
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总 之 ， 这 一 节 针 对 不 可 压 粘 性 流动 的 求解 ， 我 们 介绍 了 压力 修正 法 的 应 用 及 其 性 质 。 在 
得 到 的 结果 中 ， 令 人 感 兴趣 的 是 形成 速度 场 时 压力 和 粘性 所 起 到 的 作用 。 从 图 9-8 我 们 可 以 
看 到 垂直 速度 脉冲 迅速 衰减 ， 整 个 流 场 的 " 值 在 50 次 迭代 后 已 经 变 得 很 小 。* 的 迅速 衰减 是 
因为 流 场 中 存在 压力 梯度 ， 并 通过 在 整个 流 场 中 快速 运动 的 压力 波 进行 传播 。 计 算出 的 压力 
修正 起 到 了 使 v 迅速 减 小 的 作用 。 与 之 相反 ， 从 图 9-10 我 们 看 到 水 平 速度 w 收敛 得 很 慢 。 
值 是 由 粘性 〈 切 应 力 ) 决定 的 ， 而 粘性 影响 的 传播 比 压力 波 的 传播 慢 得 多 。 实 际 上 ， 直 到 
大 约 300 次 和 迭代, 值 才 收敛 到 正确 的 结果 ， 而 wv 值 在 此 之 前 很 久 就 已 经 变 得 很 小 了 。 这 种 
数值 特性 与 真实 流动 的 物理 特性 十 分 相似 。 流 场 由 压力 梯度 和 切 应 力 驱动 。 而 在 流 场 中 , 压 
力 的 影响 要 比 粘性 的 影响 传播 得 更 快 。 


9.5 小 结 


这 一 章 的 主要 目的 是 使 用 隐 式 有 限 差分 方法 求解 流体 流动 问题 ， 并 与 第 7 章 和 第 8 章 介 
绍 的 显 式 方法 进行 对 比 。 另 外 ， 为 了 与 第 7 章 和 第 8 章 计 算 的 无 粘 流动 相对 照 ， 本 章 选 择 的 
流动 问题 是 粘性 流动 。 本 章 使 用 克 兰 克 一 尼 科 尔 森 隐 式 方法 解决 不 可 压 库 埃 特 流动 ， 得 到 的 
主要 结果 可 归纳 以 下 几 点 : 

1) 理论 上 这 种 方法 是 无 条 件 稳定 的 ， 计 算 中 可 清楚 地 看 出 这 一 点 ， 即 使 At 非常 大 
(相当 于 五 =4000) ， 也 可 以 得 到 稳定 的 结果 。 

2) 隐 式 方法 通常 可 以 使 用 比 显 式 方法 大 得 多 的 时 间 步 长 ， 往 往 能 以 更 少 的 步 数 达到 定 
常 状态 。 这 一 章 的 计算 表明 ， 优 化 后 的 At 值 可 以 使 达到 收敛 的 时 间 最 短 ， 这 个 值 大 约 是 显 
式 方法 所 允许 的 最 大 At 值 的 20 倍 。At 取得 太 小 或 太 大 ， 隐 式 方 法 的 效率 反而 降低 【达到 
定常 状态 需要 更 多 的 推进 步 数 ， 也 就 是 说 需要 更 多 的 计算 时 间 ) 。 

3) 时 间 精 度 是 隐 式 方法 的 一 个 问题 ， 但 是 将 Ai 取得 足够 小 时 ， 这 个 问题 也 就 不 存在 
了 。 另 一 方面 ， 当 At 较 大 时 ， 计 算 会 产生 一 些 非 物理 的 瞬 态 结果 。 如 果 你 感 兴趣 的 只 是 最 
终 定常 状态 的 值 ， 那 么 这 种 非 物理 的 瞬 态 解 也 就 不 成 问题 了 。 这 是 我 们 第 一 次 用 隐 式 方法 进 
行 详细 计算 ， 并 应 用 了 托马斯 算法 求解 控制 方程 。 为 了 简单 起 见 ， 我 们 有 意 选 择 了 一 个 简单 
的 流动 问题 : 不 可 压 库 埃 特 流动 。 就 是 这 个 简单 的 问题 也 能 阐明 隐 式 有 限 差分 计算 的 主要 特 
性 。 很 多 现代 的 CFD 计算 都 使 用 隐 式 方法 ， 因 此 花 些 时 间 人 掌握 这 些 基 本 概念 是 值得 的 。 

这 一 章 的 另 一 个 主要 目的 是 使 用 压力 修正 法 求解 二 维 不 可 压 的 纳 维 一 斯 托 克 斯 方程 。 我 
们 针对 具有 相对 运动 的 两 个 平行 平板 之 间 的 不 可 压 流动 来 求解 这 些 方程 。 压 力 修正 法 是 一 种 
迭代 解法 。 我 们 设置 的 初始 条 件 是 一 个 二 维 流 场 ， 因 此 本 章 用 压力 修正 法 迭代 求解 的 是 二 维 
流动 。 可 物理 问题 是 库 埃 特 流动 ， 于 是 压力 修正 法 就 朝 着 正确 的 库 埃 特 流动 收敛 。 这 个 实例 
表明 ,求解 不 可 压 粘 性 流动 ， 压 力 修正 法 是 一 个 可 行 的 方法 。 


习题 
9-1 用 显 式 有 限 差分 方法 求解 库 埃 特 流动 问题 ， 并 比较 隐 式 方法 和 显 式 方法 所 需要 的 
计算 时 间 。 


第 10 章 
流 过 平板 的 超声 速 流动 


10.1 引言 


如 果 你 被 前 面 几 章 中 的 CFD 计算 和 弄 得 焦头烂额 ， 恭 喜 你 ， 你 已 经 被 “ 拉 下 水 ”了 ! 现 
在 将 开始 下 一 步 的 学 习 一 一 用 你 的 经 验 求解 完整 的 纳 维 -斯 托 克 斯 方程 。 

这 一 章 讨论 以 零 攻 角 流 过 平板 的 二 维 粘性 超声 速 流动 ( 层 流 )。 这 个 问题 将 把 你 的 知识 
全 都 综合 起 来 ， 因 为 它 包 含 了 以 下 几 个 方面 的 内 容 : 

1) 我 们 刚刚 解决 了 经 典 的 不 可 压缩 库 埃 特 流动 问题 。 库 埃 特 流动 问题 引入 了 粘性 效 
应 。 现 在 这 个 问题 也 包含 粘性 效应 ， 并 且 是 x* 与 7 两 个 方向 (二 维 ) 的 粘性 效应 。 此 外 ， 流 
动 方程 中 还 包含 了 热传导 。 

2) 通过 求解 守恒 形式 的 控制 方程 ， 数 值 解 中 将 捕捉 到 前 缘 激 波 。 这 与 第 8 章 普 朗 特 一 
迈 耶 稀 朴 波 问题 中 捕捉 到 的 扇形 稀 流 波 类 似 。 

3) 有 了 第 7、 第 8 章 的 经 验 ， 读 者 应 该 比较 熟悉 麦 考 马克 显 式 有 限 差分 格式 了 。 这 种 
方法 很 适合 于 初学 者 ， 因 此 这 一 章 也 将 采用 这 种 格式 。 由 于 要 考虑 更 多 的 项 ， 复 杂 性 也 增加 
了 。 如 果 你 还 未 能 意识 到 这 一 点 ， 你 很 快 就 会 见识 到 这 种 复杂 性 ， 并 且 还 将 再 次 面 对 显 式 数 
值 方法 的 关键 问题 一 一 数值 稳定 性 。 

4) 尽管 完全 的 纳 维 -斯 托 克 斯 方程 ， 其 数学 性 质 是 混合 型 的 ， 但 时 间 推 进 解法 是 适 定 
的 ， 因 此 我 们 还 要 使 用 这 种 方法 。 

超声 速 平板 绕 流 是 一 个 经 典 的 流体 动力 学 问题 ,但 是 却 没有 解析 解 存 在 ! 零 攻 角 下 的 平 
板 ， 几 和 何 条 件 很 简单 。 然 而 令 人 惊奇 的 是 在 不 作 限制 性 假设 的 情况 下 没有 人 能 解 出 这 个 问题 
来 ! CFD 的 优点 在 此 将 得 到 展现 。 传 统 上 可 以 采用 一 种 边界 层 解法 来 “求解 ”这 个 问题 ， 
尽管 对 于 某 些 应 用 ， 这 种 方法 的 结果 相当 好 。 然 而 ， 其 近似 性 质 受 到 流动 条 件 和 几何 条 件 的 
严格 限制 。 求 解 纳 维 -斯 托 克 斯 方程 将 到 服 这 些 实质 性 的 缺点 。 

读者 会 发 现 ， 前 面 几 章 我 们 只 对 有 解析 解 的 流动 问题 进行 数值 求解 ， 现 在 却 偏离 了 这 个 
原则 。 这 样 做 是 出 于 下 面 的 考虑 : 

1) 这 个 问题 综合 了 你 以 前 学 习 过 的 全 部 知识 ， 并 且 还 能 深化 你 对 这 些 知识 的 理解 。 

2) 这 一 章 合理 地 将 第 7 章 到 第 9 章 的 内 容 (都 是 些 相 对 简单 的 数值 格式 与 物理 问题 ) 
联系 了 起 来 。 下 面 章节 将 总 结 最 新 的 、 更 为 复杂 的 计算 方法 以 及 CFD 面临 的 挑战 。 

最 后 指出 ， 由 于 这 个 问题 比较 复杂 ， 这 章 的 组 织 安排 也 与 以 往 不 同 。 从 求解 完全 纳 维 - 
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斯 托 克 斯 方程 时 方程 的 个 数 和 计算 步骤 的 数量 上 考虑 ， 给 出 “中 间 结 果 ” 这 样 的 章节 是 不 
切实 际 的 。 但 这 并 不 意味 着 把 读者 扔 下 不 管 ， 实 际 上 我 们 把 细节 放 在 了 求解 过 程 中 更 具有 挑 
战 性 的 方面 。 此 外 ， 流 程 图 中 也 包含 了 相当 多 的 细节 ， 可 以 帮助 读者 编程 。 我 们 觉得 读者 在 
麦 考 马克 方法 的 应 用 方面 应 该 很 有 经 验 了 ， 这 里 的 重点 是 要 突出 问题 更 困难 的 部 分 并 且 给 予 
足够 的 指导 ， 使 读者 能 够 获得 成 功 。 读 者 现在 又 一 次 来 到 了 一 个 十 字 路 口 一 一 要 么 只 是 粗略 
地 阅读 一 过 ， 了 解 一 下 完全 的 纳 维 -斯 托 克 斯 方程 求解 起 来 是 多 么 复杂 (这 个 问题 只 是 最 简 
单 的 应 用 ) 。 要 人 么 “下 水 ”亲自 实践 一 下 。 


10.2 物理 问题 


考虑 一 个 长 度 为 L 的 尖 前 缘 薄 平板 在 零 攻 角 下 的 超声 速 绕 流 ， 如 图 10-1 所 示 。 从 平板 
的 前 缘 将 发 展 出 层 流 边界 层 ， 雷 诺 数 较 低 时 ， 边 界 层 保持 层 流 状态 。 由 于 这 种 粘性 边界 层 的 
存在 ， 平 板 产 生 了 嫌 假 的 弯曲 ， 使 自由 来 流 不 能 再 “看 到 ”平板 。 这 种 弯曲 在 前 缘 诱 导出 
了 激流， 如 图 10-1 所 示 。 

物 面 和 激 波 之 间 的 区 域 称 
为 激 波 层 。 激 波 层 由 马赫 数 、 ”上 
雷诺 数 及 表面 温度 等 参数 确 ~ 
定 ， 可 划分 为 包含 粘性 流动 的 产 
区 域 和 无 粘 流动 的 区 域 (图 Mo->l 
10-2a) ， 也 可 能 整个 激 波 层 内 ER 
都 是 粘性 流动 ， 称 为 融合 激 波 一 -一 一 一 一 


层 (图 10-2b)。 在 边界 层 内 ， 
动能 的 耗 散 〈 粘 性 耗 散 ) 可 图 10-1 零 攻 角 尖 前 缘 平 板 超声 速 绕 流 


导致 流 场 温 度 很 高 ， 因 此 具有 很 高 的 热流 率 。 所 以 ， 尽 管 问题 的 几何 条 件 简单 ， 但 是 捕捉 到 
并 搞 清楚 这 一 问题 的 物理 现象 却 是 一 个 重大 的 挑战 。 让 我 们 努力 吧 ! 


-一 -一 -一 一 融合 激 波 层 
边界 层 (粘性 区 ) 。。 Mac>] 


a) 包含 粘性 边界 层 和 无 粘 区 域 的 激 波 层 b) 融合 激 波 层 
图 10-2 ”超声 速 平板 绕 流 的 两 种 类 型 


10.3 数值 方法 : 一 稚 完 全 纳 维 一 斯 托 克 斯 《Navier Stokes》 方程 的 
显 式 有 限 差分 解法 


上 述 问 题 包含 着 有 趣 的 流动 现象 。 采 用 非 定常 纳 维 -斯 托 克 斯 方程 的 优点 在 于 它 可 以 推 
进 到 正确 的 定常 解 。 在 这 个 过 程 中 ， 可 以 确定 激 波 的 位 置 ， 并 得 到 激 波 层 的 物理 特性 。 


10.3.1 流动 控制 方程 
忽略 体积 力 和 体积 热 ， 纳 维 -斯 托 克 斯 方程 的 二 维 形式 ( 此 时 复习 一 下 2. 8 节 会 很 有 用 ) 


为 连续 性 方程 Pd pu) + a (po) =0 (2-33) 
Ot 9x 97 
xz 方向 动量 方程 (pu) + (pw +p-r)+2(pu-r)=0 (2-56a) 
ot Ox 9y 
y 方向 动量 方程 达 (po) + 了 (pu -ry) + 全 (pz +p-7,) =0 (2-56b) 
ot Ox 0y 
能 量 方程 T(E.) + (Eh +p)u+g, -ur — v7] + 
DL E+p)v +g, ur 07,,] =0 (2-81) 
90y 


方程 中 ，E, 物理 上 表示 每 单位 体积 流体 动能 与 内 能 e。 之 和， 定义 为 
E, =p(e + 二] (10-1) 
为 简明 起 见 ， 下 面 给 出 用 速度 梯度 表示 的 切 应 力 和 正 应 力 ， 即 


ov ou 
Ta = Ty =p + | (2-57d) 
Ta =A(V: V) ta (2-57a) 
T， =A( VV) to (2-57a) 
也 
同样 地 ,热流 量 ( 由 热传导 的 傅 里 叶 定 律 确定 ) 的 分 量 ,为 
oT 
q; = 
oT 
q,= 一 天 yy 


先 停 一 下 。 现 在 的 方程 组 由 四 个 方程 组 成 : 连续 性 方程 、% 方向 与 y 方向 动量 方程 、 能 
量 方 程 。 但 方程 组 中 却 有 九 个 未 知 数 : p,， 4, v，1 V1 ，p，7，e, 人 和 大。 为 了 使 整个 方程 
组 封闭 ， 需 要 加 入 以 下 五 个 额外 的 方程 。 

1) 完全 气体 假设 ， 由 第 2 章 可 知 ， 有 状态 方程 

p=pRT 
2》 假设 气体 是 量 热 完 全 气体 ? ， 就 有 下 面 的 关系 式 成 立 (第 2 章 ) 


e=c,T 


〇 ” 量 热 完 全 气体 是 指 比 热 容 比 为 常数 的 气体 。 一 一 编辑 注 
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3) x 方向 与 Y 方 向 的 速度 分 量 分 别 为 w 和 wv， 因此 


lVI = V+ (10-2) 
4) 为 了 确定 粘性 ， 仍 假设 为 量 热 完 全 气体 ， 于 是 有 萨 瑟 兰 公 式 ， 即 
了 32 了 +110 
k=po( 示 ] T7110 (103) 


式 中 jo 和 7 是 标准 海平 面条 件 下 的 烙 性 和 温度 。 
5) 还 需要 添加 一 个 方程 。 假 定 普 朗 特 数 为 常数 (对 于 量 热 完 全 气体 ， 这 个 常数 约 等 于 


0.71) ， 这 样 根据 普 朗 特 数 的 定义 Pr = 个 ?就 可 以 求 出 热传导 率 。 式 中 c, 为 比 定 压 热 容 (只 


要 气体 是 量 热 完全 气体 ， 其 值 和 c, 一 样 都 是 常数 ) 。 
现在 方程 组 封闭 了 ; 九 个 方程 九 个 未 知 数 。 正 如 2. 10 节 所 述 ， 用 向 量 形式 表示 的 控制 
方程 ， 尤 其 适合 于 数值 计算 。 尽 管 形式 与 2. 10 节 稍 微 有 些 不 同 〈 因为 那里 是 三 维 的 一 一 译 
考 注 ) ， 仍 可 写成 
aU aE 9 


一 + 一 + 一 =0 (10-4a) 
Ot 9x 07 
其 中 U、E 和 下 为 列 向 量 
P 
pu 
U= (10-4b) 
pv 
E, 
pu 
pu +D ~ Te 
E= (10-4c) 
PU — Ty 


(E,+Pp)u ~ ur -Vr + qs 


py 


PUv — Ty 
F= 2 (10-4d) 
p? +Pp ~ Ty 


(E, +Pp)v ~ ur -VT,y + gq 


10. 3.2 问题 的 提 法 


此 时 计算 区 域 是 一 个 矩形 ， 内 有 结构 网 格 ， 如 图 10-3 所 示 。 来 流 边 界 (z =0.0, i=1 
=ius) 处 的 流动 条 件 是 ; 马赫 数 为 4， 压 力 、 温 度 及 声速 都 等 于 海平 面 的 值 。 

平板 的 长 度 为 0. 00001m， 尽 管 该 长 度 非常 小 ， 然 而 与 来 流 的 分 子平 均 自由 程 相 比 还 是 
很 大 的 ， 足 以 捕 提 到 所 需要 的 物理 现象 。 雷诺 数 大 约 1000。 高 雷诺 数 需要 更 细 的 网 格 和 很 
长 的 计算 时 间 ， 低 雷诺 数 所 需 的 计算 时 间 相 对 短 些 ， 因 此 我 们 选择 低 雷 诺 数 的 情形 。 
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10.3.3 ”有限 差分 方程 


第 7 章 我 们 在 拉 伐 尔 喷 管 轴 向 的 每 一 点 上 用 麦 考 马 克 方 法 进行 时 间 推 进 。 第 8 章 我 们 又 
用 这 种 方法 向 下 游 进 行 空间 推进 ， 得 到 了 二 维 空间 内 定常 流动 的 流 场 。 现 在 这 个 问题 则 更 进 
一 步 ， 虽然 和 拉 伐 尔 喷 管 流动 一 样 要 进行 时 间 推 进 ,但 现在 要 在 二 维 空间 的 每 一 个 网 格 点 
(i, j) 上 计算 流动 参数 ， 这 样 就 出 现 了 第 三 维 。 

沿用 第 6 章 里 的 记号 ， 下 面 给 出 (L70) 或 (imin /jinax) (70.70) 或 (imax Jinax ) 
应 用 麦 考 马克 方法 的 关键 步骤 。 向 量 
形式 的 控制 方程 (10-4a) 可 改写 成 


aU_ _3B _oF 
of ax 9y 

利用 泰勒 级 数 展开 ， 每 个 网 点 (i,， 
j) 处 的 流动 变量 都 可 以 推进 到 下 一 二 一 
个 时 间 步 

| A 0 (0.0 或 (min Jjinax) (70.1) 或 (max, ynmin ) 

1 了 ot ay 
其 中 ,U 还 是 表示 流 场 变 量 ， 而 且 在 图 10-3 计算 区 域 
时 刻 1 是 已 知 的 已 经 由 初始 条 件 或 者 前 一 个 时 间 渤 代 求 出 )。[ 】 定义 为 

aU t+At 
i (1046) 


为 了 得 到 这 个 | 3 使 求解 能 够 推进 ， 要 采取 下 列 步骤; 


1) 由 :时刻 已 知 的 流动 ， 用 向 前 空间 差分 计算 控制 方程 的 右 端 项 ， 从 而 得 到 [ 时 的 


值 。 
2) 用 第 1 步 的 结果 ， 可 以 得 到 41+At 时 刻 流 场 变量 的 预 估 值 


00+ (GF) 色 (10-7) 
合并 步骤 1) 、2) ， 预 估 值 的 表达 式 为 
Da = ,—F ) (10-8) 
3) 将 (第 2) 步 得 到 的 ) 预 信 值 代入 控 抽 方程 员 并 利用 向 后 空间 差分 行 计算 ， 可 以 
得 到 预 估 什 的 时 间 导数 2] 。 。 


4) 最 后 ,将 (第 3) 步 得 到 的 ) { 2 ] ”代入 到 方程 (10-6) ， 得 到 1*+ Ar 时 刻 0 的 校 
正 量 (具有 二 阶 精度 ) 。 和 方程 10-8) 一 样 ， 合 并 步骤 3) 、4) ， 有 
Ut Bs) eB -B)] (109) 
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重复 1) 至 4) 步 ， 直 到 流 场 变量 达到 一 个 定常 值 ， 就 是 所 求 的 定常 解 。 
为 了 保持 二 阶 精度 ，E 中 关于 % 的 导数 项 用 与 忆 方 向 相反 的 差分 离散 ， 而 关于 yy 的 导数 


项 用 中 心 差分 近似 。 同 样 地 ，F 中 关于 y 的 导数 项 用 与 “方向 相反 的 差分 离散， 而 下 中 关 


于 的 导数 项 用 中 心 差分 近似 。 例 如 ， 在 预 估 步 (参照 上 面 步 又 1) ) ， 呈 用 向 前 差分 。 但 
是 在 正中 有 ,这样 的 项 ， 包 含 速度 的 x 和 7 方向 的 导数 ( 式 (2-57) ) 。 因 此 ， 在 预 估 步 ， 
六 用 向 后 差分 ， 而 用 中 心 差分 。 


每 个 预 佑 与 校正 步 结束 后 ， 由 向量 只 可 以 得 到 原始 变量 (我 们 将 0 留 给 三 维 问题 使 
用 ， 这 里 不 用 它 ) 


p=U, (10-10a) 

U 
= = 于 (10-10b) 

p 1 

U 
v= 外 = 过 (10-10c) 

p 1 

2 U 2 2 
E.=p(e+7)=U, 本 e = 了 -> (10-10d) 
1 


当 p,， u,v 和。 确定 以 后 ， 可 通过 10. 3. 1 小 节 中 的 方程 求 得 其 余 的 流 场 变量 


所 
T= 
Cy 


p=pPRT 
4 和 上 都 是 温度 7 了 的 函数 ， 应 用 萨 瑟 兰 〈Sutherland) 公式 可 以 得 到 内， 然后 由 普 朗 特 数 
为 常数 的 假设 可 以 直接 得 到 | 


10.3.4 空间 步 长 和 时 间 步 长 的 计算 


图 10-3 中 ， 计 算 网 格 为 70 x70。 下 边 的 记号 代表 了 流 疝 的 网 格 
iu =1 (入 流 边 界 ) 
jx =70 (出 流 边 界 ) 
平板 的 长 度 已 知 (LHORI) ， 所 以 x 方向 步 长 为 
同 理 , ji, =1 和 jw =70 描述 了 垂直 于 平板 表面 的 网 格 (j,i;, =1 是 平板 表面 ，j,, 是 计算 
区 域 的 上 边界 )。 为 了 获得 准确 的 解 ， 激 波 必 须 位 于 计算 区 域 之 内 。 根 据 布 拉 休 斯 的 计算 ， 
假设 计算 区 域 的 高 度 至 少 为 五 倍 的 边界 层 厚度 是 合理 的 ， 可 以 满足 计算 的 要 求 (图 104) 。 
因此 ， 计 算 区 域 的 垂直 高 度 (LVERT) 为 


(10-11) 
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LVERT =5 x8 (10-12a) 
其 中 6 由 下 式 给 出 
8 (10-12b) 
因此 ,yy 方 向 的 步 长 为 
Ay = (10-13) 


平板 长 0. 00001m， 采 用 上 述 网 格 尺 寸 ，x 方向 与 y 方 向 的 网 格 的 大 小 分 别 为 0.145 x10“ 和 
0. 119 x10“。 怎 样 判 断 网 格 尺寸 是 否 合适 呢 ?” 在 每 一 个 时 间 步 和 每 一 网 格 点 ,x 方向 与 y 
方向 的 网 格雷 诺 数 为 


i Ax jimin max imax max 
Re = 全 好 (10-14a) (i ,4 ) (i ,本 ) 
Hii 
ijVijAY 
Re = (10-14b) 


网 格雷 诺 数 的 量 级 可 以 衡量 计算 网 
格 的 尺寸 是 否 合 通 。 对 于 现在 的 问 
题 ， 网 格雷 诺 数 满足 WT 

Res,<30~40 (10-15a) oy CE 

Rey<3~4 (10-15b) (min ,Jimin) (max Simin ) 
注 ; 流 场 变量 在 垂直 于 平板 方向 有 
更 大 的 梯度 ， 因 此 对 y 方 向 的 网 格 
雷诺 数 要 求 更 高 。 为 了 准确 地 刻画 流 场 ， 尤 其 是 壁面 附近 的 流 场 ， 通 常 在 垂直 于 壁面 方向 需 
要 更 多 的 网 格 点 一 一 这 很 重要 ! 

麦 考 马 克 方 法 是 显 式 格式 ， 时 间 步 长 受 稳定 性 的 限制 。 可 以 用 下 述 形式 的 CFL 条 件 来 
确定 时 间 步 长 
lujl lv 


i 1 1 ,11 1 
Co 
其 中 a 为 当地 声速 ， 单 位 为 m/s 


图 104 确定 计算 区 域 的 示意 图 


4 
3 Ys/ Pr) (10-16) 
Pi 
At=min [天 ( Atcr ) i;] 
而 K 为 柯 朗 数 ， 它 起 着 调节 因子 的 作用 ， 使 解 保持 稳定 。 通 常 取 0.5<K<0. 8。 


10. 3.5 初始 条 件 和 边界 条 件 


我 们 正在 求解 的 是 时 间 一 阶 ， 空 间 二 阶 的 偏 微 分 方程 组 。 因 此 ,需要 给 定 (速度 和 漫 
度 的 ) 初始 条 件 和 边界 条 件 。 

求解 是 从 初始 条 件 开 始 推进 的 ， 因 此 先 要 给 定 :=0 时 刻 每 个 网 格 点 (i, j) 上 的 流 场 参 
数 。 每 个 网 格 点 上 流 场 参数 的 初始 条 件 ， 可 以 取 相 应 的 自由 来 流 值 。 但 是 在 物 面 (ju =1) 


天 
Vi, | 
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上 应 满足 无 滑 移 边界 条 件 ， 并 且 给 定 壁 面 温度 7T, 的 值 ， 即 
u=v=0.0 (2-87) 
了 = 了 (2-88 ) 
给 定 初 始 条 件 ， 方 程 就 可 以 沿 时 间 推 进 到 定常 解 。 推 进 过 程 中 ， 在 计算 区 域 的 边界 上 必 
须 指定 边界 条 件 。 边界 条 件 有 四 种 类 型 (参见 图 10-5) 。 具 体 的 边界 条 件 如 下 : 
第 二 类 边界 :入 流 边界 上 边界 (前 缘 点 除外 ) 


1 一 tt 
v=0 

P=P~ 
T= 7 


(imin, Jmax ) 


(imax, Jmax ) 


一 4 界 (不 包括 与 物 而 和 上 
边界 的 交点 ) 
ubb 7 从 访 物 内 部 网 


第 一 类 边界 :( 前 缘 点 ) 第 三 类 边界 : 物 面前 缘 点 除外 ) 
uUu=v=0 u=v=0 
Dp XP Poy 

图 10-5 边界 条 件 


第 一 类 边界 条 件 : 在 前 缘 (ins Jinin ) 也 就 是 (1，1) ， 速 度 满足 无 滑 移 条 件 (ta,1) 二 
D0,1) =0.0) ， 而 温度 (Ty) 和 压力 (pun ) 取 自 由 来 流 值 。 
第 二 类 边界 条 件 : 在 区 域 的 左边 界 〈 不 包括 前 缘 点 ) 和 上 边界 ， 速 度 的 * 方向 分 最 u、 
温度 、 压 力 分 别 取 相 应 的 自由 来 流 值 ， 速 度 的 y 方向 分 量 "为 零 。 
第 三 类 边界 条 件 : 在 平板 表面 ， 速 度 满 足 无 滑 移 条 件 (w =v = 0.0) ， 并 假设 温度 与 壁 
面 温度 7, 相同 〈 前 缘 点 参照 上 面 的 第 一 类 边界 条 件 ， 不 在 此 列 ) 。 利 用 物 面 上方 网 格 点 
(=2 和 7=3) 处 的 值 ， 采 用 外 推 法 计算 壁面 压力 (不 包含 前 缘 点 ) ， 表 达 式 为 
Pu) =2p0,2) 一 Pu3) (10-17 ) 
第 四 类 边界 条 件 ; 在 区 域 的 右边 界 ， 通过 j 相同 的 两 个 内 部 点 外 推 得 到 边界 处 的 所 有 参 
数 (不 包含 js, =1 和 js =70)。 例 如 ，w 的 表示 如 下 
Wp) = 1 — U (i 2)) (10-18) 
由 这 些 已 知 值 ， 再 加 上 10. 3. 1 小 节 所 补充 的 关系 式 ， 可 以 计算 出 其 他 流 场 参数 在 边界 上 的 
值 。 例 如 ， 通 过 状态 方程 计算 密度 。 
上 面 详细 说 明了 等 温 壁 的 边界 条 件 。 正 如 第 2 章 所 述 ， 这 是 最 简单 的 温度 边界 条 件 。 
CFD 最 突出 的 优点 是 很 容易 改变 自由 来 流 或 者 边界 条 件 ， 并 考察 流 场 有 哪些 变化 。 通 过 数 
值 试验 ， 可 以 从 物理 上 更 好 地 理解 流动 参数 变化 的 含意 。 因 此 ， 根 据 进 一 步 数 值 试验 的 要 求 
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将 程序 进行 结构 化 是 很 有 意义 的 。 例 如 : 认真 编写 一 个 便于 使 用 的 子 程序 来 处 理 边界 条 件 ， 
使 你 只 需 稍 加 修改 ， 就 能 考察 各 种 边界 条 件 (如 绝热 壁 ， 见 2.9 节 ) 的 影响 。 


10.4 纳 维 -斯 托 克 斯 ( Navier-Stokes) 方程 计算 程序 的 组 织 


10. 4.1 概论 


此 刻 ， 你 应 该 比较 清楚 完全 纳 维 -斯 托 克 斯 方程 数值 解 后 面 的 工作 了 。 有 了 适当 的 差分 
方程 、 步 长 限制 以 及 初始 条 件 、 边 界 条 件 ， 就 该 讨论 如 何 编 写 程序 了 。 我 们 用 流程 图 来 指导 
读者 编程 。 如 果 你 通常 不 用 流程 图 来 建立 代码 ， 至 少 也 应 该 用 一 些 伪 代 码 。 一 个 包括 很 多 细 
节 、 子 程序 之 间 有 大 量 数据 传输 的 程序 ， 事 先 需 要 认真 地 规划 。 

读者 可 能 想 要 建立 图 10-6 那样 的 程序 ， 那 就 让 我 们 先 列 出 程序 的 关键 “部 件 ”。 一 定 要 
记 住 ， 编 写 每 一 个 程序 都 需要 花费 很 大 的 努力 。 


图 10-6 程序 结构 框图 

1) 主 程序 能 使 整个 程序 运转 起 来 ， 其 主要 功能 是 

a. 建立 流动 条 件 ， 算 出 计算 区 域 的 大 小 ， 根 据 10. 3. 5 小 节 ， 对 每 个 空间 网 格 点 (i, 由 
上 的 流动 参数 进行 初始 化 。 

b. 沿 时 间 推 进 ， 并 调用 下 列子 程序 ， 

i TSTEP: 得 到 合适 的 时 间 步 长 ( 见 10. 3.4 小 节 )。 

ii，MAC ( 麦 考 马克 ) : 采用 预 估 一 校正 方法 来 更 新 网 格 点 (i, j) 处 的 流动 参数 ， 细 节 
见 10. 3.3 小 节 。 

iii、CONVER : 检验 流 场 的 收敛 性 。 

2) DYNVIS 和 THERMC 是 函数 子 程序 ， 调 用 这 些 程序 可 给 出 每 个 网 格 点 (i, j) 上 的 
动力 粘性 和 热传导 率 (10. 3. 3 小 节 ) 。 主 程序 只 有 在 进行 流 场 初始 化 时 才 调 用 这 些 函 数 ， 而 
子 程序 MAC 却 每 次 都 要 使 用 这 些 函 数 (图 10-6)。 

3) TAUXX、TAUXY 、TAUYY 、QX 、QY 这 五 个 函数 给 出 粘性 效应 。 每 次 计算 应 力 或 热 
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传导 时 ， 都 要 调用 这 些 函 数 。 例 如 : 计算 有 [已 的 第 三 个 分 量 ， 见 方程 (104c)] 时 就 调 
用 了 函数 TAUXY。 计 算 方程 中 的 这 些 导数 项 ， 可 能 用 到 向 前 差分 、 向 后 差分 或 中 心 差 分 ， 
取决 于 麦 考 马克 格式 进行 到 了 哪 一 步 。 因 此 ， 后面 还 要 详细 介绍 这 几 个 子 程序 。 

4) 一 旦 确定 了 流 场 内 部 的 参数 (无 论 是 预 佑 步 还 是 校正 步 ) ， 调 用 子 程序 BC 来 完成 边 
界 条 件 的 处 理 (10. 3.5 小 节 )。 

5) 每 一 时 间 步 后 ， 调 用 CONVER 来 检验 解 的 收敛 性 。 如 果 所 有 网 格 点 (i, ;}) 上 的 密 
度 在 一 个 时 间 步 之 后 的 变化 不 超过 1. 0 x10“ 时 ， 就 认为 解 已 经 收敛 了 。 子 程序 CONVER 还 
要 “询问 ”一 下 主 程序 是 否 达 到 了 指定 的 最 大 和 迭代 次 数 。 如 果 已 经 达到 了 最 大 次 数 ， 尽 管 
解 还 没有 收 伍 ， 它 也 要 调用 子 程序 MDOT 和 OUTPUT 来 评估 求解 过 程 的 进展 情况 。 

6) MDOT 检验 数值 解 的 有 效 性 。 它 通过 比较 经 人 口 流 人 计算 区 域 的 质量 流量 和 经 出 口 
流出 计算 区 域 的 质量 流量 ， 来 确认 解 的 质量 守恒 性 ， 两 者 之 间 的 偏差 应 小 于 1% 。 人 口 和 出 
口 质量 流量 用 数值 积分 (梯形 公式 ) 计算 。 

7) 最 后 ， 程 序 OUTPUT 生成 绘图 用 的 数据 文件 。 


10. 4.2 主 程序 


图 10-7 推荐 了 建立 主 程序 的 一 种 方法 。i 和 六. 确定 了 计算 网 格 的 大 小 。MAXIT 是 指 
程序 “跳出 ”并 且 停止 之 前 所 执行 的 最 大 和 迭代 步 数 。 在 进行 大 量 计算 之 前 ， 这 种 方法 便于 
用 少量 的 迄 代 来 测试 程序 。 程 序 运 行 前 需要 指定 (或 计算 ) 自由 来 流 条 件 和 几 个 热力 学 常 
数 。 下 列 数值 (国际 单位 ) 与 下 一 节 给 出 的 结果 对 应 (也 与 10.3. 3 小 节 对 应 ) 

马赫 数 =4.0; 

平板 长 度 (LHORL) =0. 00001m; 

自由 来 流 的 声速 、 压 力 、 漫 度 为 海平 面值 ， 分别 为 340.28m/s，101325. ON/m?， 
288. 16K 。 

设 壁 面 温度 与 自由 来 流 温度 之 比 (7T,/T。) 等 于 1; 引 人 这 个 温度 比 对 于 研究 壁面 温度 
边界 条 件 的 影响 很 方便 。 

比 热 比 (y) =1.4; 

普 朗 特 数 (Pr) =0.71; 

动力 粘度 和 温度 的 参考 值 (海平 面 ) 分 别 为 1.789 x10 “Pa. s，288. 16K; 

气体 常数 (R) =287]/(kg : K)。 

一 旦 给 定 了 这 些 参 数 ， 剩 下 的 常数 就 可 以 由 图 10-7 中 给 出 的 关系 式 来 确定 。 

流程 图 表明 ， 执 行 麦 考 马 克 算 法 之 前 先 要 调用 TSTEP。 这 个 子 程序 中 的 K [ 式 (10-16) 
中 的 调节 因子 ] 取 为 0.6。 确 定时 间 长 时 ， 只 对 内 部 网 格 点 进行 计算 。 


10.4.3 ” 雪 考 马克 (MacCormack) 方法 子 程序 


读者 已 经 掌握 了 麦 考 马克 方法 的 应 用 ,但 是 还 没有 达到 能 求解 完全 纳 维 -斯 托 克 斯 方程 
的 程度 。 图 10-8 可 以 帮助 你 建立 这 个 子 程序 。 如 果 你 按照 图 10-6 中 的 结构 进行 编程 ， 你 将 
发 现 这 个 子 程序 是 最 长 的 ， 有 将 近 150 行 ， 还 不 包括 它 在 运行 时 所 要 调用 的 子 程序 (例如: 
TAUXX，BC 和 DYNVIS ) 。 
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图 10-7 主 程序 流程 图 
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TMACT- 一 一 子 程序 的 输入 输出 参数 均 为 一 锥 数组 
U,V Pp, p, et, Hk 
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图 10-8 麦 考 马克 (MAC) 子 程序 的 流程 图 
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10. 3. 3 小 节 的 讨论 直接 与 这 个 流程 图 对 应 ， 例 如 Us ，E,，F， 分 别 对 应 于 向 量 UV， EE， 
下 中 的 分 量 [方程 (10-4a ~d) ] 。 和 方程 (10-10a ~d) 一 样 ， 第 四 个 下 标 留 给 三 维 问题 使 
用 ， 因 此 不 使 用 第 四 个 下 标 。 所 以 ，Us 就 是 E,。 流 程 图 不 需要 解释 ， 但 是 要 指出 以 下 几 点 : 

1) 除去 流 场 的 九 个 参数 ， 数 组 0 23,s ，1.23.s ，Fi2.3. 的 维 数 为 《i ,jor )。 男 外 ,，U 
的 四 个 分 量 (1，2，3 ,5) 的 预 估 值 ， 数 组 维 数 也 是 (i,， jw )。 

2) 根据 10. 3. 3 小 节 对 剪 切 力 和 热传导 的 导数 进行 差分 时 要 小 心 ,情形 变 得 很 乱 。 图 10-9 


” 计算 
友 =/ 《党 + 至) 的 函数 段 


”| 在 MAC 子 程序 调用 此 函数 段 时 ， 
CASE 指 明 如 何 对 导数 进行 差分 
一 用 于 预 估 步 CASE=2 CASE=3 CASE=4 
计算 FE 和 Es 


om 


oy 


Wi jt jl 
2Ay- 


图 10-9 子 程序 TAUXY 函数 流程 图 
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给 出 了 编写 函数 TAUXY 的 方法 ,MAC 常常 调用 这 个 函数 。 预 估 步 计算 E, 和 E; 时 ， 需 要 调 
用 其 中 的 CASE =1 来 计算 rw。 (参见 10. 3. 3 小 节 中 关于 如 何 保持 二 阶 精 度 的 讨论 ， 这 里 完 
全 相同 ) 。 

3) 由 通 量 计 算 原 始 变量 时 ， 要 按照 10. 3. 3 小 节 末 尾 给 出 的 过 程 进行 。 


10.4.4 最 后 的 注释 


现在 已 经 完全 准备 好 了 。 对 大 多 数 读者 来 说 ， 这 个 程序 是 最 长 的 了 。 这 里 给 读者 几 个 忠 
告 : DD 先 编写 主 程序 ，@@ 使 用 大 量 的 注释 语句 ，@ 将 调用 语句 放 在 适当 位 置 ， 用 短 的 、 带 哑 
元 的 子 程序 返回 到 主 程序 ; @ 逐 个 建立 子 程序 。 详 细 绘 制 每 个 子 程序 流程 图 (或 者 伪 代 码 ) 
并 编程 ， 然 后 进行 测试 ， 保 证 每 一 部 分 都 能 严格 按 预 期 的 那样 运行 。 确 定 代码 的 任何 部 分 都 
是 正确 的 ， 再 继续 下 去 。 实 践 中 ,没有 其 他 的 方法 可 以 解决 这 些 问 题 。 


10.5 最 终 的 数值 结果 一 一 定常 解 


讨论 定常 解 的 结果 前 ， 先 给 出 以 下 几 点 说 明 : 

1) 第 4339 个 时 间 步 ， 解 收敛 了 (绝热 辟 的 情形 为 6651 个 时 间 步 )。 该 算 例 的 网 格 为 
70 x70。 将 网 格 数 减少 到 40 x 50， 可 加 速 收敛 并 仍 能 捕捉 到 流 场 中 的 物理 现象 。 应 保证 解 
不 依赖 于 网 格 的 具体 数量 ， 能 用 不 同 尺寸 的 网 格 来 运行 程序 。 

2) 绘制 各 个 流 场 参数 的 剖面 图 时 ， 可 采用 边界 层 坐 标 y， 其 定义 为 


y= 二 /Re, (10-19) 
多 


3) 给 出 各 种 流 场 参 数 的 剖面 时 ， 常 常用 来 流 参 数 进行 无 量 纲 化 〈 例 如 ，pp。 ) 。 而 在 
边界 层 分 析 中 往往 用 边界 层 外 缘 参 数 。 由 于 流动 参数 的 不 同 ， 边 界 层 有 时 是 很 难 辨认 的 。 即 
使 激 波 层 里 包含 有 无 粘 区 和 一 个 明显 的 边界 层 ，“ 边 界 层 外 缘 参 数 ” 的 定义 也 是 含糊 不 清 
的 。 所 以 我 们 这 里 把 整个 激 波 层 都 当 作 粘 性 流 。 

4) 这 里 还 给 出 了 绝热 壁 的 结果 。 这 有 两 个 目的 : 

a. 绝热 壁 边 界 条 件 导 致 流 场 发 生 巨 大 的 变化 。 通 过 与 等 温 壁 的 情形 进行 比较 ， 可 以 看 
到 有 趣 的 物理 现象 。 

b，CFD 给 你 “ 搬 弄 开关 ”的 机 会 。 一 旦 有 了 合适 的 程序 ， 就 可 以 很 容易 地 进行 各 种 数 
值 试 验 。 绝 热 壁 本 来 就 是 读者 进一步 扩展 程序 功能 时 应 该 考虑 的 情形 。 绝 热 壁 边 界 条 件 是 严 
格 按照 2.9 节 中 的 描述 给 的 ， 其 数学 描述 是 

(5) =。 (2.91) 

5) 还 给 出 了 马赫 数 25， 高 度 为 200000ft (LHORI =0.005m) 的 结果 。 一 个 精心 设计 的 
程序 可 以 让 你 看 到 其 他 有 趣 的 情况 。 

图 10-10a ~ 图 10-17 给 出 了 一 些 代表 性 结果 。 当 然 ， 读 者 可 以 画 出 其 他 自己 感 兴趣 的 图 
形 。 

1) 图 10-10a: 无 量 纲 壁 面 压力 分 布 〈 以 到 前 缘 的 距离 为 自 变量 ) 。 说 明 : 

a. 前 缘 附 近 有 震荡 ， 通 常 把 它 解释 为 在 非 连续 介质 区 域 使 用 连续 介质 假设 的 结果 。 目 
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前 还 不 清楚 这 种 震 范 究竟 是 真实 的 物理 现象 还 是 数值 计算 的 结果 。 尽 管 这 个 问题 具有 学 术 意 
义 ， 但 是 计算 结果 表明 ， 在 前 缘 的 后 面 ， 这 些 震荡 的 影响 并 不 重要 。 

b. 与 等 温 壁 相 比 ， 绝 热 壁 时 整个 压力 分 布 有 增 大 的 趋势 〈 增 加 约 30% ) 。 在 物理 上 ， 
绝热 壁 与 等 温 壁 相 比 ， 边 界 层 内 的 温度 升 高 。 绝 热 壁 的 壁面 温度 通常 比 等 温 壁 高 很 多 ， 从 而 
导致 较 低 的 密度 和 更 厚 的 边界 层 。 于 是 来 流 “ 看 见 ” 的 是 更 钝 的 物体 ， 因 此 产生 了 更 强 的 
前 缘 激 波 。 更 强 的 激 波 反 过 来 又 引起 激 波 层 内 的 压力 增 大 。 此 外 ， 流 体温 度 升 高 ， 也 使 得 压 
力 增 大 。 
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图 10-10“ 零 公里 高 度 〈 海 平面 ) 4 马赫 压力 分 布 


2) 图 10-10b: 平板 后 缘 的 无 量 纲 压力 剖面 。 绝 热 壁 同样 有 增 大 激 波 层 内 压力 的 趋势 。 
绝热 壁 时 ， 过 激 波 的 压力 跳跃 比 等 温 壁 高 约 35% ， 表 明 来 流 穿 过 了 一 个 更 强 的 激 波 (刚才 
提 到 过 ) 。 此 时 ， 通常 的 边界 层 内 压力 梯度 为 零 的 假设 是 有 问题 的 (大 约 有 15% 的 偏差 )。 

3) 粘性 相互 作用 是 指 流 场 中 增长 的 边界 层 与 外 部 无 粘 流 之 间 存 在 相当 大 的 相互 影响 。 
图 10-11 表明 ， 无 论 是 等 温 壁 (实心 三 角 ) 还 是 绝热 壁 (实心 方块 )， 计 算 结 果 都 与 粘性 相 
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互 作 用 的 解 吻 合 。 
4) 图 10-12a、b: 后 缘 的 温度 剖面 。 图 10-12a 扩大 了 纵 坐 标的 范围 。 计 算 结果 捕捉 了 
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图 10-11 平板 上 的 诱导 压力 
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图 10-12 ” 零 公 里 高 度 〈 海 平面 ) 4 马赫 : 温度 分 布 
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前 缘 激 波 ， 并 且 在 壁面 附近 显示 出 标准 的 边界 层 特 性 。 与 预期 结果 相同 ， 绝 热 壁 时 ， 壁 面 的 
温度 梯度 为 零 ， 热 边界 层 内 的 温度 大 约 升 高 到 原来 的 三 倍 。 图 10-12b 可 以 与 Van Driest 的 结 
果 (图 10-13a、b) 进行 比较 。 定 性 地 讲 ， 两 者 吻合 得 很 好 。 有 趣 的 是 ，Van Driest 结果 是 
基于 经 典 的 超声 速 边 界 层 理 论 ， 是 20 世纪 50 年 代 到 60 年 代 经 典 边界 层 理论 的 直接 结果 。 
与 求解 纳 维 -斯 托 克 斯 方程 相 比 ， 这 些 近 似 方法 都 需要 将 边界 层 流 动 的 解 与 无 粘 流 的 解 相 硬 
合 ( 图 10-13a、b 中 温度 是 用 边界 层 外 缘 参 数 标准 化 的 ) 。 
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5) 图 10-14a、b: 用 类 似 的 方式 给 出 了 速度 分 量 w， 绝 热 壁 时 边界 层 更 厚 些 。 
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图 10-14 零 公里 高 度 〔 海 平面 ) 4 马赫 : 速度 分 布 
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图 10-14 零 公 里 高 度 ( 海 平面 ) 4 马赫 : 速度 分 布 〈 续 ) 


6) 图 10-15: 马赫 数 剖 面 表明 了 两 种 前 缘 激 波 的 相对 强度 。 
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图 10-15 平板 后 缘 的 马赫 数 剖 面 ( 零 公里 高 度 4 马赫 ) 


7) 图 10-16a、b: 马赫 数 为 25 的 结果 。 与 马赫 数 为 4 相 比 ， 温 度 前 面 有 着 重要 而 且 明 
显 的 不 同 。 激 波 层 内 完全 是 粘性 流 ， 这 是 高 马赫 数 与 低 雷 庄 数 共同 产生 的 效果 。 壁 面 附 近 不 
再 有 明显 的 边界 层 。Van Driest 基于 边界 层 与 无 粘 流 相 邻 这 种 假设 给 出 的 结果 ， 已 经 完全 不 
适用 了 。 当 采用 完全 纳 维 - 斯 托 克 斯 方程 时 ， 解 可 以 自然 地 演化 出 来 。 图 10-17 还 给 出 了 这 
种 情形 的 马赫 数 齐 面 ， 前 缘 激 波 很 明显 ， 绝 热 辟 仍 会 导致 更 强 的 激 波 。 
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图 10-16 20 万 英尺 高 度 25 马赫 
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图 10-17 平板 后 缘 的 马赫 数 剂 面 (20 万 英尺 高 度 ，25 马赫 ) 
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10.6 小 结 


这 一 章 的 主要 目的 是 介绍 超声 速 平 板 绕 流 的 完全 纳 维 -斯 托 克 斯 方程 解 。 零 攻 角 的 平板 ， 
虽然 几何 外 形 简 单 ， 流 场 解 却 揭 示 出 很 多 有 趣 的 物理 现象 。 在 以 前 工作 的 基础 上 ， 用 麦 考 马 
克 显 式 时 间 推 进 方法 将 流 场 推进 到 定常 解 。 所 有 粘性 项 都 包含 在 方程 中 ， 而 且 流 动 在 x 和 7 
两 个 方向 上 变化 。 

既 使 你 不 再 继续 求解 这 个 问题 ， 也 已 经 受益 莉 浅 。 设 计 和 应 用 完全 纳 维 -斯 托 克 斯 方程 
数值 解 要 求 费 多 少 努 力 ， 你 已 经 有 所 了 解 。 记 住 ， 这 章 的 问题 还 是 一 个 相对 简单 的 例子 。 

为 了 保证 成 功 地 解决 这 个 问题 ， 这 里 给 出 了 很 多 指导 。 如 果 读 者 决定 试 一 试 ， 请 仔细 考 
虚 你 的 方法 ， 并 祝 你 好 运 ! 


本 书 的 主要 目的 是 向 读者 介绍 计算 流体 力学 的 基本 原理 和 一 些 基本 概念 。 就 学 习 计 算 流 
体力 学 而 言 ， 本 书 只 是 入 门 。 事 实 上 ， 本 书 只 是 提供 了 一 个 平台 ， 以 它 为 基础 ， 读 者 今后 在 
进一步 学 习 计算 流体 力学 和 从 事实 际 的 CFD 工作 时 ， 就 可 以 掌握 更 深入 的 内 容 。 第 4 部 分 
的 目的 就 是 要 提升 这 个 平台 。 具 体 来 讲 ， 第 11 章 讨 论 了 一 些 更 深入 的 内 容 ， 比 前 面 几 章 深 
入 得 多 ， 而 这 些 内 容 都 是 当代 CFD 方法 的 基础 。 至 于 这 些 当 代 CFD 方法 的 细节 ， 则 完全 超 
出 了 本 书 的 范围 ， 读 者 可 以 后 再 去 关注 它 。 第 11 章 中 的 讨论 只 是 作为 一 种 “预习 ”， 针 对 
正在 发 展 着 的 CFD 先进 算法 做 简单 的 讨论 ， 可 使 读者 了 解 这 些 方法 的 思路 和 术语 。 最 后 ， 
在 第 12 章 ， 我 们 将 探讨 计算 流体 力学 的 未 来 。 第 1 章 曾经 讨论 过 的 某 些 概念 ， 在 第 12 章 得 
到 深化 ， 从 而 使 全 书 构成 了 一 个 有 机 的 整体 。 第 12 章 的 目的 是 让 读者 关注 莲 勃 发 展 的 CFD， 
以 及 CFD 对 流体 力学 各 个 分 支 的 影响 。 计 算 流 体力 学 的 应 用 是 一 个 欣欣 向 荣 的 领域 ， 希 户 
读者 能 够 与 它 共 同 成 长 ! 
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11.1 引言 


前 面 的 第 1 章 到 第 10 章 向 读者 介绍 了 计算 流体 力学 的 基本 原理 和 一 些 基 本 概念 。 从 
6. 1 节 开 始 ， 又 介绍 了 一 些 简单 的 CFD 算法 。 本 书 的 目的 是 给 出 一 些 不 太 深奥 的 CFD 方法 ， 
这 些 方法 对 于 选择 了 本 书 的 初学 者 来 说 是 能 够 理解 和 掌握 的 ， 而 且 还 具有 实用 价值 ， 可 以 用 
来 求解 多 种 流动 问题 。 本 书 的 第 3 部 分 已 经 就 几 个 典型 的 问题 进行 了 详细 的 讨论 。 

和 前 面 介绍 过 的 方法 相 比 ,当今 的 CFD 还 涌现 出 一 些 令 人 鼓舞 的 新 方法 ,本 书 到 目前 为 
止 还 没有 涉及 这 些 方法 。 这 些 现代 方法 为 了 改进 已 有 方法 的 缺陷 ,大 幅度 提高 求解 效率 ,运用 
了 应 用 数学 中 一 些 深 入 的 知识 。 这 些 方法 在 数学 原理 上 过 于 深奥 , 比 前 面 介绍 过 的 那些 方法 
深奥 得 多 ,通常 是 比 本 书 更 深入 考虑 的 对 象 。 但 另 一 方面 ,如 果 我 们 只 是 告诉 读者 在 今后 的 学 
习 和 工作 中 会 遇 到 哪些 问题 ， 而 不 去 介绍 CFD 现代 方法 的 思路 ， 那 也 是 不 负责 任 的 。 

本 章 的 目的 是 为 读者 进一步 了 解 CFD 提供 一 个 窗口 。 我 们 不 可 能 像 前 几 章 那 样 进行 仔 
细 的 讨论 。 对 于 那些 更 为 先进 的 思想 ， 只 能 介绍 一 些 基 本 思路 ， 给 出 术语 ， 仅 此 而 已 。 细 节 
需 留待 读者 进一步 学 习 。 
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最 后 ， 我 们 指出 ， 现 代 CFD 方法 都 源 于 本 书 已 介绍 过 的 若干 基本 原理 。 本 章 将 为 你 提 
供 学 习 CFD 一 个 窗口 ， 前 面 所 有 的 章节 则 为 你 学 习 CFD 打下 了 坚实 的 基础 。 


11.2 再 论 守恒 型 流动 控制 方程 


目前 CFD 中 大 多 数 先进 的 数值 方法 ， 都 与 流动 控制 方程 的 数学 性 质 密切 相关 。 我 们 已 
经 在 第 3 章 接触 过 这 些 数 学 特性 。 尤 其 是 在 3. 3 节 通 过 检验 系统 特征 值 来 描述 一 个 拟 线性 偏 
微分 方程 组 。 如 果 特 征 值 是 不 同 的 实数 ， 则 方程 组 是 双 曲 型 的 ; 如 果 特 征 值 有 相等 的 实数 ， 
方程 组 为 抛物 型 ， 如 果 特 征 值 全 都 是 虚数 ， 则 方程 组 是 椭圆 型 的 。 如 果 特 征 值 是 以 上 的 混 
合 ， 那 么 偏 微分 方程 组 系统 具有 混合 型 的 性 质 。 此 外 ， 我 们 在 3.3 节 的 末尾 给 出 的 一 个 例 
子 ， 说 明了 特征 值 实际 上 就 是 特征 线 的 斜率 。 也 就 是 说 ， 特 征 值 本 身 给 出 了 偏 微分 方程 组 的 
特征 方向 。 由 于 需要 将 这 些 想象 中 的 线 扩展 到 由 第 2 章 推导 出 来 的 真实 流体 控制 方程 中 ， 因 
此 在 继续 学 习 以 下 的 内 容 之 前 ， 有 必要 回顾 一 下 3.3 节 。 
CFD 通常 用 于 带 有 激 波 的 高 速 流 动 ， 大 多 数 研 究 者 计算 这 种 流动 时 会 选择 激 波 捕捉 法 ， 
这 就 要 求 使 用 控制 方程 的 守恒 形式 〈 见 第 2. 10 节 末 尾部 分 的 讨论 ) 。 现 在 CFD 的 大 多 数 应 
用 都 使 用 方程 组 的 守恒 形式 ， 即 使 激 波 不 是 流动 图 像 中 的 一 部 分 ， 这 种 情况 也 很 常见 ， 或 多 
或 少 已 经 成 为 一 个 习惯 。 因 此 ， 我 们 重点 讨论 守恒 型 控制 方程 。 现 在 许多 标准 有 限 差分 程序 
的 代码 都 是 基于 守恒 型 的 欧 拉 方程 或 纳 维 -斯 托 克 斯 方程 。 
考虑 控制 方程 的 守恒 形式 ， 其 一 般 形 式 为 
aU 9 36 aH 
+ 一 + 一 + 一 =J 
of x 9 0z 
方程 中 的 U、F、G、H 和 J 都 是 包含 流动 变量 的 列 向 量 ， 对 于 纳 维 -斯 托 克 斯 方程 ， 由 式 
(2.94) ~ 式 (2-98) 给 出 ， 对 于 欧 拉 方程 ， 则 由 式 (2-105) ~ 式 (2-109) 给 出 。 方 程 组 
的 因 变 量 包 含 在 解 向 量 U 中 ， 也 就 是 p、pu、pv、pw 和 p[e+( 妈 + 只 + 过 )M2]。 通 量 居 、C 
和 和 互 显 然 不 等 于 U, 但 是 fF、G 和 恕 中 的 元 素 可 以 表示 为 U 的 函数 ， 也 就 是 作为 p、pu、pv、 
pm 和 p[e+( 妈 + 只 + 妇 )[2] 的 函数 。 从 欧 拉 方程 式 (2-106) -~ 式 (2-108) 中 的 FG 和 
太 ， 可 以 很 容易 地 证 明 这 一 点 。 因 此 ， 我 们 可 以 写成 =F(U)、G=6(U) 和 HH=H(U)， 
它们 通常 是 非 线性 函数 。 因 此 上 面 的 方程 (2-93) 并 不 是 第 3 章 所 描述 的 拟 线性 方程 组 。 为 
了 得 到 方程 (2-93) 的 数学 性 质 ， 我 们 必须 先 把 它 变 为 拟 线性 的 形式 。 
既然 , F、G 和 五 是 上 U 的 函数 ， 那么 方程 (2-93) 可 以 写 为 
U0 oF 9U 3G 0U HoU_ 


(2-93) 


HUm 0 WU (11-1) 
在 方程 (11-1) 中 ，3、3C 和 中 分 别 叫做 通 量 F、C 和 已 的 雅 可 比 矩 阵 ， 记 为 
”aU 8U 9U 、 ， 
4= 虹 B= c= (11-2) 


aU aU aU 
《注意 ， 这 里 的 雅 可 比 矩 阵 完全 不 同 于 第 5 章 定义 的 关于 道 变换 的 雅 可 比 矩 阵 。 式 (5-22a) 
定义 的 雅 可 比 行列 式 ， 是 一 个 给 定 坐标 变换 的 雅 可 比 行列 式 ， 而 式 (11-2) 定义 的 是 通 量 向 
量 的 雅 可 比 矩 阵 ， 这 两 者 是 完全 不 同 的 。 当 你 阅读 CFD 文献 时 ， 要 注意 “ 雅 可 比 ” 这 个 术 
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语 的 不 同 用 法 。) 根据 式 (11-2) 给 出 的 定义 , 方程 (11-1) 可 以 写 为 


LE (11-3) 
ot oxF 07 9z 
其 中 A、8、C 是 雅 可 比 和 矩阵。 方程 (11-3) 代表 了 五 个 方程 : 连续 性 方程 ，x，y，z 方向 
的 动量 方程 ， 能 量 方程 。 因 此 ,VU 是 1 xs 的 列 向 量 , 而 4、B8、C 是 5 x5 的 矩阵 。 例 如 ， 
考察 分 别 由 式 (2-105) 和 式 (2-106) 给 出 的 和 下 的 分 量 , 而 5 x5 的 矩阵 4 的 25 个 元 
素 ， 就 是 F 中 的 每 个 分 量 对 U0 的 五 个 分 量 的 偏 导数 ， 一 共 25 个 ， 枸 成 了 矩阵 4 的 元 素 。 我 
们 不 再 花费 时 间 和 篇 幅 来 描述 雅 可 比 和 矩阵 4、B 和 C。 
方程 (11-3) 的 优点 在 于 ， 关 于 因 变 量 (了 中 的 元 素 ) 的 导数 是 线性 的 。 因 此 ， 方 程 
(11-3) 是 拟 线性 形式 ， 与 第 3 章 中 的 模型 方程 的 形式 类 似 。 由 3.3 节 给 出 结论 ， 我 们 能 够 
认同 这 样 一 个 事实 : 雅 可 比 和 矩阵 4、B8 和 C 的 特征 值 决定 了 方程 (11-3) 的 数学 特性 。 在 许 
多 CFD 现代 方法 的 发 展 中 ， 特 征 值 扮演 了 很 重要 的 角色 。 


11.2.1 一 维 流动 


对 一 般 三 维 非 定常 流动 的 雅 可 比 矩 阵 4、B 和 C 进行 研究 ， 尤 其 是 求 它们 的 特征 值 ， 工 
作 量 是 很 大 的 。 为 了 减少 工作 量 ， 我 们 通过 一 个 例子 来 揭示 其 中 的 思路 。 考 虑 非 定常 一 维 无 
粘 、 没 有 体积 力 的 流动 ， 用 欧 拉 方程 来 描述 。 其 守恒 形式 ， 可 从 方程 (2-93) 、 式 〈2-105 ) 
和 式 (2-106) 得 出 。 


连续 性 方程 如 -akpu) -0 14) 
0 ox 
动量 方程 2 + +P) -0 (11.5) 
能 量 方 和 ApE) ,ApuB +pu) _, i110) 
ot Ox 


式 中 五 代表 单位 质量 的 总 能 量 。+ 让]2。 方 程 (114) ~ 方程 (11-6) 写成 方程 (2-93) 
的 形式 ， 就 是 
0U oF 
一 + 一 =0 
Ot 9x 


p 
oe (11-8) 
pE 


pu 
rhe +p | (11-9 ) 


pub +pu 

为 了 更 好 地 记 住 U 的 分 量 〈 因 变量 ) p、pu 和 pE， 引 入 更 为 简洁 的 符号 
pu=m . (11-10a) 
pE=é (11-10b) 


(11-7) 
其 中 
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于 是 , 式 (11-8) 和 式 (11-9) 定义 的 列 向 量 U 和 下 ， 分 别 表示 为 


p 
-| (11-11) 
£ 
m 
严 + 
F=lp ? (11-12) 
m(e +p) 
p 


按照 下 面 的 方法 ， 可 以 利用 p、 和 & 来 消去 列 向 量 F 中 的 p。 根 据 量 热 完全 气体 关系 
式 c,=R/A(y -1) 和 e=c,T， 理想 气 体 状 态 方 程 可 以 写 为 


p=pRT=(y -1) iorT=(y -peT=(y -1)pe (11-13) 
由 和 的 定义 ， 有 
ep =p(e+) =pe + (11-14) 
从 关系 式 11-14) 中 解 出 
2 
A _ 
mr=e- 全 =- 和 (11-15) 
将 式 (11-15) 代入 方程 (11-13) ， 就 有 
_ _m 
p=(y-1)(e- 窟 ) (11-16) 
将 的 表达 式 代入 通 量 向 量 , 式 (11-12) 变 为 


m2 m’ 
F= +(y-D)(s- 窟 ) (11-17) 


[e+(y-D{(<- 吨 )] 


非 定常 一 维 流动 的 控制 方程 现在 可 以 由 方程 (11-7 ) 表示 ,其 中 U 和 下 分 别 由 式 (11-11) 
和 式 (11-17 ) 给 出 。 类 似 于 方程 (11-1) ,方程 (11-7) 可 以 表示 为 


WA YU-o (11-18) 
ot Ox 
aU. aU. 
方程 中 的 一 和 一 就 是 
. Ot Ox 
部 
at 
U 
EL (11-19) 
ot ot 
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-一 =14 一 (11-20) 


02 
Ox 
方程 (11-18 ) 中 的 雅 可 比 矩 阵 4 是 由 通 量 (11-17) 中 的 各 分 量 对 式 (11-11 ) 中 的 分 量 依 次 
求 导 得 到 的 ,也 就 是 说 ,如 果 我 们 用 下 面 简化 符号 来 代替 式 (11-17) 中 三 个 元 素 中 的 两 个 , 即 


M+ (ye (11-21a) 
v- [s+(y-n)(e-2)] (121) 


则 方程 (11-18) 中 的 雅 可 比 矩 阵 为 


( 呈 ， (到,，( 弘 ) 
[有 (29 


口 哺 口 大 加 
op me (sz) 02 pm 


偏 导数 添加 下 标 是 为 了 提醒 读者 ， 对 于 一 个 给 定 的 偏 导数 ， 哪 些 自 变量 保持 常数 。 注 意 
到 式 (11-21a) 和 式 (11-21b) ， 各 个 偏 导数 的 表达 式 如 下 


(0) DD (11239) 
ea A tal le 
-2(7 -DD 王 -ye 轩 =(y -DD) 寻 -y 妈 . 双 


2p p p p Pp 
=(y-1)w -yuE (11-23g) 


aN m m my11 3m £ 
eol +[er0-n (eB) -0 -D+ 
-(y -De +y 吓 - 3(y - 1) +?B (11-23h) 
四 = 开 +(y-D2=y 开 =y 到 = (11-23i) 
oemn Pp p p p 


式 (11-23a) ~ 式 (11-23i) 给 出 了 雅 可 比 矩 阵 的 九 个 元 素 ; 根据 式 (11-22) ， 这 个 矩阵 现 
在 可 以 表示 为 
0 1 0 


4= (y -3) (3 ~-y)u y-1 (11-24) 


(y-1)w -yuE -Fy- De +yE Yu 


为 了 验证 上 面 的 结果 ， 回 到 流动 控制 方程 (11-18) ， 由 式 (11-8) 给 出 U, 式 (11-24) 
给 出 4。 将 方程 〈11-18) 的 所 有 元 素 完 整地 写 出 来 ， 即 


0 1 0 
p w? p 
el: (7 -3) 生 (3 -y)za y-1 | (11.25) 
x 
pE (y-1)w -yuE -FY-De+yE yu pE 
利用 矩阵 的 乘法 规则 ， 方 程 (11-25) 转化 为 
op ,9pu) 
ot Ox 
A), (y3) (3 Vu + (y -De =0 (11-26) 
od(pE) 


+[(y- lu "pl + [yE -到 (7 —1)u "J ,, oPE) 


ot ox 


由 方程 (11-13) 和 定义 pE =p(e+w /2), 方程 (11-13) 简化 为 


p=(y-Dpe=(y-Dfog-p 号 ) 


因此 ， 有 
pw - 
om 二 1 (11-27) 
将 方程 (11-27) 代入 方程 (11-26) 中 并 化 简 ， 得 到 (具体 细节 留 做 习题 ， 见 习题 11-1) 
dp , apu) 
ot Ox 
alpw) ,dlpu +p) | -0 (11-28) 
ot Ox 


ao) 1 OCPuE +pu) 
at Ox 
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这 个 向 量 表达 式 代表 了 下 面 的 三 个 标量 方程 ， 即 
Ed + =0 


11-29 
ot Ox . 
2 
a(pu) a(pw +p) 0 (11-30) 
ot O% 
a(pE) OCpuE +pu) -0 (11-31) 
ot Ox 


将 方程 (11-29) ~ 方程 (11-31) 与 原始 的 非 定 常 、 一 维 流动 控制 方程 (114) ~ 方程 
(11-6) 对 比 ， 它 们 完全 相同 。 这 样 就 证 明了 : 拟 线 性 形式 的 控制 方程 (11-18) (其 中 包含 
的 雅 可 比 和 矩阵 4 由 式 〈11-24) 给 出 ) 与 原始 方程 完全 一 致 。 把 方程 变换 成 带 雅 可 比 矩 阵 的 
形式 ， 我 们 没有 任何 损失 一 一 依然 保证 了 与 原始 方程 的 一 致 。 

最 后 来 计算 雅 可 比 和 矩阵 的 特征 值 ， 它 们 满足 方程 

1 4-AIl =0 (11-32) 
其 中 1 是 单位 和 矩阵， 和 代表 和 矩阵 4 的 一 个 特征 值 。 雅 可 比 矩 阵 4 由 式 (11-24) 给 出 。 于 是 ， 
方程 (11-32) 变 成 
一 从 1 0 


2 
u 日 
(y -3)7 (3 -7)z -人 7yY-1 1|-0 


(7y -1 -yuE -Fy -De +yE TUE 一 从 
将 这 个 行列 式 展开 ， 有 
-aA{[ 3-7u-aly A) -yD -3 -D+ye]}- 


{7 -DE DI -De -yaB]}=0 (11-33) 


方程 (11-33) 是 一 个 关于 未 知 数 A 的 三 次 方程 ， 其 三 个 根 为 
Al =u (11-34a) t 
A, =u+c (11-34b) 
A3 =u -ce (11-34c) 
其 中 “是 声速 。 式 (11-34a ~ c) 是 方程 
(11-33) 的 解 ， 可 以 将 它们 代入 方程 (11-33) 
中 加 以 检验 。 
在 分 析 控 制 方程 的 数学 性 质 时 ， 雅 可 比 矩 
阵 的 特征 值 扮 演 了 非常 重要 的 角色 。 正 如 3.3 
节 提 到 的 那样 ， 利 用 它们 可 以 对 方程 分 类 。 在 
现在 的 例子 中 ， 由 于 A,，A; 和 A 是 互 不 相同 0o 
的 实数 ， 所 以 非 定 常 一 维 无 粘 流动 的 控制 方程 
(11-4) ~ 方程 (11-6) 是 双 曲 型 的 。 这 就 证 图 11-1 非 定 常 二 维 流 的 特征 线 
明了 原来 3.4. 1 小 节 中 对 非 定常 无 粘 流动 的 处 理 是 正确 的 。 此 外 ， 特 征 值 给 出 了 特征 线 在 
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x 一 平面 的 斜率 ， 如 图 11-1 所 示 。 通 过 x -i 平面 的 给 定点 ， 有 三 条 特征 线 ， 其 斜率 分 别 为 
dt/dx =17A =1/u、di/dx =1/As,=1/(w+c)、di/dx =1/A; =1X(z -ce)。 根 据 基 本 的 物理 原 
理 ， 特 征 值 给 出 了 信息 在 物理 平面 内 传播 的 方向 。 在 当前 的 例子 中 ，A =w 表示 流体 微 团 携 
带 信息 以 速度 移动。 图 11-1 中 ， 当 地 斜率 为 Iu 的 曲线 叫做 质点 轨迹 。 同 样 ，As =w +e 
和 A =w-c 则 表明 ,信息 沿 着 % 轴 分 别 向 右 、 向 左 传播 ， 相 对 于 流体 微 团 的 传播 速度 为 当 
地 声速 。 在 图 11-1 中 ,斜率 为 1/(u+c) 和 1/(w~c) 的 曲线 分 别 叫 做 右 行 和 左 行 马赫 波 。 
通过 雅 可 比 矩 阵 的 特征 值 可 以 得 到 信息 在 流 场 中 的 传播 方向 ， 这 一 点 很 重要 。 由 于 许多 现代 
CFD 方法 的 差分 格式 都 与 流动 的 传播 方向 有 关 ， 因 此 在 这 些 格 式 的 发 展 中 ， 特 征 值 占据 首 
要 位 置 。 随 着 读者 进一步 学 习 和 应 用 CFD， 将 会 更 加 认可 这 一 观点 。 这 也 是 我 们 在 这 一 部 
分 用 这 么 多 的 篇 幅 来 讨论 雅 可 比 矩 阵 及 其 特征 值 的 主要 原因 。 


11.2.2 小 绪 


由 于 雅 可 比 和 矩阵 及 其 特征 值 在 现代 CFD 算法 中 扮演 了 非常 重要 的 角色 ， 本 节 已 经 用 不 
少 篇 幅 对 这 一 问题 进行 了 讨论 。 尤 其 是 : 

1) 引入 了 控制 方程 的 雅 可 比 和 矩阵 形式 。 其 优点 在 于 : 它 是 拟 线性 的 ， 因 变量 的 导数 项 
为 线性 的 。 这 种 形式 直接 揭示 了 控制 方程 的 数学 性 质 ， 这 也 是 第 3 章 讨论 的 精通 。 

2) 讨论 了 雅 可 比 矩 阵 的 结构 及 其 意义 ， 具体 给 出 了 非 定常 一 维 无 精 流 动 的 雅 可 比 矩 
阵 。 

3) 指出 了 雅 可 比 和 矩阵 的 特征 值 的 作用 : 揭示 信息 在 流动 中 传播 的 速度 和 方向 。 这 些 特 
征 值 在 许多 现代 CFD 方法 的 理论 发 展 中 扮演 了 重要 角色 。 


11.3 隐 式 方法 的 其 他 处 理 技巧 


在 4.4 节 初 次 对 比 了 隐 式 和 显 式 格式 ， 并 且 采 用 一 维 热传导 方程 (3-28) 作为 模型 方 
程 ， 解 释 了 显 式 和 隐 式 格式 。 当 热 扩散 率 a 为 常 值 时 ,方程 (3-28) 是 空间 变量 x 的 一 维 线 
性 方程 。 这 个 方程 可 以 沿 时 间 变 量 上 进行 推进 求解 。4. 4 节 中 ， 求 解 该 线性 方程 所 采用 的 隐 
式 差分 格式 是 由 方程 (4-40) 给 出 的 克 兰 克 - 尼 科 尔 森 格式 。 第 9 章 采用 该 方法 详细 给 出 了 
库 埃 特 流动 的 隐 式 解 。 值 得 强调 的 是 ， 求 解 过 程 中 处 理 的 有 限 差 分 方程 是 线性 的 ， 只 考虑 一 
个 网 格 点 (i, 站 时 ， 有 限 差 分 表达 式 仅 涉 及 三 个 点 。 这 对 于 保持 有 限 差 分 代数 方程 为 三 对 
角形 式 是 十 分 必要 的 。 三 对 角 方 程 容易 求解 使 得 隐 式 方法 具有 了 实用 意义 。 

当 给 定 问 题 的 流动 控制 方程 是 非 线 性 时 怎样 呢 ? 在 一 个 多 维 问题 中 ， 除 去 推进 变量 之 外 
存在 多 个 空间 变量 ， 又 会 怎样 呢 ? 无 论 上 面 哪 种 情况 ， 都 会 破坏 刚才 那 种 便于 求解 的 线性 三 
对 角形 式 ， 除 非 采取 一 些 措施 ， 否 则 隐 式 方法 所 需 的 计算 就 会 成 天 文 数字 增长 。 幸 运 的 是 ， 
已 经 出 现 了 一 些 新 思想 来 解决 这 个 问题 。 不 管 给 定 问题 是 非 线 性 的 还 是 多 维 的 ， 都 能 保持 隐 
式 方法 的 三 对 角 性 质 。 本 章 的 目的 就 是 讨论 这 些 思想 。 


11.3.1 方程 的 线性 化 一 一 比 姆 - 沃 明 (Beam-Warming) 方法 


为 简单 起 见 ， 考 虑 无 粘 流动 ， 其 流动 控制 方程 是 2. 8. 2 小 节 列 出 的 欧 拉 方 程 。 首 先 考虑 
由 式 (2-82)， 式 《2-83a ~ e) ， 和 式 (2-85) 给 出 欧 拉 方程 的 非 守恒 形式 。 以 方程 (2-83a) 
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为 例 


其 他 方程 类 似 。 
根据 物质 导数 的 表达 式 ， 就 有 
pt tp tp -+ (11-35) 
注意 在 方程 (11-35) 中 ， 因 变量 是 原始 变量 ， 其 导数 为 线性 形式 。 所 有 的 非 守恒 形式 
均 是 如 此 ， 都 可 以 将 原始 变量 的 导数 表示 为 线性 形式 ， 纳 维 -斯 托 克 斯 方程 的 非 守恒 形式 亦 
是 如 此 。 这 两 种 情况 下 ， 昌 然 控制 方程 是 非 线性 的 ， 但 是 原始 变量 的 导数 为 线性 的 ， 与 这 些 
导数 相 乘 的 系数 由 原始 变量 (或 原始 变量 的 函数 ) 构成 。 建 立 这 些 方程 的 隐 式 格式 时 ， 可 
利用 原始 变量 在 上 一 时 间 步 的 值 来 近似 这 些 系数 ， 从 而 得 到 线性 的 代数 方程 ， 这 种 方法 叫做 
“冻结 系数 ”法 。 
在 守恒 型 控制 方程 中 ， 因 变量 是 通 量 变量 。 例 如 ， 考 虑 守恒 形式 的 动量 方程 (11-5) 有 
9(pu) ,ap +p) _ 
ot Ox 
由 于 pu=m 是 一 个 因 变量 ， 所 以 将 方程 (11-5) 改写 成 
am am 人 +p) 
ot 9% 
方程 (11-36) 的 隐 式 差分 格式 用 到 了 第 n+1 个 时 间 层 的 (mp +p) 和 (m2/p+ 
p) 7 等 项 。 这 些 项 中 包含 了 因 变量 m 和 p 的 非 线 性 形式 m*/p。 这 使 得 求解 所 得 到 的 代数 方 
程 组 成 为 不 可 能 的 。 在 这 种 情况 下 ， 必 须 采 取 某 些 措 施 将 有 限 差分 方程 组 “线性 化 ”。 
广泛 使 用 的 线性 化 方法 是 比 姆 和 沃 明 于 1976 年 首次 提出 的 。 考 虑 由 方程 (11-4) ~ 式 
(11-6) 给 出 的 非 定常 一 维 流动 的 欧 拉 方程 ， 其 中 下 =F(U)。 


0 


0 (11-36) 


aU oF 
aU oF_ 
Ot Ox 
由 克 兰 克 - 尼 科 尔 森 差分 格式 ( 见 4.4 节 ), 方程 (11-7) 可 以 写 为 有 限 差 分 形式 
nl Ai oF\” oFy"” 
vr -0 (mm) * (x) ] (11-37) 


(空间 导数 可 以 用 第 n 个 时 间 层 和 第 n+1 个 时 间 层 的 平均 值 来 表示 ， 称 为 梯形 法 则 ) 。 方 程 
(11-37) 是 一 个 非 线性 差分 方程 。 比 姆 - 沃 明 方法 对 其 进行 了 局 部 线性 化 。 将 FF 在 第 n 个 时 
间 层 展开 成 级 数 形式 ， 即 


Pr" Fr + (50) (人 一) + (11-38) 


全 就 是 11.2 节 定 义 的 雅 可 比 矩 阵 
(a5) =4? = 的 雅克 比 矩 阵 在 第 个 时 间 层 的 值 。 


忽略 高 阶 项 ， 式 (11-38) 可 写成 
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Fe =F?+Ar(U ~U) (11-39) 
将 式 (11-39) 代入 方程 (11-37)， 有 
n+l 人 At 9 n n +1 _ 了 
v0) + + -00))] 
即 
nt+l n At 9 n +1 __ 
v0 2 CO 0)]) (1140) 


对 方程 (11-40) 中 > 的 导数 做 中 心 差分 近似 ， 有 
二 -人 2 + 


n+l 了 了 Pi, 
U, =U. 一 全 


2Ax 2 2Ax 
A UT -AU 
a i+l i+t i-l - (11-41a) 
2 2Ax 
把 第 n+1 个 时 间 层 的 未 知 量 移 到 方程 的 左边 ， 方 程 〈11-41) 转化 为 
A 
” A、 (1141b) 

i n n n n 

= 由 -AU 一 天 1) + (A -AriUi1) 


注意 ， 在 方程 (1141b) 中 ,右边 是 第 ”个 时 间 层 上 的 已 知 量 ， 而 左边 则 包含 三 个 第 
+1 个 时 间 层 上 的 未 知 量 ， 分 别 是 U?ii 、U?'"、U?*。 最 重要 的 是 ,方程 (11-41b〉 是 线性 
的 ， 而 且 是 熟悉 的 三 对 角形 式 ， 可 以 用 托马斯 算法 求解 。 

至此， 我 们 已 经 得 到 了 我 们 想 要 的 东西 。 利 用 泰勒 级 数 展开 的 方法 ， 将 非 线 性 差分 方程 
(11-37) 线性 化 ， 得 到 了 线性 差分 方程 (1141b) 。 这 是 完成 线性 化 的 一 种 途径 ， 当 然 还 有 
其 他 途径 。 这 一 小 节 的 目的 是 强调 守恒 型 流动 控制 方程 的 隐 式 有 限 差分 解法 导致 了 差分 方程 
的 非 线 性 ， 在 进行 数值 解 之 前 必须 通过 一 定 的 方式 将 其 线性 化 。 

值得 注意 的 是 ，Briley 和 McDonald 提出 了 类 似 的 线性 化 思想 。 比 姆 - 沃 明 方法 对 函数 进 
行 处 理 ， 而 Briley 和 McDonald 是 对 时 间 导 数 进行 处 理 ， 但 效果 是 相同 的 。 


11.3.2 多 维 问题 一 一 近似 因子 分 解法 


现在 讨论 第 二 个 问题 ， 对 于 包含 多 个 空间 变量 〈 除 推进 变量 之 外 的 多 维 问 题 ， 隐 式 
解法 如 何 安排 有 限 差分 算法 ， 使 其 仍 保持 三 对 角 性 质 ? 以 非 定常 二 维 流 动 为 例 ， 考 虑 守恒 型 
控制 方程 (2-93) ， 即 

aU 3F 9C 
一 + 一 + 一 =0 
ot 9x 07 

根据 梯形 法 则 ， 通 过 第 ”个 时 间 层 和 第 n+1 个 时 间 层 的 平均 ， 建 立 起 一 个 隐 式 差分 方 

程 ， 从 方程 (11-42)， 有 


DU! = _ 


(11-42) 


(E+) + (+ :ee) ] (11-43) 


2L\Vox 97y ox 97 
这 是 一 个 非 线性 差分 方程 ; 利用 11. 3. 1 小 节 的 方法 将 其 线性 化 ， 即 
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Prtl op + (20) (7 - =F +A"(U UP) (11-44a) 


G n 
G"™*! -C+ 加 ] (Li 一 7) =G"+B"(U"*! -0") (11-44b) 


其 中 4 和 有 好 分别 代表 了 第 = 个 时 间 层 上 通 量 的 雅 可 比 和 矩阵 。 将 式 (11-44a) 和 式 (11-44b) 
代 人 方程 (11-43) 中 ,有 


AIoF 9ocV1 AI9Fr 9 ,msl 
7 le jy) ] -2 (ma) +) - 
(0) +[( 呈 | + 二 CO ) (0)] (11.45) 
将 所 有 含有 U"'' 的 项 移 至 左边 ,方程 (11-45 ) 变 为 
Ur 
»_Atf [9F 9G)"] A/oF)” At 9 jap) _Atac ,At pan 
= -2[(m 加 ] -了 ( 员 ) + -3 到) + 了 机 (37 ) (11-46) 
引入 单位 矩阵 
1 0 0 
ilo 1 0 
0 0 0 1 
方程 (11-46) 可 以 写 为 
[7+ 全 [ 冯 二 (A” ) + )] -人 [> (A") + 访 (8)]]v -A (和 +) ] 


(11.47) 
方程 (11-47) 是 算 子 形式 ， 其 中 的 表达 式 


0, 、 9 ，， 

[i 4) + 8")] 

是 这 样 一 个 算 子 : 当 作用 在 方程 (11-47) 左边 的 好 ”时 ， 可 表示 为 
9 n 9 n n+t1 0 n +1 9 nym+l 
[4 + 2] = 0) + (BU ) 


方程 (1147) 的 右边 类 似 。 进 一 步 考虑 方程 (11-47 ) 
可 以 发 现 ， 右 边 全 部 是 第 n 个 时 间 层 上 的 已 知 量 ， 所 有 
的 未 知 量 都 在 方程 的 左边 。 问 题 是 方程 的 左边 有 多 少 个 

未 知 量 ? 答案 当然 依赖 于 我 们 近似 导数 时 所 用 的 有 限 差 
分 表达 式 。 例 如 ， 如 果 用 熟悉 的 中 心 差分 格式 ， 由 于 方 
程 左边 出 现 了 x 方向 和 y 方向 的 导数 ， 就 需要 包含 五 个 
点 的 有 限 差 分 模型 来 满足 差分 格式 ， 如 图 11-2 所 示 。 
方程 (11-47) 的 左边 出 现 了 五 个 未 知 量 ，V2、 图 11-2 方程 (11-47) 的 
UV、 和 Ur?Y1。 很 明显 ， 这 已 经 不 是 三 对 五 点 差分 模板 
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角形 式 了 。 在 上 面 的 表达 式 中 ， 除 了 包含 三 对 角 项 〈 下 和 、 下 和、 罗 和 )， 还 有 三 对 角 以 外 
的 项 (可 ;各 站 )。 实 际 上 ， 这 些 项 构成 了 五 对 角 和 矩阵 。 求 解 这 一 方程 组 的 计算 量 是 非 
常 大 的 ， 我们 已 经 失去 了 三 对 角形 式 这 种 巨大 的 计算 优势 。 其 原因 当然 是 由 于 方程 的 多 维 
性 : 在 方程 (1147) 中 ， 同 时 出 现 * 方 向 和 y 方向 两 个 导数 。 

下 面 介绍 解决 这 个 问题 的 近似 因子 分 解 方 法 。 其 思路 源 于 20 世纪 50 年代 中 期 由 
Peaceman 、Rachford 和 Douglas 提出 的 经 典 的 交替 方向 隐 式 (ADI) 方法 。 在 6.7 节 讨 论 过 
ADI 方法。 这 种 方法 本 质 上 是 将 方程 (1142) 所 描述 的 非 定 常 二 维 问题 在 每 个 时 间 步 上 分 


解 为 两 个 独立 的 一 维 问题 ; 第 一 步 是 在 中 间 时 间 层 n+ 方 上 计算 出 与 % 方 疝 导 数 有 关 的 未 知 


量 凡生 、U、U 这 将 得 到 容易 求解 的 三 对 角 方 程 。 第 二 步 是 在 第 n+1 个 时 间 层 上 
计算 与 y 方向 导数 有 关 的 未 知 量 ， 必 汪 、 必 和 J， 这 也 能 得 到 容易 求解 的 三 对 角 方程 。 
在 沿 时 间 从 第 层 推进 到 第 n+1 层 这 一 过 程 中 ， 通 过 两 次 求解 三 对 角 方程 来 解决 问题 。 
蕴 助 11. 3. 1 小 节 描述 的 比 姆 - 活 明 方法 将 上 述 的 ADI 基本 原理 扩展 到 流动 控制 方程 的 求 
解 过 程 ， 就 是 近似 因子 分 解 方法 。 在 这 一 过 程 中 ， 我 们 把 方程 (11.47) 表达 成 某 种 “因子 
形式 ”， 即 
[5 A (4 )] [和 全 邯 (2 


At 9 oF 9G\" 


(4 )] [+ 芳 (8)] -at (11.48) 


如 果 将 方程 L148) 在 有 两 边 的 两 个 因子 相 科 ， 将 会 发 现 方程 (1148) 和 方程 〈11- 
47) 并 不 完全 相同 ;方程 (11-48) 中 ， 人 


(0 (4 8] 


=[1+ + 和 0 


右边 多 出 了 


A 
这 是 方程 (11-47) 中 没有 的 。 河 是 这 些 多 出来 的 大 中 包含 国王 《At)  ， 因 而 并 不 影响 方程 
(11-47) 所 具有 的 二 阶 精度 。 于 是 我 们 可 用 方程 (11-48) 代替 方程 (11-47 ) 。 在 方程 (11- 
48) 中 出 现 的 因子 形式 叫做 近似 因子 分 解 . (近似 就 是 指 上 面 提 到 的 、 不 影响 精度 的 多 余 
项 )。 
在 我 们 强调 方程 (11-48) 的 优点 之 前 ， 我 们 引入 一 个 记号 
AU"=U"'! -0 (11-49) 
方程 (11-48) 左边 和 右边 的 因子 是 相同 的 ; 因此 ， 将 右边 的 因子 移 到 左边 ， 作 用 于 避 *! - 
U"， 根 据 式 (11-49) 式 (11-48) 可 写成 
[+ 和 二 也 (4 )] [+ 尝 : pa )]A= -A (11-50) 
ox 07 
方程 (11-30) 就 是 所 谓 的 增 量 形式 ， 这 样 称呼 是 由 于 因 变量 不 再 是 U， 而 是 VU 的 变化 
量 AU。 求解 方程 (11-50) 先 给 出 Ar 的 值 ， 然 后 由 式 (11-49) 得 到 每 一 时 间 步 上 UV 的 
值 ， 即 
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Ui=U+AV (11-51) 
近似 因子 分 解 方法 的 最 后 一 步 是 将 方程 (11-50〉 写 为 
Al 9 oF 9G\" 
[+3 (A )]A7= -4 本 + (11.52) 
其 中 Ta )] Ac =AU (11-53) 


(以 上 只 是 一 个 例子 ， 还 可 以 有 其 他 形式 的 因子 分 解 .) 方程 (11-52) 和 方程 (11-53) 代 
表 了 求解 方程 (11-50) 的 两 步 过 程 ， 即 : 

1) 求解 方程 (11-52) 得 到 AU。 由 于 方程 (11-52) 中 的 空间 算 子 仅 含有 一 个 关于 x 的 
导数 ， 应 用 中 心 差分 ， 将 得 到 关于 AU 的 三 对 角 方 程 组 ， 这 样 很 容易 从 中 解 出 AU。 

2) 将 上 面 得 到 的 AD 人 和 人 到 方程 (11.53)》 中 。 由 于 方程 (11-53) 中 的 空间 算 子 仅 含有 
一 个 关于 y 的 导数 ， 应 用 中 心 差分 ,将 得 到 关于 AU" 的 三 对 角 方程 组 ， 这 样 很 容易 解 出 
AU", 

方程 (11-52) 和 方程 (11-53) 给 出 了 求解 Ar 的 两 个 步骤 ,再 由 式 (11-51) 得 到 
U"*!。 这 一 过 程 最 根本 的 优点 在 于 每 一 步 只 求解 三 对 角形 式 ， 是 求解 多 维 流动 的 一 个 相对 简 
单 的 过 程 。 


11. 3.3 分 块 三 对 角 逢 阵 


我 们 需要 扩充 一 下 上 一 节 所 提 到 的 三 对 角形 式 这 一 概念 。 如 果 方 程 (1142) 代表 的 是 
含有 一 个 未 知 量 的 单个 方程 ， 那 么 从 隐 式 格式 得 到 的 将 是 一 个 真正 的 三 对 角 和 矩阵 。 这 正 是 第 
9 章 计算 库 埃 特 流动 时 的 情形 。 但 如 果 方 程 《11-42) 代表 了 一 个 方程 组 ， 例 如 代表 流体 流 
动 的 连续 性 方程 、 三 个 动量 方程 和 能 量 方程 ， 那 么 方程 (2-94) 的 解 向 量 U 就 有 五 个 分 量 。 
方程 组 中 的 每 一 个 方程 都 将 导出 关于 某 个 因 变 量 的 三 对 角 和 矩阵 。 所 以 ， 整 个 方程 组 将 组 成 一 
个 大 型 的 三 对 角 甜 阵 ， 其 三 条 对 角 线 上 的 元 素 本 身 又 是 和 U0 的 分 量 有 关 的 5 x5 矩阵 。 这 种 
和 矩阵 叫做 块 三 对 角 和 矩阵 。 尽 管 需要 的 算法 比 附录 A 中 的 托马斯 算法 更 长 ， 计 算 量 更 大 ， 然 
而 这 种 类 型 矩阵 的 求解 方法 还 是 一 样 的 。 当 读者 进一步 开展 CFD 的 学 习 和 研究 时 ， 很 可 能 
遇 到 这 样 的 分 块 三 对 角 甜 阵 问 题 。 


11.3.4 小 结 


一 部 分 讨论 了 与 建立 流动 控制 方程 的 隐 式 有 限 差分 方法 有 关 的 两 个 问题 。 第 一 个 问题 
串通 过 局部 线性 化 广 法 处理 丰 线性 站 分 方程 例如 11.3.1 小 节 所 讨论 的 比 姆 - 沃 明 方 法 。 
第 二 个 问题 就 是 通过 近似 因子 分 解 方 法 来 处 理 多 维 流动 ， 解 决 失去 三 对 角 结 构 所 带 来 的 问 
题 。 例 如 ，11. 3. 2 小 节 通 过 空间 算 子 的 分 裂 ， 在 每 一 个 时 间 层 上 分 两 步 进行 处 理 ， 首 先 在 x 
方向 打 描 ,然后 是 y 方 向 ， 从 而 重新 获得 三 对 角 和 矩阵 。 注 意 方程 (11-52) 和 方程 (11-53) 
还 保持 了 一 般 的 形式 ,x 方向 和 y 方 向 的 导数 并 没有 写成 某 种 特定 的 有 限 差分 一 一 你 可 以 选 
择 任意 形式 的 差分 : 中 心 差分 、 单 侧 差分 、 或 是 下 面 就 要 谈 到 的 迎风 差分 ， 等 等 。 


11.4 迎风 格式 


在 第 3 章 曾 给 出 了 特征 曲线 的 定义 ,在 11. 2 节 又 强调 指出 : 流 场 的 信息 浴 着 这 些 特征 
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曲线 传播 。 并 且 ， 雅 可 比 和 矩阵 的 特征 值 给 出 了 特征 曲线 的 斜率 。 对 于 非 定常 流动 ， 这 些 特征 
值 代表 了 信息 传播 的 速度 和 方向 。 流 动 方程 组 的 数值 求解 格式 应 该 与 流 场 中 信息 传播 的 速度 
和 方向 相 容 ， 这 是 理所当然 的 。 事 实 上 ， 这 不 过 是 遵循 了 流动 的 物理 意义 。 

严格 来 讲 ， 本 书 所 强调 的 中 心 差分 格式 通常 并 没有 准确 地 跟随 流 场 中 信息 传播 的 方向 。 
在 许多 情况 下 ， 中 心 差分 格式 从 给 定 网 格 点 的 依赖 区 域 以 外 摄取 数值 信息 ， 正 如 4. 5 节 末尾 
部 分 所 讨论 的 ， 这 样 降低 了 计算 精度 。 对 于 流 场 变 量 光滑 且 变 化 连续 的 流 场 ， 中 心 差分 格式 
不 会 导致 很 大 问题 。 我 们 已 经 看 到 过 采用 中 心 差分 格式 取得 很 好 计算 效果 的 例子 ， 如 第 7 章 
的 无 激 波 喷 管 流 ， 第 8 章 中 的 连续 稀 朴 波 ， 以 及 第 9 章 中 光滑 变化 的 库 埃 特 流动 。 在 这 些 例 
子 中 ， 中 心 差分 格式 〈 例 如 第 7 章 和 第 8 章 中 的 麦 考 马克 格式 ) 计算 得 很 好 。 数 学 上 的 原 
因 是 ;由 于 光滑 函数 具有 解析 连续 性 ， 因 而 能 够 进行 推导 中 心 差分 格式 所 需 的 泰勒 级 数 展 
开 。 

然而 当 流动 中 存在 间断 时 ， 比 如 用 激 波 捕捉 法 处 理 激流 时 ， 中 心 差分 格式 就 不 行 了 。 从 
图 7-32 中 可 以 观察 到 激 波 附近 有 严重 的 振荡 ， 这 是 由 于 用 中 心 差分 格式 进行 激 波 捕捉 ， 并 
且 没有 添加 人 工 精 性 的 原因 。 既 使 加 入 人 工 粘性 ， 结 果 如 图 7-24 和 图 7.26 所 示 ， 仍 然 存 在 
振荡 ， 尽 管 振荡 已 经 比 图 7-23 中 的 小 了 很 多 。 

正 是 这 个 问题 加 速 了 现代 CFD 中 迎风 差分 格式 的 发 展 。 采 用 迎风 格式 可 以 更 合理 地 数 
值 模拟 流 场 信息 沿 着 特征 曲线 传播 的 方向 。 因 此 ， 适 当地 运用 迎风 格式 ， 可 以 计算 出 非常 陡 
的 间断 (只 占 两 个 网 格 的 宽度 ) ， 并 且 没 有 振荡 。 

利用 一 阶 波动 方程 (4-78) ， 也 许 能 够 为 迎风 差分 格式 的 原理 给 出 最 简单 的 解释 。 

池 +c 守 =0 (4-78) 

当 。 为 正 值 时 ， 该 方程 描述 了 一 个 波 沿 着 fi \ 

x 轴 正 向 传播 ， 如 图 11.3 所 示 。 图 中 还 显示 出 

速度 v 在 穿 过 这 个 波 时 ， 存 在 一 个 间断 。 根 据 
行 波 的 物理 意义 可 知 ， 图 11.3 中 网 格 点 i 处 的 
特性 ， 只 取决 于 流动 的 上 游 区 域 ， 即 网 格 点 i 
-1 处 的 特性 。 网 格 点 i-1 落 在 网 格 点 i 的 依 。 

赖 区 域 之 内 。 网 格 点 i+1 处 的 特性 并 不 影响 , 

网 格 点 i。 合 理 的 数值 格式 应 该 能 够 反映 这 一 

事实 。 然而， 如 果 将 9u/9x 用 中 心 差分 代 符 * 
[如 方程 (4-80) ] ， 网 格 点 i+1 的 特性 还 是 影 国 113 治 着 < 轴 正 向 传播 的 波 

响 到 了 网 格 点 i。 方程 (4-80) 给 出 的 差分 方程 会 导致 解 不 稳定 。 中 心 差分 带 来 了 不 正确 的 
信息 传播 ， 导 致 计算 结果 爆 掉 。 相 反方 程 (4.78) 如 果 采 用 单 侧 差分 ， 例 如 


Ou Ui Ui 
i (11-54) 
就 得 到 稳定 的 差分 方程 
| 
A = Te Ax (11-55) 


方程 (11-54) 所 示 的 单 侧 差 分 就 是 迎风 差分 -一 它 只 包含 了 位 于 网 格 点 i 的 依赖 区 域 之 内 
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的 点 。 因 此 ， 对 于 一 阶 波动 方程 (4-78), 方程 (11-55) 才 是 恰当 的 差分 方程 。 

由 方程 (11-55) 得 到 的 数值 结果 在 间断 附近 不 存在 振荡 。 然 而 方程 (11-55) 存在 一 些 
缺点 ， 它 只 有 一 阶 精度 而 且 耗 散 非常 大 。 这 就 意味 着 作为 一 个 时 间 相 关 的 函数 ， 在 ;=0 时 
刻 的 初始 间断 将 扩散 开 来 ， 如 图 114 所 示 。 虽 然 数值 解 单调 变化 (没有 振荡 )， 但 是 却 包含 
了 不 需要 的 耗 散 。 

为 了 减少 或 者 消除 这 种 不 利 的 性 质 ， 同 
时 又 要 保持 迎风 格式 的 优点 ， 在 过 去 的 十 年 
里 产生 了 许多 一 流 的 数值 算法 。 这 些 现代 算 
法 还 引出 了 一 些 专业 术语 ， 比 如 全 变 差 减 小 
(TVD) 格式 、 通 量 分 裂 、 通 量 限 制 器 、 戈 
杜 诺 夫 格式 和 近似 黎 曼 解 。 由 于 这 些 格式 都 
试图 正确 反映 信息 在 流 场 中 的 传播 ， 因 此 都 
被 纳入 迎风 格式 的 范畴 。 这 些 格式 涉及 严密 
的 数学 理论 ， 但 已 经 超出 了 本 书 的 范围 。 事 
实 上 ， 这 些 格式 本 身 的 机 理 也 超出 了 我 们 现 
在 的 范围 一 一 这 些 问 题 将 留 给 读者 在 进一步 
的 学 习 中 考虑 。 在 接 下 来 的 小 节 中 ,我们 只 
是 讨论 这 些 概 念 的 基本 性 质 ， 熟 悉 它 们 的 要 图 114 差分 方程 (11-55) 的 耗 散 性 质 
点 。 这 些 讨论 将 使 读者 很 容易 过 渡 到 更 深入 的 研究 中 去 。 


11.4.1 撩 通 量 分 裂 法 


为 了 介绍 矢 通 量 分 裂 法 的 思路 ,我 们 需要 了 解 线性 代数 中 和 矩阵 的 某 些 性 质 。 方程 (11- 
32) 给 出 了 矩阵 4 的 特征 值 A 的 定义 。 进 而 可 以 定义 给 定 特征 值 A; 所 对 应 的 特征 向 量 一 一 
列 向 量 二 的 解 


[LE] [A-AN] =0 (11-56) 
其 中 [5]" 是 列 向 量 上 的 转 置 ， 因此 [5]" 是 一 个 行 向 量 。 由 于 方程 (11-56) 中 4 入 
均 为 已 知 ， 因 此 直接 解 方程 (11-56) 就 可 以 得 到 L。 和 矩阵 4 的 不 同 特征 值 ， 对 应 着 不 同 的 
特征 向 量 。 在 式 (11-56) 中 ,由 于 [5]" 出 现在 矩阵 的 左边 ， 所 以 称 为 年 阵 4 的 左 特征 
向 量 。 有 多 少 特征 值 便 有 多 少 特征 向 量 ， 而 且 每 一 个 都 可 以 用 方程 (11-56〉 定义 。 现 在 我 
们 定义 矩阵 7， 它 的 道 矩阵 7 由 所 有 的 特征 向 量 构成 。 确 切 地 说 ， 和 矩阵 7 的 第 7 行 由 与 特 
征 值 A 对 应 的 左 特征 向 量 组 成 。 和 矩阵 了 可 以 将 矩阵 4 对 角 化 


7-147=[A] (11-57) 

其 中 [A] 是 对 角 和 矩阵 ， 其 对 角 线 元 素 为 4 的 特征 值 。 例 如 ， 如 果 和 矩阵 4 有 三 个 特征 值 ， 则 
A! 0 0 

[A]=|0 A, 0 (11-58) 
0 0 A 


我 们 不 去 证 明 方程 (11-57) ,但 是 你 们 必须 相信 它 是 正确 的 ， 或 者 求助 于 线性 代数 得 到 
其 证 明 。 首 先 在 式 (11-57) 等 式 两 边 左 乘 7， 然 后 再 在 两 边 右 乘 7- ， 得 
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4= 于 AZ (11-59) 
因此 ， 分 别 在 特征 值 矩 阵 的 左边 乘 以 7， 右边 乘 以 7 ， 可 以 重新 得 到 4。 
除了 上 面 这 些 公式 ， 我 们 注意 到 欧 拉 方 程 的 雅 可 比 矩 阵 4 还 有 一 个 有 趣 的 性 质 。 考 虑 
一 维 非 定常 流动 的 欧 拉 方程 
aU OF 
了 + 到 0 (11-7) 
正如 方程 (11-18) 所 描述 得 那样 ,4 是 下 的 雅 可 比 矩 阵 ，4 = 9F7/9U。 对 于 无 粘 流 ， 矢 
通 量 下 可 以 直接 由 其 雅 可 比 矩 阵 表 达 出 来 
F=AU (11-60) 
将 4 的 表达 式 (11-24) 和 U0 的 表达 式 (11-8) 直接 代入 方程 (11-60) 中 ， 得 到 的 结 
果 与 的 表达 式 (11-9) 相同 ， 从 而 验证 了 这 个 关系 式 〈 习 题 11-2) 。 
以 上 两 个 段落 所 表达 的 思路 可 以 综合 起 来 。 定 义 矩 阵 [A*] 和 [A ], 分别 由 4 的 正 、 
负 特 征 值 构成 。 例 如 ， 对 亚 声速 流 ， 方 程 (11-34a ~ c) 中 有 两 个 正 特 征 值 A, =w、A, =u+ 
c 和 一 个 负 特 征 值 A; =w -~c。 因 此 ， 在 这 个 例子 中 ， 和 定义 


uw 0 0 
[A*1=|I0 w+tec 0 


0 0 0 
和 
00 0 
[A-]=I0 0 0 
0 到 一 C 
参照 着 式 (11-59) ， 我 们 定义 4 和 4 为 
A* =7[A] 7 (11-61) 
和 . 
A- =7T[A ] 7 (11-62) 
利用 它们 ， 可 以 将 矢 通 量 分 裂 成 两 部 分 ， 和 下 
F=F* +F- (11-63) 
其 中 F* 和 FF 的 定义 类 似 于 式 (11-60) ,为 
F!+=A'U (11-64) 
F =A-U (11-65) 


于 是 ,方程 (11-7) 现在 可 写 为 


U oF: aF- 
] 9 (11-66) 
ot Ox Ox 


其 中 及 和 天 分别 由 式 (11-64) 和 式 (11-65) 定义 。 方程 (11-66) 是 矢 通 量 分 裂 的 一 
个 例子 。( 在 这 一 段 论述 中 ， 作 者 利用 了 如 下 事实 : [A']+[A ] =[A]。 这 样 才 能 保证 
4 +4 =4 和 F” +F = 从 而 将 方程 (11-7) 分 裂 成 式 (11-66)。 译 者 注 ) 。 

在 方程 (11-66) 中 ，F' 对 应 于 x 轴 正 向 的 通 量 ， 流 动 信息 以 正 特征 值 A =w 和 A,=u 
+c 的 速度 从 左 至 右 传播 。 因 此 ， 当 3F* /90 被 差分 形式 替换 时 ， 应 该 采用 向 后 差分 ， 因 为 
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三 仅 与 从 网 格 点 (i, j) 上 游 流 过 来 的 信息 有 关 。 同 样 地 ，F 对 应 于 x 轴 负 向 的 通 量 ， 流 
动 信息 以 负 特 征 值 A; =w -<e 的 速度 从 右 至 左 传播 。 因 此 ， 当 3F /9U 被 差分 形式 百 换 时 ， 
应 该 采用 向 前 差分 ， 因 为 仅 与 从 网 格 点 (i, 亡 下 游 流 过 来 的 信息 有 关 。 矢 量 通 量 格式 
是 一 种 迎风 格式 ， 正 是 由 于 这 个 原因 。 矢 通 量 分 裂 格式 是 一 种 试图 从 物理 上 正确 反映 信息 在 
流 场 中 的 传播 的 数值 算法 。 

在 现代 CFD 的 文献 中 ， 给 出 了 各 式 各 样 的 矢 通 量 分 裂 形 式 。van Leer 矢 通 量 分 裂 便 是 其 
中 之 一 。 该 方法 给 性 和 天 -加 上 了 一 些 条 件 ， 以 提高 当地 马赫 数 接近 于 1 时 数值 格式 的 性 
能 。 它 的 细节 超出 了 本 书 的 范围 ， 在 此 不 再 叙述 。 


11. 4.2 长 杜 诺 夫 (Godunov) 方法 


1959 年 ，S. K. Godunov 提出 了 一 种 求解 流体 流动 的 数值 算法 ， 它 在 原理 上 与 本 书 一 直 
讨论 的 有 限 差分 完全 不 同 。 不 是 直接 用 欧 拉 方 程 的 偏 微分 方程 形式 (通过 有 限 差分 方法 离 
散 ) 计算 流 场 数值 解 ， 戈 杜 诺 夫 建 议 对 流 场 中 的 每 个 局 部 区 域 采 用 欧 拉 方程 的 精确 解 ， 然 
后 再 合成 整个 流 场 。 假 想 你 进入 了 流 场 中 的 某 个 点 ， 环 顾 该 点 四 周 很 小 的 区 域 ， 那 么 你 仅 能 
看 到 在 那 块 区 域 里 有 效 的 局 部 流动 的 精确 解 。 如 果 将 所 有 局 部 区 域 流动 的 精确 解 拼 凑 在 一 
起 ， 将 得 到 完整 的 流 场 解 。 戈 杜 诺 夫 方法 的 思想 就 是 在 每 个 单元 上 求解 局 部 区 域 流动 的 欧 拉 
方程 ， 再 由 这 些 单元 上 的 解 组 成 全 流 场 的 解 。 为 了 得 到 整个 流 场 ， 需 要 将 许多 很 小 问题 的 局 
部 解 拼凑 起 来 ， 而 不 是 像 本 书 其 他 章节 那样 ， 对 偏 微分 或 者 积分 控制 方程 在 整个 空间 的 解 进 
行 广泛 扫描 。 

问题 : 什么 是 局 部 区 域 流动 的 精确 解 呢 ?看 起 来 所 奇怪 的 ， 它 的 管 案 与 所 谓 的 激 波 管 问 
题 有 关 。 因 此 ， 在 深入 讨论 之 前 ， 我 们 有 必要 考察 一 下 激 波 管 问题 。 

激 波 管 问题 : 激 波 管 流动 过 程 是 可 压缩 流 高 级 课程 中 的 一 个 研究 课题 。 在 这 本 书 里 面 ， 
我 们 假设 大 部 分 读者 对 激 波 管 问题 及 其 流动 过 程 还 不 熟悉 。 因 此 ， 这 一 节 的 目的 是 简要 地 描 
述 一 下 激 波 管 流动 的 重要 特征 。 

激 波 管 是 一 个 封闭 的 管道 ， 在 初始 时 刻 被 分 隔 成 一 个 高 压 段 (驱动 段 ， 压 力 为 p,) 和 
一 个 低压 段 (被 驱动 段 ， 压 力 为 p:) 如 图 11-5a 所 示 。 一 个 固体 薄膜 将 高 压 段 和 低压 段 隔 
开 。 此 时 激 波 管 中 的 压力 分 布 如 图 11-5b 所 示 。 整 个 管道 中 流动 速度 为 零 ， 高 压 段 和 低压 段 
的 初始 速度 均 为 w=0。 图 11-5a 和 b 描述 了 t=0 时 刻 的 初始 条 件 。 

假设 膜 片 在 瞬间 被 打破 。 初 始 时 不 连续 的 压力 将 以 非 定常 正 激 波 的 形式 向 右 传播 ， 波 速 
为 下， 如 图 11-5e 所 示 。 同 时 还 有 一 个 非 定常 等 炳 稀 朴 波 向 左 传播 ， 在 图 11-5c 中 也 能 看 到 。 
于 是 管道 内 的 气体 被 分 成 四 个 区 域 (图 11-5c) : 区 域 1 是 被 驱动 段 中 未 受 干 扰 的 一 部 分 ， 
压力 为 p,; 区 域 2 是 激 波 传播 过 程 中 经 过 的 区 域 ， 压 力 p, 等 于 正 激 波 后 的 压力 ;区 域 3 是 
稀 玖 波 传播 过 程 中 经 过 的 区 域 ， 压 力 p =p,， 因 此 区 域 2 和 区 域 3 不 允许 压力 有 间断 ;区域 
4 是 驱动 段 未 受 干扰 的 部 分 压力 p,。 区 域 2 和 区 域 3 有 着 相同 的 速度 和 压强 ， 但 是 由 于 区 域 
2 中 经 过 的 是 激 波 而 区 域 3 中 经 过 的 是 等 箭 稀疏 波 ， 因 此 这 两 个 区 域 中 的 箭 、 温 度 和 密度 是 
不 同 的 。 这 样 ， 区 域 2 和 区 域 3 就 被 一 个 接触 面 所 分 割 ， 如 图 11-5c 所 示 。 图 11-5c ~f 均 为 
某 一 个 时 刻 上 = 乒 >0 时 的 流 场 。 图 11-5d 为 压力 分 布 ， 图 11-5e 描述 了 由 于 有 波 经 过 原来 静 
止 的 气体 而 诱导 出 的 流动 速度 。 注 意 当 经 过 激 波 时 ，p 和 4 变 为 不 连续 的 ， 而 经 过 稀 朴 波 时 
它们 的 变化 是 连续 而 且 有 限 的 。 这 样 ， 当 激 波 向 右 传播 时 ， 始 终 是 一 个 间断 ; 而 稀疏 波 向 左 
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传播 时 ， 它 会 不 断 变 宽 〈 严 格 来 说 稀 朴 波 随时 间 巾 胀 ) 。 由 于 有 波 穿 过 ， 激 波 与 稀 朴 波 之 间 
的 气体 (区 域 2 和 区 域 3) 以 由 = 的 诱导 速度 开始 向 右 运动 。 速 度 穿 过 激 波 时 突然 变化 ， 
而 经 过 稀 朴 波 时 则 是 连续 地 (事实 上 是 线性 地 ) 增 大 。 注 意 ， 密 度 经 过 接触 面 时 是 不 连续 
的 ， 也 就 是 说 ps >p,， 如 图 11-5f 所 示 。 
图 11-5c 给 出 了 + = 二 时 激 波 、 
接触 面 以 及 稀 朴 波 的 瞬时 位 置 。 图 开动 & 。 ”被动 和 
11-6 给 出 了 激 波 、 接 触 面 以 及 稀 2 
朴 波 随时 间 发 展 的 轨迹 ， 也 就 是 所 下 
谓 的 波 图 。 有 时 也 称 为 * -+ 图 。 
图 11-6a 给 出 了 :=0 时 的 激 波 管内 2 
状态 ， 波 图 11-6b 给 出 了 t>0 时 妆 ， 
波动 和 接触 面 的 发 展 轨迹 。 » 
求 激 波 管内 流 场 (图 11-5 和 
图 11-6) 的 解 通常 被 称 为 黎 曼 问 =n 
题 , 它 是 以 德国 数学 家 内 左 传 揪 的 稀 贡 流 向 右 传播 的 激 波 
G. F, Bernhard Riemann 的 名 字 命 名 
的 ， 他 宁 1858 年 次 芝 二 区 这 
个 问题 。 求 解 黎 曼 问 题 可 以 直接 获 
得 一 维 非 定常 欧 拉 方程 组 的 解析 
解 ， 在 许多 可 压缩 流 的 教科 书 中 有 。 呈 二 -请 p, 


更 详尽 的 论述 。 

激 波 管 问题 和 戈 杜 诺 夫 方 法 的 
关系 : 对 于 本 书 中 讨论 过 的 数值 离 
散 解 ， 思 考 一 下 它们 的 本 质 。 利 用 
有 限 差分 法 计算 空间 每 个 离散 点 上 
的 流 场 参数 。 数 值 解 的 空间 分 布 实 
际 上 是 分 片 常数 。 也 就 是 说 ， 流 场 
变量 像 台阶 一 样 从 一 个 网 格 点 周围 
变 到 另 一 个 网 格 点 周围 ， 如 图 11-7 
所 示 。 图 中 给 出 了 某 个 流 场 的 速度 
4 在 x 方向 上 分 布 时 间 推 进 求解 过 
程 中 第 n 个 时 间 层 上 的 空间 变化 。 
这 种 分 布 是 前 面 讨论 过 的 有 限 差分 
和 有 限 体 积 数值 解 的 本 质 特征 。 


d) 


密度 


a 
ps 
p2 
p 1 全 
x 


图 11-5 激 波 管 流 场 的 示意 图 


仔细 观察 图 11-7 ， 如 果实 际 中 存在 这 样 的 wx 分布， 将 会 引发 一 系列 的 小 激 波 管 流动 ， 每 
一 个 小 激 波 管 性 质 如 前 所 叙述 。 图 11-8 在 的 分 段 变 化 上 增加 了 一 些小 的 波 图 。 例 如 ， 穿 
过 界面 a 时 , 会 有 一 道 弱 激 波 向 右 传播 ， 进 入 以 点 i 为 中 心 的 区 域 。 穿 过 界面 5b 时， 会 有 一 
道 稀 玖 波 向 左 传播 ， 也 进入 这 一 区 域 。 因 此 ， 网 格 点 i 处 第 n+1 个 时 间 层 上 的 值 we*! 可 以 
用 这 些 从 左 和 从 右 进入 的 波 的 流动 参数 的 平均 值 来 计算 。 图 11-9 中 第 n+1 个 时 间 层 上 
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zi、 下 ”和 罗 生 的 新 值 〔 实 线 ) 是 为 了 和 在 第 n 个 时 间 层 上 的 旧 值 (虚线 ) 进行 比较 ， 
形象 地 说 明了 这 一 点 。 

看 看 我 们 正在 做 的 事情 ! 用 局 部 黎 曼 问题 ( 激 波 管 问 题 ) 的 精确 解构 成 整个 流 场 的 数 
值 解 ， 其 中 的 黎 曼 问题 本 身 又 是 局 部 流动 区 域 的 一 维 非 定常 欧 拉 方 程 的 精确 解 。 这 正 是 戈 杜 
诺 夫 方法 的 基本 思路 。 前 面 提出 的 问题 也 就 有 了 明确 的 答案 。 局 部 流动 区 域 的 精确 解 是 什 
么 ? 答案 是 ; 局 部 黎 曼 问题 的 解 。 


图 11-6 波 的 传播 图 11-7 ”时间 推 进 算法 中 第 = 个 
时 刻 的 分 段 常数 变化 


ii 激流。 。。” 接触 面 SN、 稀 琶 波 


图 11-8 每 个 网 格 界 面 处 的 黎 曼 问题 图 11-9 第 ”+1 个 时 刻 的 分 段 常 数 变化 
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小 结 : 关于 戈 杜 诺 夫 方法 的 思路 就 介绍 到 这 里 。 实 际 应 用 戈 杜 诺 夫 方法 的 时 候 还 有 一 些 
细节 问题 ， 这 已 经 超出 了 本 书 的 范围 ， 我 们 只 是 讨论 该 方法 的 一 般 原 理 。 要 特别 指出 的 是 ， 
戈 杜 庶 夫 方法 是 一 种 迎风 方法 。 在 流 场 的 区 域 中 应 用 黎 曼 问题 的 解 ， 数 值 解 已 从 物理 上 考虑 
了 流 场 中 信息 的 正确 传播 。 

还 应 该 注意 局 部 黎 曼 问题 的 解 涉及 了 欧 拉 方程 的 解 ， 而 欧 拉 方程 是 非 线 性 的 。 所 以 这 种 
做 法 很 花 机 时 的 。 为 了 尽量 减少 计算 时 间 ， 很 多 科研 工作 者 建议 在 戈 杜 诺 夫 方法 中 采用 黎 曼 
问题 的 近似 解 。 求 近似 解 的 计算 效率 更 高 。 值 得 一 提 的 是 ， 黎 曼 近 似 解法 是 由 Osher 和 Roe 
在 1980 年 同时 提出 来 的 。 


11.4.3 注释 


本 节 中 讨论 的 迎风 格式 只 有 一 阶 精度 。 这 些 一 阶 精 度 的 方法 在 间断 ( 激 波 和 接触 面 ) 
附近 的 数值 解 是 单调 变化 的 ， 也 就 是 说 ， 在 这 些 间 断 的 周围 数值 解 没有 振荡 。 这 是 其 优点 ! 
但 是 这 些 一 阶 格式 是 耗 散 的 ， 总 是 试图 将 流 场 中 的 变化 抹 平 ， 尤 其 是 在 接触 间断 附近 。 这 是 
其 缺点 ! 在 下 一 节 中 将 讨论 减轻 耗 散 效应 的 一 种 方法 ， 即 二 阶 迎 风格 式 。 


11.5 二 阶 迎风 格式 


11.4 节 讨 论 的 迎风 格式 ， 由 于 在 矢 通 量 分 裂 方 法 中 采用 一 阶 单 侧 差 分 或 是 在 总 杜 诺 夫 
方法 中 假设 网 格 单元 内 的 流动 参数 是 常数 ， 所 以 这 些 方法 只 有 一 阶 精度 。 在 以 下 的 讨论 中 将 
消除 这 些 限 制 。 

对 于 单 侧 差分 ， 可 以 使 用 二 阶 精度 的 单 侧 差 分 ， 例 如， 方程 〈4-29) 就 是 。 根 据 这 一 结 
果 , 在 x 方向 我 们 有 


Ou -3u; +4u,1 - Ui,2 
Es) 2Ax (11-67) 
它 适 用 于 信息 从 右 向 左 传播 到 i 点 的 情形 。 类 似 地 
Ou 3ui —4u,_1 +u,.2 
(于 2Ax (1168) ， 
则 适用 于 信息 从 左 向 右 传 播 传 人 到 点 的 情形 。 
用 上 式 代 替 一 阶 波动 方程 有 限 差分 式 (11-55 ) ， 
可 写成 

了 3ui? 一 42 十 已 -3 

= -ec FAx (11-69) 

方程 (11-69) 就 是 一 个 二 阶 迎风 差分 格式 。 

在 胡 杜 诺 夫 格 式 中 ， 假 设 穿 过 给 定 网 格 单元 
的 流动 参数 是 线性 的 ， 例 如 ， 图 11-7 所 示 的 分 
段 常数 可 用 图 11-10 的 分 段 线性 变化 来 代 埠 。 再 2 
对 这 种 分 布 采用 一 种 合适 的 局 部 黎 曼 解 算 器 。 

这 些 二 阶 迎 风格 式 都 存在 一 个 问题 。 用 这 些 图 11-10 第 = 个 时 刻 的 分 段 线性 
格式 得 到 的 数值 解 在 间断 附近 存在 振荡 ， 与 二 阶 变化 (二 阶 总 杜 诺 夫 方法 》 
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精度 的 中 心 差分 格式 相似 。 采 用 11. 4 节 讨 论 的 一 阶 迎 风格 式 时 ， 振 荡 消 失 ， 主 要 是 因为 格 
式 的 一 阶 精度 而 不 是 迎风 原则 ; 采用 二 阶 迎 风格 式 消除 解 的 耗 散 时 ， 振 葛 又 重新 出 现 了 。 这 
验证 了 一 名 格言 : 生活 中 没有 一 件 事 情 是 简单 的 ， 但 是 我 们 不 能 放弃 。 在 CFD 领域 ， 碰 到 
这 种 情况 时 也 不 要 放弃 。 相 反 ， 解 决 这 个 问题 的 努力 导致 了 一 种 新 的 算法 : 高 分 辩 率 格式 。 
下 面 将 讨论 这 些 格式 的 思路 。 


11.6 高 分 辩 率 格式 一 一 TVD 与 通 量 限制 器 


为 简单 起 见 ， 考 虑 以 下 模型 方程 ， 它 类 似 于 守恒 形式 的 欧 拉 方程 ， 即 
WY 0 (11-70) 
Ot 0x 
其 中 f=f(w)。 考 察 第 nn 个 时 间 层 上 w 随 x 的 变化 。 假 设 在 * 方向 任意 给 定 的 点 上 ， 第 了 个 
时 间 层 的 wu 及 其 导数 9u/9x 都 是 已 知 的 。 控 制 方程 (11-70) 物理 解 有 一 个 重要 而 有 趣 的 特 
性 : 1 9u/9x1 在 整个 区 域 的 积分 不 会 随时 间 增 加 。 这 个 积分 叫 总 变 差 ， 记 作 TV， 即 


| 


dx (11-71) 


ou 
Ox 


因此 ， 对 于 真正 的 物理 解 ，TV 不 会 随时 间 增 加 。 方 程 (11-70) 的 数值 解 ，9u/9x 可 离散 成 
Cari — Ui)/Ax, 则 方程 (11-71)》 可 写成 


| TV(u) = 之 | ~ ul (11-72) 


其 实 , 式 (11-72) 定义 的 就 是 离散 数值 解 在 x 方向 的 总 变 差 。 在 第 n 个 时 间 层 和 第 n+1 个 
时 间 层 计算 的 总 变 差 分 别 用 TV(w*) 和 TV(w"*) 代表 。 如 果 


TV(w*') <TV(u") (11-73) 


这 种 方法 就 叫 总 变 差 碱 小 (TVD) 格式 。 从 以 上 的 讨论 可 知 : 如 果 一 个 数值 解 能 正确 地 反 
映 一 个 给 定 流 场 的 物理 现象 ， 它 的 计算 格式 就 应 该 具有 TVD 性质。 

一 个 不 连续 的 真实 流 场 ， 比 如 激 波 ， 在 间断 附近 并 没有 振荡 。 然 而 用 许多 数值 方法 计算 
这 类 流 场 时 ， 确 实 存在 着 振荡 ， 这 些 振 范 完 全 是 数值 方法 引起 的 。 根 据 上 面 的 讨论 ， 任 何 有 
振荡 的 数值 方法 都 不 能 满足 TVD 条 件 ， 例 如 我 们 在 前 儿 章 所 强调 的 中 心 差分 格式 就 不 是 
TVD 格式 ,在 11.5 节 讨 论 的 二 阶 迎风 格式 也 不 是 TVD 格式 。 而 在 11. 4 节 讨论 的 一 阶 迎风 
格式 在 不 连续 处 不 会 引起 振荡 ， 能 满足 TVD 条 件 。 

为 了 利用 二 阶 差分 格式 的 优点 ， 同 时 又 不 产生 非 物 理 振 荡 ， 要 修改 二 阶 差分 方法 以 满足 
TVD 条 件 。 过 去 十 年 里 ，CFD 领域 的 许多 研究 人 员 --- 直 以 此 为 目标 ， 通 过 努力 ， 得 到 了 许 
多 具有 二 阶 精度 〈 一 些 条 件 下 ， 还 高 于 二 阶 精度 ) 的 现代 TVD 格式 ， 这 些 方法 构成 了 CFD 
算法 研究 的 前 沿 。 虽 然 这 些 最 新 格式 的 细节 不 是 本 书 所 要 详细 讨论 的 ， 但 在 未 来 的 CFD 研 
究 中 ， 它 仍然 是 一 个 值得 探索 的 领域 。 

根据 TVD 格式 的 基本 原理 ， 它 们 所 起 的 作用 和 人 工 烙 性 项 (6.6 节 ) 有 显著 不 同 。 如 
果 某 种 格式 结合 了 TVD 的 性 质 ， 就 能 够 直接 抑制 数值 振荡 的 产生 ， 这 是 鉴于 这 些 基 本 差分 
格式 结合 了 TVD 的 性 质 。 这 就 与 6. 6 节 讨论 的 人 工 粘 性 形成 对 照 。 例 如 ， 不 具有 TVD 性 质 
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的 中 心 差分 格式 无 论 如 何 都 会 产生 振荡 ， 添 加 和 人工 粘性 项 只 能 抑制 振荡 ， 但 不 能 完全 消除 振 
葛 。 从 这 方面 来 说 ， 人 工 粘性 项 的 作用 是 对 基本 数值 格式 产生 的 振荡 进行 “过 滤 ”。 

最 后 ， 我 们 要 指出 使 二 阶 格式 成 为 TVD 格式 的 一 个 方法 : 给 差分 方程 的 某 些 项 (这些 
项 与 通 量 有 关 ) 乘 上 一 个 合适 的 非 线性 函数 ， 使 得 差分 方程 满足 不 等 式 〈11-73) 所 描述 的 
TVD 条 件 。 应 用 这 些 非 线性 函数 的 目的 在 于 限制 二 阶 格式 中 梯度 的 振幅 ， 以 便 满 足 TVD 条 
件 。 这 些 函 数 通 过 修改 差分 方程 中 的 通 量 项 来 限制 梯度 ， 所 以 很 自然 地 叫做 通 量 限 制 器 。 通 
量 限 制 器 在 现代 CFD 算法 中 应 用 广泛 ,读者 在 将 来 的 CFD 学 习 中 会 经 常 碰 到 。 


11.7 一 些 结果 


回 到 图 11-5 所 示 的 激 波 管 流 动 。 假 设 流动 是 一 维 的 ， 就 可 根据 激 波 捕 提 原理 ， 通 过 数 
值 求解 非 定常 一 维 欧 拉 方 程 得 到 流动 的 解 〈( 对 于 量 热 完 全 气体 ， 该 问题 有 解析 解 )。 仔 细 研 
究 图 11-5 就 会 发 现 ， 流 动 包含 激 波 、 接 触 面 和 稀 流 波 。 因 此 ， 要 研究 求解 欧 拉 方程 的 各 种 
数值 方法 的 性 质 ， 这 是 一 个 很 好 的 模型 问题 。 

根据 我 们 对 各 种 一 阶 和 二 阶 迎 风格 式 的 讨论 ,可 以 用 这 些 差 分 格式 求解 激 波 管 问题 ,用 计 
算 结 果 来 评估 它们 的 性 能 。 用 11. 4. 1 小 节 讨论 的 一 阶 迎风 矢 通 量 分 裂 计算 的 结果 见 图 11-11。 


100 x1054 


图 11-11 激 波 管 问题 的 解 : 矢 通 量 分 裂 格式 〈 时 刻 : 6. 2ms) 
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图 中 比较 了 破 膜 6. 2ms 后 的 数值 解 ( 离散 点 ) 和 解析 解 ( 实 线 ) ,包括 压力 、 密 度 .速度 以 及 马赫 
数 的 分 布 。 这 些 数值 结果 显示 出 以 下 特点 : 

1) 数值 结果 没有 振荡 ， 尤 其 是 在 两 个 间断 ( 激 波 和 接触 面 ) 附近 ， 流 动 参数 是 单调 无 
振荡 的 (注意 : 所 有 流动 参数 在 激 波 处 都 是 不 连续 的 。 而 在 接触 面 上 ， 压 力 和 速度 连续 ， 
只 有 密度 和 马赫 数 是 间断 的 ) 。 没 有 数值 振荡 是 前 面 描 述 的 一 阶 迎 风格 式 的 特点 。 

2) 在 穿 过 激 波 处 ,数值 解 有 轻微 的 抹 平 ， 而 在 接触 面 附 近 则 有 明显 的 抹 平 ， 这 些 抹 平 
是 由 一 阶 格式 的 耗 散 性 导致 的 ， 这 是 这 种 格式 不 尽 如 人 意 的 地 方 。 

再 考虑 一 个 二 阶 迎 风格 式 ， 这 个 格式 借助 通 量 限制 器 具有 了 TVD 性 质 。 二 阶 迎 风格 式 
的 解 见 图 11-12， 图 中 比较 了 破 膜 6. lms 后 的 数值 解 (离散 点 ) 和 解析 解 〈 实 线 ) ， 包 括 压 
力 、 密 度 、 速 度 以 及 马赫 数 的 分 布 ( 破 膜 后 6. 1ms 和 6. 2ms 的 流 场 差别 很 小 ， 因 此 将 这 里 
的 结果 和 上 面 一 阶 格式 的 结果 做 比较 是 合理 的 ) 。 数 值 解 有 以 下 特点 : 

1) 数值 结果 没有 振荡 ， 原 本 二 阶 格式 应 该 会 出 现 的 振荡 被 通 量 限 制 器 完全 抑制 住 了 。 

2) 同时 ， 二 阶 格式 没有 一 阶 格式 (图 11-11) 那样 大 的 耗 散 。 因 此 ， 数 值 解 和 解析 解 
吻合 得 很 好 ， 参 见 图 11-12。 

通过 比较 图 11-11 和 图 11-12 的 结果 可 知 ， 二 阶 TVD 格式 的 结果 更 优越 ， 尤 其 是 在 接触 
面 附近 。 图 11-12 所 示 的 结果 是 典型 的 高 阶 TVD 格式 的 计算 结果 ， 代 表 了 现代 CFD 的 研究 


压力 /Pa 
定 
S 


c) 0 
图 11-12 激 波 管 问题 的 解 ， TVD 格式 (时刻 ，6. lms) 
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水 平 。 


11.8 多 重 网 格 法 


大 多 数 CFD 算法 使 用 迭代 或 者 时 间 推 进 的 方法 ， 这 就 要 求 多 次 扫描 流 场 ， 如 6.2 节 和 
6. 3 节 的 描述 ， 第 7 章 应 用 的 时 间 推 进 方法 就 是 这 样 的 一 个 例子 ， 在 6. 5 节 介 绍 的 松弛 迭代 
是 另 一 个 例子 。 多 重 网 格 技术 可 以 大 大 加 速 这 些 格式 的 收 往 ， 已 大 量 应 用 于 流 场 的 求解 过 
程 。 在 现代 CFD 的 某 些 领域 ， 尤 其 是 跨 声 速 流 的 计算 ， 多 重 网 格 法 已 成 为 必 备 的 方法 。 

多 重 网 格 的 基本 原理 是 先 在 细 网 格 上 和 迭代， 然后 将 这 些 结 果 用 到 一 系列 粗 网 格 上 。 粗 网 
格 的 网 格 点 较 少 ， 因 此 流 场 扫描 的 计算 量 更 少 ， 节 省 了 计算 时 间 。 然 后 再 将 粗 网 格 的 结果 返 
回 到 细 网 格 ， 重 复 足 够 的 时 间 步 ， 直 到 在 细 网 格 上 得 到 令 人 满意 的 收敛 结 果 。 

从 数学 上 看 ， 多 重 网 格 的 优点 就 是 抑制 整个 流 场 的 数值 误差 ， 回 想 一 下 4. 5 节 开 始 部 分 
所 讨论 的 数值 误差 ， 这 些 误 差 能 传 到 整个 流 场 的 数值 解 上 。 考 虑 只 有 x 方向 的 一 维 问题 ， 误 
差 的 波长 不 等 ， 最 小 为 Aw =2Ax， 最 大 到 和 A, = 工 。 其 中 Ax 表示 x 方向 两 个 相 邻 网 点 之 间 
的 距离 ，L 是 整个 流 场 在 x 方向 上 的 长 度 。 波 长 在 A, 附近 的 误差 叫 高 频 误差 .波长 在 Au 
附近 的 误差 叫 低频 误差 。 对 于 一 个 稳定 的 解 ， 所 有 频率 的 误差 〈 高 频 、 低 频 或 中 频 ) 在 迭 ， 
代 或 推进 的 过 程 中 都 会 衰减 。 但 大 多 数 情况 都 是 高 频 误 差 比 低频 误差 衰减 得 更 快 。 因 此 ， 如 
果 能 加 快 抑制 低频 误差 ， 和 迭代 的 收敛 速度 就 能 大 大 加 快 。 设 想 在 细 网 格 进行 一 些 和 迭代 后 ， 将 
中 间 结 果 应 用 到 粗 网 格 ， 高 频 误差 在 粗 网 格 上 就 会 自然 丢失 或 被 屏蔽 。 由 于 Ax 变 大 ，Aw 
=2Ax 也 相应 地 变 大 ， 所 以 低频 误差 也 比 在 细 网 格 上 衰减 得 更 快 。 因 此 ， 越 粗 的 网 格 ， 对 低 
频 误 差 越 容易 抑制 。 当 粗 网 格 上 的 中 间 解 返回 到 细 网 格 时 ， 低 频 误 差 会 比 细 网 格 上 迭代 同样 
步 数 后 的 结果 更 小 。 

至 于 数据 如 何 正 确 地 在 粗 网 格 和 细 网 格 之 间 传 输 ， 本 书 就 不 介绍 了 。 


11.9 小 结 


本 章 给 读者 介绍 了 现代 CFD 的 一 些 概念 及 术语 ， 我 们 介绍 和 讨论 了 下 面 一 些 问 题 : 

局 部 线性 化 

雅 可 比 矩 阵 及 其 特征 值 

近似 因子 分 解法 

迎风 格式 

矢 通 量 分 裂 法 

基于 波 通 量 的 方法 一 一 黎 曼 方法 

总 变 差 减 小 (TVD) 格式 

通 量 限 制 器 

多 重 网 格 技术 

请 看 一 下 这 个 单子 ， 如 果 不 能 想起 每 一 项 的 基本 概念 ， 就 回 到 相应 的 节 进 行 复习 。 

前 面 的 十 章 讲述 了 CFD 的 基本 概念 ， 它 们 构成 了 现代 CFD 的 基础 。 这 一 章 有 几 节 讲述 
了 现代 CFD， 但 这 一 章 的 目的 不 是 给 读者 详细 地 讲述 每 个 细节 。 事 实 上 ， 读 者 不 可 能 仅仅 
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根据 这 一 章 讲述 的 内 容 就 可 以 学 会 如 何 应 用 这 些 现 代 算法 ， 作 者 只 是 希望 当 你 进一步 研究 和 
阅读 CFD 方面 的 文献 时 ， 能 给 你 一 点 启示 。 这 一 章 基 本 上 是 在 讨论 ， 介 绍 了 现代 CFD 的 一 


些 概 念 ， 但 尽量 少 涉 及 细节 。 我 们 鼓励 读者 把 所 有 的 精力 用 在 更 高 深 的 、 更 进一步 的 概念 
上 。 


习题 
11-1 从 方程 (11-26) 导出 方程 (11-28 ) 。 
11-2 用 方程 (11-8) 、 方 程 (11-9) 及 方程 (11-24) 验证 方程 (11-60)。 


第 72 章 
计算 流体 力学 的 未 来 


12.1 再 论 CFD 的 重要 性 


现在 读者 对 CFD 的 理解 和 认识 已 经 达到 了 一 个 新 的 水 平 。 让 我 们 再 次 讨论 一 下 本 书 开 
始 时 讨论 的 一 些 原理 ， 即 本 书 的 1.1 节 《事实 上 ， 在 现 阶段 ， 建 议 读者 重新 阅读 第 1 章 一 一 
这 次 将 比 你 第 一 次 阅读 更 有 意义 ) 。 需 要 特别 强调 的 是 ，CFD 是 流体 力学 里 新 生 的 “第 三 种 
方法 ”， 它 与 单纯 的 理论 方法 和 单纯 的 试验 方法 平等 地 享有 同样 的 地 位 。 计 算 流 体力 学 和 我 
们 同 在 ， 它 的 重要 性 只 会 随 着 时 间 不 断 增长 。 不 管 你 将 来 要 从 事 哪 个 研究 方向 ， 你 对 CFD 
的 理解 都 是 大 有 神 益 的 。 不 管 你 最 终 成 为 一 个 试验 师 、 理 论 家 、 经 理 还 是 教师 ， 或 者 是 从 事 
流体 力学 研究 的 任何 一 个 职位 ， 你 的 生活 都 将 受到 CFD 的 影响 。 如 果 你 选择 在 CFD 的 领域 
里 进一步 深造 ， 并 致力 于 成 为 一 名 CFD 专家 ， 那 么 这 本 书 将 成 为 你 的 第 一 级 台阶 。 不 管 怎 
样 ， 笔 者 都 强烈 地 感觉 到 你 通过 本 书 学 习 CFD 所 付出 的 努力 都 能 在 现在 或 将 来 的 职业 生涯 
中 得 到 回报 。 鉴 于 CFD 的 重要 性 和 它 的 飞速 发 展 ， 我 的 这 种 感觉 绝 不 会 错 。 

在 本 章 余下 的 内 容 中 ， 我 们 将 考虑 CFD 的 未 来 。 在 某 种 意义 上 ， 本 章 是 第 1 章 的 延续 ， 
特别 是 在 第 1 章 的 内 容 已 被 中 间 各 章 大 大 地 充实 了 之 后 的 一 种 延续 。 


12.2 CFD 中 的 计算 机 图 形 学 


此 处 我 们 插入 一 个 额外 的 但 又 是 非常 重要 的 话题 。 在 第 7 章 到 第 10 章 中 讨论 和 求解 的 
流 场 不 是 一 维 流动 就 是 二 维 流动 。 因 此 ， 计 算得 到 的 数据 量 不 大 ， 用 图 形 和 表格 表达 这 些 数 
据 还 是 相对 简单 的 。 但 是 对 三 维 流动 就 不 行 了 。 新 增 的 第 三 维 使 得 数据 量 成 数量 级 地 增长 ， 
合理 地 用 图 形 表达 这 些 数 据 就 需要 更 多 的 想法 和 努力 〈 用 表格 表达 三 维 数据 绝对 行 不 通 ) 。 
这 种 情况 推动 了 计算 机 图 形 学 的 大 量 研究 和 整个 学 科 的 发 展 。 计 算 机 图 形 学 是 一 门将 数据 在 
计算 机 显示 器 的 二 维 屏幕 上 以 清楚 而 有 意义 的 方式 表达 出 来 的 艺术 。 计 算 机 图 形 学 是 一 门 独 
立 的 学 科 ， 有 许多 这 方面 的 专著 。6.9 节 对 这 门 学 科 进 行 了 一 些 讨论 。 好 的 计算 机 图 形 学 对 
于 有 效 地 进行 CFD 实 三 是 非常 重要 的 。 当 你 更 加 深入 地 进行 CFD 研究 和 工作 时 ， 当 你 想 要 
检验 数据 的 时 候 ， 你 很 快 就 会 对 优秀 的 图 形 显示 包 ( 软件) 的 价值 深 有 体会 。 当 你 阅读 本 
章 余下 部 分 的 时 候 ， 请 留意 各 种 风格 的 图 像 以 及 它们 对 数据 的 展示 ， 这 些 都 是 现代 计算 机 图 
形 学 与 CFD 结合 的 例子 。 特 别 要 注意 等 值 线 图 ， 它 在 表示 CFD 结果 时 特别 有 用 。 等 值 线 图 
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就 是 在 二 维 或 者 三 维 空间 参数 取 常 数 的 线 ， 压 力 等 值 线 就 是 压力 为 常数 的 线 ， 密 度 等 值 线 就 
是 密度 为 常数 的 线 ， 等 等 。 等 值 线 密集 的 区 域 就 是 流动 参数 快速 变化 的 地 方 。 也 就 是 说 ， 等 
值 线 图 中 黑 的 区 域 就 是 流 场 梯度 大 的 地 方 。 因 此 ， 除 了 表示 定量 的 数据 以 外 ， 等 值 线 图 是 极 
好 的 流 场 显示 图 。 读 者 将 可 以 在 本 章 中 看 到 许多 各 种 各 样 的 等 值 线 图 。 

最 后 ， 我 们 发 现 ， 现 代 CFD 是 彩色 图 的 大 用 户 。 彩 色 图 用 不 同 的 颜色 来 表示 不 同 大 小 
的 流 场 参数 。 在 彩色 等 值 线 图 中 等 值 线 被 浓度 连续 变化 的 色彩 所 代 蔡 ， 因 此 整个 流 场 图 变 成 
一 张 连续 的 “绘画 ”。 这 种 彩色 图 有 些 相当 漂亮 一 一 简直 就 是 艺术 作品 。 


12.3 CFD 对 飞行 器 设计 的 影响 


计算 流体 力学 已 经 对 飞行 器 的 设计 产生 了 很 大 的 影响 。 美 国 国 家 研究 委员 会 最 近 的 一 项 
预测 称 ,CFD 将 在 未 来 的 十 年 成 为 空气 动力 学 设计 的 关键 技术 。 毫 无 疑问 ,CFD 的 主要 作用 
是 加 强 所 有 和 流体 有 关 的 机 械 装置 的 设计 能 力 。 在 1.3 节 中 讨论 了 CFD 在 设计 中 所 起 的 作 
用 ,在 进一步 探讨 之 前 我 们 先 来 回顾 一 下 。 本 节 的 目的 就 是 在 1.3 节 的 基础 上 作 进 一 步 阐 述 。 

今天 ，CFD 已 经 用 于 飞机 的 全 机 三 维 流 场 计 算 。 图 16 和 图 1-7 就 展示 了 一 个 极 好 的 例 
子 : 对 诺 斯 罗 普 公司 F 一 20 战斗 机 ， 利 用 显 式 有 限 体积 格式 求解 非 定常 三 维 殉 拉 方程 ， 从 而 
得 到 全 机 的 绕 流 。 这 种 绕 整 个 飞机 外 形 的 全 流 场 计 算是 加 强 飞 机 总 体 设 计 能 力 的 一 个 重要 步 
又 。 借 助 这 种 方式 ， 设 计 一 架 新 飞机 所 需要 的 风 洞 试验 次 数 大 大 减少 ,“ 测 试 ” 各 种 设计 方 
案 和 参数 的 重担 由 CFD 承担 。 

图 16 和 图 177 所 展示 的 计算 结果 ， 虽 然 是 全 机 绕 流 ,但 却 是 一 个 无 烙 流 (来 自 欧 拉 
解 ) 。 下 一 个 重要 进展 是 用 纳 维 -斯 托 克 斯 方程 求解 全 机 绕 流 的 完整 的 解 ， 也 就 是 完全 的 粘 流 
解 。 这 一 成 果 已 经 实现 。Shang 和 Scherr 在 1986 年 第 一 次 应 用 完全 纳 维 -斯 托 克 斯 方程 求解 
全 机 外 形 绕 流 。 该 飞机 为 图 12-1 所 示 的 X 一 24C 超声 速 试验 机 。 作 为 得 到 结果 的 例子 ， 图 
12-2 中 给 出 了 计算 的 表面 流 线 。 由 于 外 形 是 对 称 的 ， 因 此 这 里 只 显示 了 半 个 飞机 的 流 线 。 
计算 采用 了 本 书 6. 3 节 介 绍 的 ， 并 在 整个 第 7 章 中 使 用 的 时 间 推 进 显 式 麦 考 马克 有 限 差 分 方 
法 ， 并 使 用 了 5.7 节 介 绍 的 椭圆 型 方法 生成 网 格 。 计 算 中 使 用 了 50 多 万 个 网 格 点 。 任 何 赞 
誉 都 不 足以 用 来 评价 这 次 计算 的 开创 性 ， 它 实现 了 CFD 长 期 以 来 追求 的 一 个 重要 目标 


图 12-1 X 一 24C 高 超声 速 试验 机 的 三 视图 
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对 全 机 流 场 采用 完全 纳 维 -斯 托 克 斯 方程 求解 。 今 天 ， 这 样 的 计算 已 经 有 很 多 了 ， 但 Shang 
和 Scherr 是 第 一 个 实现 这 个 目标 的 人 。(Joe Shang 是 笔者 在 俄亥俄 州立 大 学 读 研究 生 时 的 同 
学 ， 笔 者 为 有 这 样 一 个 同学 而 感到 骄傲 。) 
另 一 个 全 机 纳 维 - 斯 托 克 斯 解 的 例子 是 
德国 Messerschmett-Bolkow-Blohm 的 Schroder 
和 Mergler 完成 的 。 德 国人 采用 了 基于 San- 
ger 概念 的 多 机 外 形 ， 因 此 该 计算 在 某 种 意 
义 上 可 以 说 的 确 是 “ 双 机 计算 ”。 这 种 飞行 
器 通常 被 称 为 航天 运输 系统 (STS) ， 它 的 
三 维 外 形 如 图 12-3 所 示 。 图 中 可 以 看 到 一 
个 大 的 第 一 级 运载 器 和 一 个 较 小 的 用 于 进入 
空间 轨道 飞行 的 第 二 级 ; 第 二 级 装配 在 第 一 
级 的 上 面 。 这 种 两 级 入 轨 升 力 体 飞行 器 的 概 
念 是 1929 年 由 一 个 叫 Eugen Sanger 的 奥 地 
利 工程 师 提 出 来 的 。 在 二 战 爆发 前 的 十 多 年 


间 ， 他 一 直 致 力 于 这 种 想法 。 近 年 来 ， 德 国 0 04 03 02 01 00 
人 已 经 接受 了 这 种 概念 。 图 124 给 出 了 这 
个 外 形 的 高 超声 速 绕 流 流 场 的 CFD 计算 结 图 12-2 X 一 24C 表面 流 线 的 计算 结果 


果 。 图 124 对 比 了 在 马赫 数 为 6 的 自由 来 流下 无 粘 流 〈 欧 拉 解 ) 和 粘性 流 〈 纳 维 -斯 托 殉 斯 
解 ) 的 计算 结果 。 这 些 计 算 使 用 了 11.6 节 介 绍 过 的 、 采 用 Roe 平均 的 二 阶 精度 高 分 辩 率 
TVD 格式 。 图 124 的 左 侧 是 STS 的 侧 视图 ， 从 上 到 下 分 别 是 飞行 器 第 二 级 攻 角 为 Aa =0?、 
2 和 4 的 情况 。 飞 行 器 第 一 级 的 攻 角 为 零 。 (根据 对 图 124 的 观察 ， 飞 行 器 两 级 的 攻 角 不 
同 ， 是 因为 飞行 器 在 装配 时 两 级 之 间 有 一 个 角度 ， 这 个 角度 是 可 调 的 。 一 一 译 者 注 ) 图 12- 
4 给 出 了 流 场 的 密度 等 值 线 。 在 图 124a 的 侧 视图 中 ， 可 以 看 到 飞行 器 两 级 的 激 波形 态 ， 并 
且 显 示 了 在 Aa =2" 和 和 4? 时， 第 一 级 的 弓形 激 波 撞 到 第 二 级 的 头 部 ， 但 是 在 Aa =0° 时 却 绕 过 
了 第 二 级 的 头 部 。 此 外 ， 图 中 还 清楚 地 显示 了 飞行 器 两 级 之 间 的 缝隙 里 激 波 波 系 的 反射 和 相 
互 影响 。 图 124a 是 无 粘 流 的 结果 。 还 进行 了 粘性 的 计算 ,其 中 激 波 的 波 系 结构 与 图 124a 
只 有 很 小 的 差别 。 原 因 是 雷诺 数 很 大 。 在 机 身 总 长 71. Im 时 ， 可 达 Re =2.98 x10 。 现 在 想 
象 一 下 ， 有 一 个 垂直 于 图 124a 的 平面 在 下 游 x =68. 42m 的 地 方 将 流 场 切 开 ， 这 个 平面 称 为 
横流 截面 。 图 124b 给 出 了 同样 在 Aa =0*、2°* 和 4° 三 种 情况 下 横流 截面 的 密度 等 值 线 图 。 
图 124b 还 比较 了 粘性 流 (每 幅 图 的 右 半边 ) 和 无 粘 流 〈 每 幅 图 的 左 半边 ) 的 结果 。 两 者 
的 最 大 差别 在 于 粘性 边界 层 的 出 现 ， 可 以 在 每 幅 图 的 右 半 边 清楚 地 看 到 这 个 边界 层 ( 紧 贴 
着 机 身 表面 的 深 色 区 域 )。 图 124 所 示 的 这 种 CFD 结果 对 合理 地 设计 飞行 器 两 级 之 间 的 匹 
配 是 非常 重要 的 ， 这 也 是 CFD 在 总 体 设计 过 程 中 起 作用 的 又 一 个 例子 。 

还 有 一 个 例子 是 Turkel 等 人 的 三 维 流 场 计算 ， 用 显 式 龙 格 一 库 塔 方法 与 多 重 网 格 技术 
(11.8 节 ) 求解 了 三 维 纳 维 - 斯 托 克 斯 方程 ， 得 到 了 钝 头 双 锥 体 在 某 攻 角 下 的 绕 流 ， 如 图 12- 
5 所 示 。 自 由 来 流 马赫 数 为 6， 按 底部 直径 计算 的 雷诺 数 为 2.89 x 10”。 选 择 图 12-5 来 进行 
展示 ， 是 因为 它 是 计算 机 图 形 学 〈 见 12.2 节 ) 应 用 于 CFD 的 一 个 极 好 的 例子 。 在 图 12-5 
中 ， 可 以 看 到 物体 形状 的 三 维 视图 以 及 覆盖 在 物体 表面 的 等 压 线 。 另 外 ， 我 们 还 可 以 看 见 垂 
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直 于 物体 对 称 轴 的 两 个 平面 上 的 等 压 线 。 这 样 ， 尽 管 图 形 是 二 维 的 ,但 是 可 以 很 清楚 地 看 出 
三 维 空间 中 的 压力 变化 。 尤 其 是 弓形 激 波 的 三 维 形状 在 图 中 清晰 可 见 。 
第 二 级 : 轨道 器 


粘性 流 
人 
粘性 流 


a) 侧 视图 b) 横 流 截面 图 


图 124 两 级 入 轨 航 天 运输 系统 绕 流 的 密度 等 值 线 图 (Ma =6) 
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图 12-5 ” 绕 纯 头 双 锥 体 流 动 的 三 维 等 压 线 图 (Ma =6，5? 攻 角 ) 


CFD 对 飞机 设计 的 帮助 不 仅 包括 计算 全 机 流 场 ， 还 涉及 很 小 的 飞机 部 件 。 考 虑 带 一 村 
的 二 维 辟 型 绕 流 。 图 12-6 所 示 的 结果 是 由 Vilsmeier 和 Hanel 采用 非 结 构 网 格 (5. 10 节 ) 和 
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4) 机 六 一 副 婴 连接 处 附近 的 等 马赫 线 图 
图 12-6 带 副 缀 的 咽 型 流动 的 纳 维 -斯 托 克 斯 计算 (Re =10` ; Ma =0.3) 
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龙 格 一 库 塔 时 间 推 进 的 有 限 体积 算法 得 到 的 纳 维 -斯 托 克 斯 解 。 自 由 来 流 的 马赫 数 为 0.3。 图 
12-6a 为 计算 所 用 的 非 结 构 网 格 ， 图 12-6b 为 等 马赫 线 图 。 图 中 能 看 到 来 流 流 过 了 主要 和 副 
翼 之 间 的 间 际 ， 还 能 看 到 在 副 细 后 缘 形 成 的 涡 系 。 图 12-6c、d 给 出 了 主权 和 副 辟 间 隙 处 网 
格 和 等 马赫 线 的 细节 。 流 动 的 雷诺 数 较 低 (10*)， 因 此 它 和 Kothari 和 Anderson 的 工作 
(1.2 节 ) 一 样 ， 都 属于 低 雷诺 数 辟 型 的 纳 维 -斯 托 克 斯 计算 。 对 于 飞机 部 件 〈 例 如 ， 图 12-6 
中 带 副 经 的 到 型 而 言 ，CFD 的 作用 在 于 通过 详细 计算 ， 可 以 发 现 局 部 区 域 的 流动 缺陷 ， 
适当 修改 一 下 设计 就 可 以 改善 这 种 缺陷 。 例 如 ， 图 12-6b 清楚 地 显示 出 流动 在 弦 线 中 点 位 置 
前 面 就 从 上 下 辟 面 分 离 。 另 外 ，Vilsmeier 和 Hanel 用 了 “建立 了 一 个 几乎 是 定常 的 流动 ”这 
样 的 措辞 ， 上 暗示 计算 中 流动 在 一 定 程 度 上 存在 非 定 常 性 。 这 些 现象 和 低 雷 诺 数 翼 型 层 流 绕 流 
的 物理 机 制 有 关 ， 与 Kothari 和 Anderson 得 到 的 结果 非常 相似 ， 后 者 的 结果 已 经 在 1.2 节 介 
绍 过 了 。 

图 12-7 是 关于 飞机 部 件 的 另 一 个 CFD 应 用 ， 给 出 了 麦 道 公司 三 发 运输 机 的 发 动机 一 挂 
架 一 机 辟 区 域 的 等 压 线 图 。 该 计算 由 Vassberg 和 Dailey 完成 ， 用 的 是 非 结 构 网 格 。 发 动机 短 
舱 与 机 辟 挂 架 的 连接 之 间 存 在 气动 影响 ， 而 机 可 本 身 又 是 飞机 设计 的 一 个 重要 考虑 因素 。 如 
图 12-7 所 示 ， 在 该 问题 中 应 用 CFD， 有 助 于 飞机 的 短 舱 一 挂 架 一 机 器 结构 的 设计 ， 起 到 了 
不 可 低估 的 作用 。 

图 12-7 展示 的 是 CFD 在 喷气 发 动机 外 部 
流动 中 的 应 用 。 图 12-8 则 展示 了 CFD 在 喷气 
发 动机 内 部 流动 中 的 应 用 。 事 实 上 ， 应 用 
CFD 对 流 过 压气 机 、 燃 烧 室 和 涡轮 叶片 的 内 
流 进行 计算 ， 不 如 CFD 对 飞机 部 件 外 流 的 计 
算 成 熟 ， 并 且 对 内 流 的 计算 也 仅仅 是 现在 才 开 
始 受 到 全 世界 飞机 制造 者 的 高 度 重视 。 在 这 样 
的 重视 之 下 ， 问 题 取得 了 大 幅度 的 进展 ， 而 且 Ne 
世界 三 大 发 动机 制造 商 一 一 普 惠 、 通 用 和 劳 斯 图 12-7 三 发 MDC: 短 舱 一 挂 架 一 
莱 斯 都 有 相当 活跃 的 CFD 工作 组 。 将 CFD 应 机 没 区 域 的 等 压 线 图 
用 于 涡轮 机 内 流 相当 具有 挑战 性 。 这 种 流动 本 
质 上 是 非 定常 的 ， 而 且 粘 性 效应 十 分 显著 。 作 为 涡轮 机 内 流 的 一 个 例子 ， 图 12-8 显示 了 两 
个 相 邻 涡轮 叶片 附近 的 等 马赫 线 。Petot 和 Fourmaux 完成 了 该 计算 ， 他 们 采用 显 式 拉克 斯 - 温 
德 罗 夫 时 间 推 进 〈6. 2 节 讲 述 了 拉克 斯 - 温 德 罗 夫 方法 ) 的 有 限 体积 格式 求解 欧 拉 方 程 。 每 
个 叶片 后 缘 的 鱼 尾 激 波 是 这 类 流动 的 典型 特征 ， 数 值 计算 准确 地 捕捉 到 了 这 个 特征 (图 12- 
8)s 

考虑 CFD 的 另外 一 个 应 用 ， 即 试验 和 试验 装置 的 设计 。 图 12-9 就 是 一 个 例子 ， 给 出 了 
一 个 超声 速 发 动机 的 进 气 道 与 超声 速 风 洞 喷 管 连接 在 一 起 的 结构 模型 。 在 图 12-9 中 ， 流 动 
方向 从 左 向 右 。 图 12-9 中 的 结果 是 由 Enomoto 和 Arakawa 用 近似 因子 分 解 的 隐 式 比 姆 一 沃 明 
格式 (11.3 节 ) 求解 三 维 纳 维 -斯 托 克 斯 方程 得 到 的 。 图 12-9 中 截面 4、B、C、D 和 与 图 
右上 角 的 示意 图 对 应 。 五 个 平面 内 的 密度 等 值 线 图 各 不 相同 ， 从 而 清楚 地 揭示 了 流动 的 三 维 
效应 。 试 验 段 入 口 处 (截面 4 ~ 五 的 最 左 端 ) 的 主流 马赫 数 为 1.85。 图 12-9 中 并 未 显示 风 
洞 的 喷 管 ， 只 是 显示 了 带 有 超声 速 进 气 道 模 型 的 试验 段 。CFD 得 到 的 这 些 结果 可 以 为 设计 
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物理 试验 装置 和 建立 试验 设备 的 适当 运行 状态 提供 帮助 ， 也 可 以 用 来 解释 试验 得 到 的 试验 数 
据 。 


半 lp ba 图 12-9 超声 速 发 动机 进 气 道 的 密度 等 值 线 图 
两 个 相 邻 涡轮 叶片 周围 ( 进 气 道 左 端 与 超声 速 风 洞 的 喷 管 
的 等 马赫 线 图 相连 ， 喷 管 未 在 图 中 显示 。) 


CFD 与 其 他 学 科 相 结合 可 以 在 更 广阔 的 范围 内 加 强 设 计 能 力 ， 我 们 就 用 这 样 的 例子 来 
结束 本 节 。CFD 可 以 用 来 预测 飞机 机 可 上 的 压强 和 应 力 分 布 ， 进 而 可 以 计算 出 机 可 上 的 气 
动 载荷 。 但 是 ， 机 可 的 实际 设计 过 程 并 不 是 到 此 为 止 了 。 机 辟 在 气动 载荷 的 作用 下 会 发 生 弯 
曲 并 且 上 下 颜 动 。 当 机 辟 发 生 弯曲 变形 的 时 候 ， 机 辟 绕 流 受 到 了 影响 ， 气 动 载荷 也 发 生 了 相 
应 的 变化 。 因 此 ， 在 机 可 结 构 和 气动 行为 之 间 有 了 一 个 相互 耦合 和 反馈 的 机 制 
动弹 性 力学 的 基本 内 容 。 现 代 CFD 的 一 个 重要 方向 就 是 与 其 他 学 科 交叉 结合 ， 即 多 学 科 应 
用 。 图 12-10 就 是 上 述 机 辟 气 动弹 性 问题 的 一 个 例子 。 图 中 机 可 的 双重 像 显示 了 机 喜 在 气动 
载荷 作用 下 偏离 了 无 载荷 时 的 位 置 。 事 实 上 ， 计 算是 一 个 迭代 过 程 ， 包 含 了 一 次 CFD 计算 ， 
然后 进行 一 次 结构 分 析 ， 接 着 再 一 次 进行 CFD 计算 ， 然 后 再 一 次 进行 结构 分 析 ~… 如 此 重 
复 ， 直 到 得 到 收敛 的 解 。 图 12-10 所 显示 的 只 是 一 个 中 间 结果 。 整 个 设计 过 程 还 集成 了 计算 
机 辅助 设计 (CAD) 软件 。 

概括 地 说 ， 本 节 的 目的 就 是 举例 说 明 现代 CFD 在 设计 过 程 中 的 应 用 ， 由 此 揭示 出 CFD 
应 用 在 设计 过 程 中 的 广阔 前 景 。 无 论 CFD 技术 将 来 有 多 成 熟 ， 其 未 来 极 具 挑 战 性 的 应 用 将 
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图 12-10 气动 载荷 作用 下 的 机 可 变形 


是 无 限 的 。 毫 无 疑问 ， 应 用 计算 流体 力学 将 是 一 个 莲 勃 发 展 的 行业 领域 。 
12.4 CFD 对 流体 力学 基础 研究 的 影响 


CFD 作为 研究 工具 的 一 个 重要 作用 ， 是 加 强 我 们 对 流体 力学 基本 物理 特性 的 理解 。 在 
1.2 节 强 调 CFD 能 进行 数值 试验 的 时 候 ， 已 经 阐述 过 这 个 观点 。 在 这 一 节 里 面 ， 我 们 将 详细 
阐述 CFD 的 这 一 重要 作用 。 

例如 ， 考 虑 拉 伐 尔 喷 管 流动 。 喷 管 的 压 比 大 到 足以 在 喉 道 下 游 产 生 超声 速 流动 区 域 ,但 
同时 又 足够 小 ， 以 至 于 在 扩张 段 出 现 了 激 波 一 一 这 就 是 在 7.6 节 讨 论 的 过 膨胀 喷 管 流动 。 实 
际 上 ,在 7.6 节 中 已 经 计算 出 在 管道 的 扩张 段 存 在 一 个 直立 的 正 激 波 。 图 7-21 定性 地 描述 
了 该 流 场 ， 图 中 显示 了 一 个 紧 直 的 正 激 波 贯穿 了 整个 管道 。 然 而 ， 这 张 图 仅仅 与 第 7 章 中 一 
直 采 用 的 无 粘 准 一 维 流动 的 假设 相 一 致 。 

其 实 ， 拉 伐 尔 喷 管 的 真实 流动 是 多 维 的 ， 并 且 在 过 膨胀 情况 下 粘性 效应 是 很 重要 的 。 让 
我 们 再 一 次 用 CFD 来 扩展 我 们 对 这 种 喷 管 流动 的 理解 。 我 们 假设 喷 管内 是 二 维 的 粘性 流动 。 
图 12-11 显示 了 这 种 计算 的 一 个 例子 ， 给 出 了 求解 纳 维 -斯 托 克 斯 方程 得 到 的 等 马赫 线 图 。 
求解 过 程 使 用 了 有 限 体积 法 ， 格 式 是 二 阶 迎 风格 式 ， 但 是 在 激 波 位 置 附近 变 为 一 阶 迎风 格 
式 。 图 12-11 显示 了 两 个 结果 ， 图 12-11a 是 固定 网 格 的 计算 结果 ， 而 图 12-11b 中 是 自 适应 
网 格 的 计算 结果 (5. 8 节 中 讲述 了 自 适 应 网 格 ) 。 观 察 图 12-11 可 以 很 清楚 地 看 出 ， 采 用 自 
适应 网 格 得 到 了 更 加 清晰 的 流动 结构 。 这 还 只 是 证 实 了 5. 8 节 的 讨论 。 就 本 节 的 目的 而 言 ， 
我 们 更 关心 的 是 图 12-11 所 显示 的 物理 流动 结构 。 这 个 流动 结构 与 简单 的 准 一 维 流动 假设 下 
的 结果 (图 7-21) 是 完全 不 一 样 的 。 图 12-11 的 流动 是 上 述 给 定 的 条 件 下 真实 发 生 的 流动 。 
这 种 流动 所 具有 的 特征 是 : 流动 在 喷 管 壁面 发 生 分 离 ， 弯 曲 的 斜 激 波 在 流动 区 域 的 中 心 
〈 称 为 马赫 盘 的 区 域 ) 逐渐 过 渡 到 正 激 波 ， 以 及 马赫 盘 下 游 的 一 个 亚 声 速 区 域 。 最 终 离 开 喷 
管 出 口 的 流动 是 一 个 充满 波 系 结构 的 超声 速 喷 流 ， 该 喷 流 的 直径 远 远 小 于 喷 管 的 出 口 直径 。 
这 是 一 种 相当 复杂 的 流动 。 如 果 再 考虑 对 比 满 流 效 应 与 层 流 效应 这 样 的 问题 ,复杂 性 会 进 一 
步 加 大 (图 12-11 是 二 方程 灌流 模型 的 计算 结果 )。 图 12-11 只 是 一 个 例子 ， 说 明 如 何 利用 
CFD 进行 数值 试验 ， 来 加 强 我 们 对 流动 基本 特性 的 理解 。 

男 一 个 有 趣 的 流动 是 涡 通 过 一 道 激 波 ， 问题 是 激 波 是 否 会 导致 涡 在 激 波 下 游 破裂 。 图 
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a) 


b) 


图 12-11 过 膨胀 超声 速 喷 管 中 的 二 维 粘性 流 
(pi]p =50，4./4" =7,y =1.2，7, =1800K， 等 马赫 线 图 ) 


12-12 显示 了 这 个 流 场 的 一 些 计算 结果 。 图 12-12 是 流动 通过 圆柱 形 管道 时 的 流 线 ， 流 动 从 
左 向 右 。 流 动 在 垂直 于 纸 面 的 平面 内 具有 旋 度 分 量 。 这 个 旋转 的 、 圆 柱 形 的 流 场 就 模拟 了 一 
个 涡 。 管 道 最 左 端 是 一 个 占据 管道 人 口 的 激 波 ， 在 图 12-12 中 看 不 到 这 个 激 波 。 激 波 随 着 时 
间 而 不 断 弯曲 和 脉动 ， 图 12-12 是 不 同时 刻 流动 的 “快照 ”， 按 时 间 顺 序 排列 。 计 算是 由 
Kandil，Kandil 和 liu 采用 基于 Roe 的 近似 黎 曼 解 〈 见 11.4.2 节 的 阶段 小 结 中 的 讨论 ) 的 隐 
式 迎 风 有 限 体积 格 式 ， 求解 完全 可 压 的 纳 维 -斯 托 克 斯 方程 得 到 的 。 入 口 处 激 波 和 旋转 流动 
( 涡 ) 的 相互 作用 产生 了 涡 破 裂 泡 ， 这 一 现象 可 以 在 标 着 上 =3 的 图 中 观察 到 。 随 后 ， 这 个 泡 
在 向 下 游 迁移 的 过 程 中 ， 分 裂 为 几 个 泡 (图 上 =8) 。 这 些 新 泡 是 在 激 波 之 后 形成 的 ， 它 们 以 
相同 的 方式 向 下 游 流动 (图 :=10 ~36) 。 最 后 ， 人 和 人口 处 的 激 波 稳定 下 来 ， 并 且 不 再 产生 新 
的 泡 (图 上 =45) 。 这 些 结果 再 一 次 展示 了 如 何 运用 CFD 来 增加 我 们 对 流动 基本 物理 特性 的 
理解 。 

对 满 流 的 理解 和 预测 是 流体 力学 中 ， 事实 上 也 是 整个 经 典 物理 学 中 ， 最 期 待 解决 的 问题 
之 一 。 正 是 在 这 种 问题 上 ，CFD 有 可 能 作出 最 大 的 贡献 ， 使 我 们 增加 对 流体 力学 的 理解 。 
这 个 希望 是 建立 在 下 述 事 实 的 基础 上 : 溃 流 是 具有 各 种 复杂 的 大 尺度 和 小 尺度 结构 的 粘 流 ， 
任何 粘性 流动 都 局 部 遵守 纳 维 -斯 托 克 斯 方程 。 只 要 采用 足够 精细 的 网 格 ， 满 流 的 所 有 细节 
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都 可 以 通过 直接 求解 纳 维 -斯 托 克 斯 方程 得 到 ， 而 不 需要 引入 任何 人 为 的 淇 流 “ 模 型 "。 这 
类 CFD 计算 被 称 为 湛 流 的 直接 数值 模拟 (DNS) 。Rai 和 Moin 最 近 的 工作 是 DNS 中 一 个 很 
好 的 例子 。 他 们 采用 迎风 有 限 差分 格式 ， 对 经 过 一 个 平板 的 流动 进行 了 三 维 纳 维 -斯 托 克 斯 
方程 的 数值 模拟 。 为 了 求解 出 滑 流 结构 中 最 ” ,-_ 0 而 二 {= 1 

小 的 尺度 ， 计 算 采 用 了 非常 精细 的 网 格 。 图 ne 

12-13 显示 了 部 分 计算 结果 。 图 中 给 出 的 是 
侧 视图 ， 每 幅 图 底部 的 水 平 线 就 是 平板 的 表 
面 。 自 由 来 流 以 Ma = 0.1 从 左 向 右 流动 。 
平板 流向 位 置 的 坐标 不 是 距离 *， 而 是 当地 
雷诺 数 ，Re, =p_ 包 xz。 。 图 12-13 给 出 的 
是 当地 涡 量 的 等 值 线 图 。 (当地 涡 量 的 定义 
是 VxV， 图 12-13 是 垂直 于 纸 面 方向 的 涡 量 
分 量 的 等 值 线 ) 。 其 中 每 一 幅 图 (图 a ~ 图 
d) 所 对 应 的 时 间 都 比 上 一 幅 图 稍 晚 一 些 。 
图 中 雷诺 数 的 范围 对 应 于 平板 上 的 流动 由 层 
流转 为 清流 的 区 域 。 这 些 图 揭示 了 流动 过 程 
非常 随机 的 非 定常 特性 。 图 12-14 从 另 一 个 
视角 展示 了 同一 个 流动 。 该 图 为 平板 俯视 
图 ， 流 动 仍然 是 从 左 向 右 。 除 了 我 们 是 从 顶 
部 向 下 俯视 之 外 ， 图 中 绘制 的 还 是 同一 个 涡 
量 分 量 的 等 值 线 。 实 际 上 ， 图 12-14 展示 的 
是 平行 于 平板 且 距 离 平板 有 一 个 很 小 的 距离 
的 一 个 平面 。 因 此 ， 图 中 的 等 值 线 是 流体 中 
的 ， 而 不 是 平板 表面 的 。 图 12-14 中 的 结果 
都 是 同一 时 刻 的 流 场 ， 但 流向 是 位 置 不 同 的 Ca 
两 个 区 域 。 例 如 ， 在 图 12-14a 中 ， 流 动 主 ER 
要 还 是 层 流 ， 仅 仅 有 一 些 孤 立 的 旋涡 斑点 。 AN 

图 12-14b 位 于 它 的 下 游 ， 显 示 了 转换 的 过 < 

程 ,图 中 右 侧 (下 游 一 侧 ) 的 流动 基本 上 ~ 

全 是 湛 流 。 最 后 ， 图 12-14c 显示 了 更 下 游 

的 区 域 ， 流 动 明 显 完全 是 汕 流 。 图 12-14 显 
示 出 了 汕 流 的 一 个 非常 重要 的 物理 性 质 ， 那 
就 是 : 尽管 流 过 平板 的 层 流 在 理论 上 是 二 维 
的 〈 性 质 只 随 流 动 方向 和 垂直 平板 的 方向 
变化 ) ， 但 是 不 管 物体 和 外 流 的 几何 形状 如 


何 ， 湛 流 很 明显 是 三 维 的 尤其 是 ， 尽 管 平 pg 
板 上 有 着 均匀 的 自由 来 流 和 规则 的 平面 几何 时 的 流 线 : 涡 破 裂 ( 多 泡 破裂 ) 
形状 ， 图 12-14a、b 显示 的 涡 量 仍然 在 平板 (流动 从 左 向 右 ， 激 波 在 


的 展 向 上 有 变化 。 图 的 左 端 ， 图 中 未 显示 ) 
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图 12-13 ” 满 流 的 直接 数值 模拟 (DNS) : 平板 流动 四 个 
不 同时 间 的 涡 量 等 值 线 图 ( 侧 视 图 ) 
(时 间 t 用 6* AV, 无 量 纲 化 ， 其 中 6* 是 边界 层 位 移 厚 度 。) 
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Re 6) 满 流 
图 12-14 ” 江 流 的 直接 数值 模拟 (DNS) : 平板 流动 的 涡 量 等 值 线 图 (俯视 图 ) 
(分 图 a~c) 对 应 于 同一 时 刻 ， 显 示 了 沿 流向 的 三 个 相继 区 域 ) 
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从 纳 维 -斯 托 克 斯 方程 中 直接 求解 出 层 流 向 应 流 的 转换 ， 这 个 结果 看 上 去 似乎 非常 鼓舞 
人 心 。 但 是 ， 这 里 存在 一 个 问题 ， Rai 和 Moin 在 计算 中 使 用 了 16975196 网 格 点 ， 在 CRAY- 
YMP 计算 机 上 足 足 运行 了 400 小 时 ! 显然 ， 巨 大 的 计算 量 阻碍 了 DNS 在 实际 问题 的 应 用 。 
CFD 在 这 个 问题 上 取得 突破 的 时 机 已 经 成 熟 。 


12.5 总 结 


我 们 用 上 面 的 这 些 内 容 结 束 了 关于 CFD 未 来 的 讨论 。 再 一 次 指出 ，CFD 是 一 个 草 勃 发 
展 的 领域 ， 将 有 无 数 新 的 应 用 和 无 数 新 的 思想 在 未 来 等 竺 着 CFD。 

在 结束 这 个 讨论 的 同时 ， 我 们 也 结束 了 本 书 。 希 望 本 书 已 经 为 读者 打开 了 CFD 的 大 门 ， 
使 你 对 CFD 的 基本 思想 有 了 比 以 前 更 加 深入 的 思考 。 笔 者 最 诚 整地 祝福 读者 : 希望 你 在 与 
CFD 的 接触 和 互动 中 取得 成 功 。 在 现代 世界 中 , 不管 你 选择 怎样 的 职业 道路 ， 这 种 互动 是 
必然 存在 的 。 


附 录 


附录 A 解 三 对 角 方 程 组 的 托马斯 算法 


考虑 用 个 未 知 数 wi ，w,，ws，…，ww 的 方程 组 ， 它 由 到 个 线性 代数 方程 联 立 而 成 ， 并 


具有 如 下 形式 
diul + aiu, =C 
bu + dyu, + asu3 =C 
bauy + dau3 十 03U4 = C3 


by_ilim2 二 dt-l 二 GUN-IUN =Cu-i 


buum_1i +duuy 三 Ci 


(A-1) 
(A-2) 
(A-3) 


(A4) 
(A-5) 


这 种 方程 组 称 为 三 对 角 方程 组 ， 因 为 方程 组 中 的 非 零 系数 仅 分 布 在 对 角 线 ( 系数 d;)、 下 对 


角 线 ( 系数 b;) 和 上 对 角 线 (系数 mw) 上 。 


求解 这 种 线性 代数 方程 组 的 标准 方法 是 高 斯 消去 法 。 托 马 斯 算法 (国内 也 称 为 追赶 法 
一 一 译 者 ) 实质 上 就 是 高 斯 消去 法 应 用 于 三 对 角 方程 组 的 结果 。 具 体 地 讲 ， 就 是 用 下 面 的 


方法 消去 方程 组 中 的 下 对 角 线 项 ( 系数 为 4; 的 项 ) 。 
用 六 乘 方程 (A-1) 
bdiu, + byaiu, = ceb, 

用 乘 方程 (A-2) 

dipu + didyu, + diayus = Cd) 
从 方程 (A-7) 中 减 去 方程 (A-6) 

(did, ~ ba ) uy + diayus = edi -cib, 
方程 (A-8) 被 d, 除 
cib, 


了 ba 
———|u, +au = c， -一 一 
[a ) 2U3 = C2 


dl 


(A-6) 


(A-7) 


(A-8) 


(A-9) 


注意 到 方程 (A-9) 中 不 再 含有 下 对 角 线 项 ， 在 刚才 乘 和 减 的 过 程 中 这 一 项 已 经 被 消去 了 。 


将 方程 (A-9) 中 的 系数 记 为 
? 刀 2ai 
d, =d, a 


/ cib, 


则 方程 (A-9) 可 简写 成 


da a 
2 + 0213 = C2 


(A-10) 


(A-11) 


(A-12) 
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于 是 可 以 将 消去 过 程 继续 下 去 。 用 b, 乘 方程 ( A-12) 


bsdy uy + bsasus = bacy (A-13) 
用 dd 乘 方程 (A-3) 
diby + ws + didyus + diasus = dc (A-14) 
从 方程 (A-14) 中 减 去 方程 (A-13) 
(dd; -bay) ws + dyayus =dycs - bac? (A-15) 
方程 (A-15) 被 di 除 
bsa bse 
(#- 上 +a324 =C3 ~ 一 (A-16) 
2 d, 


注意 方程 (A-16) 中 也 不 再 含有 下 对 角 线 项 了 。 通 过 使 用 与 得 到 方程 (A-9) 相同 的 方式 ， 
这 一 项 也 已 被 消去 了 。 

在 继续 进行 这 种 过 程 之 前 ， 先 来 考察 一 下 这 里 所 形成 的 模式 。 方 程 (A-9) 可 以 看 成 是 
由 方程 〈A-2) 得 到 的 ,方法 是 去 掉 其 中 的 第 一 项 (关于 wu 的 项 ) ， 将 主 对 角 线 系数 d, 换 
成 


ad -了 (A-17) 

保持 第 三 项 (au;) 不 变 ， 将 方程 的 右 端 项 c, 换 成 
< A-18 
C2 一 d, (A-18) 


比较 方程 (A-16) 和 方程 (A-3)， 可 以 看 到 完全 相同 的 模式 。 在 方程 (A-3) 中 去 掉 
第 一 项 (bsu, ) ， 将 对 角 线 系数 换 成 


b,a, 
ds - 一 (A-19) 
d, 
第 三 项 (asus) 保持 不 变 ， 右 端 被 换 成 
cibs 
c 一 一 (A-20) 
d, 


现在 ， 这 种 模式 已 经 很 清楚 了 。 比 较 式 〈A-17) 和 式 (A-19)， 它们 的 形式 是 相同 的 ， 
比较 式 〈A-18) 和 式 〈A-20) ， 它 们 的 形式 也 是 相同 的 。 在 式 (A-1) 到 式 (A-5) 所 给 出 
的 方程 组 中 ， 从 顶端 开始 ， 仅 保留 方程 〈A-1) 不 变 ， 而 在 接 下 来 的 所 有 方程 中 ， 委 掉 第 一 
项 ， 将 主 对 角 线 上 的 系数 用 


/ biQi 1 
d =d; -一 i=2, 3, …, M (A-21) 
代替 ， 并 将 方程 的 右 端 项 代 之 以 
cib. 
C=c,— 7 -i=2,3,.…,M (A-22) 


这 样 将 得 到 如 下 所 示 的 上 二 对 角 方程 组 


diu! + aiu, =Cl 
1 上 
dy uy + ayus =C, 
下 下 
dy us + a3us = cs3 
时 
dy-iUn -it+awh-i =CM-1 (A-23) 
1 A-24 
duuy = Cw ( ) 


考察 上 述 方程 组 ， 我 们 注意 到 其 中 的 最 后 一 个 方程 (A-24) ， 只 含有 一 个 未 知 数 ww， 因 
而 有 


uy =— 
dy 
其 余 未 知 数 的 解 ， 可 以 通过 逐个 向 上 求解 每 一 个 方程 获得 。 例 如 ， 在 由 方程 (A-25) 得 到 
un 之 后 ，uw -1 的 解 可 由 方程 (A-23) 确定 
cyl 一 CU -1 
wy (A-26) 
dwr- 
实际 上 ， 通 过 认真 观察 就 能 发 现 ， 方 程 (A-26) 可 以 被 一 个 更 一 般 的 递 推 公式 代替 ， 用 来 
计算 Li 


(A-25) 


下 


Ci 本 (A27) 
其 中 的 4,; 已 经 在 上 一 步 计算 中 用 同一 个 方程 (A-27) 得 到 了 。 

综 上 所 述 ， 托 马 斯 算法 的 步骤 如 下 。 对 于 形 如 方程 (A-1) ~ (A-5) 的 三 对 角形 式 的 
线性 代数 方程 组 ， 首 先 要 将 它 变 为 上 二 对 角形 式 。 具 体 方法 是 ， 丢掉 每 个 方程 (第 一 个 方 
程 除外 一 一 译 者 注 ) 的 第 一 项 ( 系数 为 6 的 项 )， 用 式 (A-21) 替换 主 对 角 线 上 那 一 项 的 
系数 ， 同 时 用 式 (A-22) 代替 右 端 项 。 这 将 使 方程 组 中 最 后 一 个 方程 只 含有 一 个 未 知 数 ， 
即 ww。 由 方程 (A-25) 解 出 ww。 于是， 其 余 所 有 未 知 数 均 可 由 方程 〈(A-27) 依次 求 出 ， 从 
w= Uw-! 开 始 ， 到 ww =u 结束 。 

作为 参考 ， 这 里 将 9. 3 节 中 求解 库 埃 特 流动 问题 的 程序 列 在 下 面 。 这 个 程序 实际 上 就 是 
一 个 托马斯 算法 的 程序 ， 供 读者 编制 自己 的 托马斯 算法 计算 程序 时 参考 。 

FORTRAN 程序 清单 :用 托马斯 算法 求解 库 埃 特 流动 
REALU (41), A (41), B (41), C (41), D (41), Y (41) 
N =20 
NN=N+1 
Y(1) =0.0 
DEL = 1. 0/FLOAT( NI) 
RE =5. OE +03 
EE =1.0 
TIME =0.0 
DELTIM = EE * RE * DEL x** 2 


u; = 
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C 边界 条 件 

U(1) =0.0 

U(NN) =1.0 

AA = -0.5*EE 

BB =1.0+EE 

KKEND =2 

KKMOD =1 
C 初始 条 件 

DO 1 J=1,N 

U(J) =0.0 
1 CONTINUE 

A(1) =1.0 

B(1)=1.0 

C(1)=1.0 

D(1) =1.0 

DO 5 KK=1,KKEND 
C 给 定 原始 系数 

DO 2 J=2,N 

Y(J) =Y(J-1) +DEL 

A(J) =AA 

IF(J. EQ. N) A(J) =0.0 

D(J) =BB 

B(J) = AA 

IF(J. EQ.2) B(J) =0.0 

C(J) =(1.0-FEE)*U(J) +0.5*EE* (U(J+1) +U(J-1)) 

IF(J.EQ.N) C(J)=C(J])-AAx*U(NN) 
2 CONTINUE 

上 三 角 部 分 

DO 3 J=3,N 

D(J) =D(J) -B(J) * A(J -1)/D(J-1) 

C(D=C(D -C(I-1) *B(D/D(T-1) 
3 CONTINUE 

计算 U(J) 

DO 4 K=2,N 

M=N-(K-2) 

U(M)=(C(M) -A(M)*U(M+1))/D(M) 
4 CONTINUE 

Y(1) =0.0 

Y(NN) =Y(N) +DEL 


TIME = TIME + DELTIM 
TEST = MOD ( KK, KKMOD) 
IF(TEST. GT.0.01) GOFTO 5 
WRITE(6,100) KK,TIME,DELTIM 
WRITE( * ,100) KK,TIME ,DELTIM 
WRITE(6 ,101) 
WRITE( * ,101) 
WRITE(6,102) (J,Y(J),U(]),B() ,D(J) ,ACT) ,CCD ,T=1,NN) 
WRITE(* ,102) (J,Y(J) ,U(J) ,B(J) ,D(J) ,A(J) ,C(J) ,J=1NN) 
5 CONTINUE 
100 FORMAT(5X//5X,’'SOLUTION AT’,5X,’KK =',13,5X,’'TIME = ,E10.3， 
+ SX,'DELTIM =", E10. 3//) 
101 FORMAT(3X,'J’,6X,’'Y’,9X,’'U’,9X,’'B’,9X,'D’',9X,’A’,9X,'C’) 
102 FORMAT(2X ,13 ,6E10. 3) 
END 


附录 B 主要 人 名 的 中 英文 对 照 表 


比 姆 - 沃 明 纳 维 -斯 托 克 斯 


库 埃 特 


Beam-Warming 


Navier-Stokes 
Patankar 


Couette 


Courant Poisson 泊 松 
Cramer 克 莱 默 Prandtl-Meyer 普 朗 特 - 迈 耶 
Crank-Nicolson 克 兰 克 - 尼 科 尔 森 Riemann 黎 晶 
Fuler 欧 拉 Rankine-Hugoniot 兰 金 - 许 贡 纽 
Godunov 戈 杜 诺 夫 
Laplace 拉 普 拉 斯 托马斯 
Lax-Wendroff 拉克 斯 - 温 德 罗 夫 von Neumann ( 冯 ) 诺 伊 曼 
MacCormack 麦 考 马 克 


